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Séries réelles ou complexes
| Généralités

1Définition : Soit une suite (u,,) de nombres réels ou complexes.

e Lasérie de terme général u, est la suite (S,,),, définie par : pour tout entier naturel n, S,, = Xr_o Ug.
e Lasérie de terme général u,, est notée Y59 U, OU ), U,,.

e Pour chaque entier n, S,, est appelée somme partielle de rang n de la série .,,50 U,.

e  Ondit que la série },,,5 U, converge (resp. diverge) lorsque la suite (S, ),en cOnverge ( resp. diverge).
e  Etudier La nature de la série Y,,,5o U, C'est étudier son caractére divergent ou convergent.

2Définition Lorsque la série ¥,,.ou, converge, la limite finie de la suite (S,)nen est notée Y1 % u, ou Yf% uy ou Y5y u, et
est appelée la somme de la série et pourtout n € N, R, = X¥%, 1 U = XiS u, — Sy, est le reste de rang n .

3Remarque : il arrive que la suite u ne soit définie qu’a partir d’un certain rang n,. Alors S,, = Zﬁ:no Uy et la série de terme

général u, est notée },., U, et sielle existe, sa somme est notée Y32, u,.
1

4Exemple : On pose u,, = D DTSy

Montrons que Z Uu, converge et déterminons sa somme.

5Condition nécessaire de convergence : Y-, U, converge = lim u, = 0.

n-+oo

Il Opérations

9Théoréme : Soit une suite (u,,) de nombres complexes. On pose a,, = Re(u,) et b, = Im(uy,).
Y=o Un CONVeErge @ero a, et Y=o b, convergent.
Et le cas échéant, Y1 u, = XF 8 a, + i 2+ by ie. Re(BrS uy) = XS Re(uy) et Im(EiSuy,) = B Im(uy,).

10Propriétés : Soit u et v deux suites complexes.

1. Siuet v sontdeux suites telles qu’ a partir d’un certain rang, u,, = v, , alors Y50 U, €t Dinso VpSOnt de méme nature. Par
contre, leurs sommes, si elles existent, ne sont pas égales.

2. Yo.soUpn et YusolUn sont de méme nature. Et le cas échéant, Y% u, =Y+, vn

Soit a € C*. Alors Y50 Unet Ypso AU, sont de méme nature et le cas échéant, Y75 au, = a X1 % uy,.

4. SiY,soUn et Ynso Uy convergent alors pour tous complexes a et b, alors Y,50 au, + b, converge et Y1, au, + bv, =
aZn:O Up + b Zn=0 Un.

5. SiYs0 Uy diverge et Y,,-o v, converge alors Y- U, + v, diverge.

Y

lll Séries particuliéeres

11Séries géométriques (complexes ou réelles): Soit a € C. La série de terme général a™, ), a™,est dite série géométrique de

1 g
raison a. La série géométrique Y, a™ converge si et seulementsi |a| < 1. Et Y5, a™ = T St la] < 1.

12Séries de Taylor (complexes ou réelles) Soit f est de classe C* sur un intervalle [a, b] a valeurs complexes ou réelles .
: 0o ) . b-a|
Si Vn € N, il existe un réel M, tel que, Vx € [a,b], |[f™ (x)| < M, et 11m M, l al =0
n-

)
alors la série de Taylor de terme général fT,(a) (b — a)"converge et Y1, n'(a) (b a)™ = f(b).

a2n+1

a2n Z ( 1)71

m € (2n+1)!

13Exemples : Justifier que les séries suivantes convergent et déterminer leur somme

Il
®
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14Une série complexe (ou reélle) particuliére : Pour tout complexe z, la série de terme général . converge et Z;S’O;




16Deux séries de Riemann particuliéres déja étudiées :

. Zh"'>1 diverge et Y} 0—~1n(n)
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IV Séries réelles et a termes positifs

On considére une suite u réelle et pour tout entier naturel n, S, = Y.F—o U. **ou seulement 3
partir d’un certain
17Prop : Si u est positive (**), alors rang

1. lasuite (S,)ey est croissante (**)
2.  Y.s0Uy converge sietssi (S, )ey est majorée
3. Etlecaséchéant, Vn €N, S, < Y53 uy.

18NB : sila suite (u,) est négative a partir d’un certain rang, alors la suite —u, est positive et on pourra appliquer les résultats
suivants a la série de terme général —u,, puis en déduire la nature de la série de terme général u,,.

19Théoreéme de comparaison (1): Soit u et v deux suites réelles telles que : Vn € N (**),0 <u, < v
1. Y,soVncoOnverge = Y., Uy, cOnverge.
2. Yusouy diverge= Y50 vndiverge .

21Théoréme de comparaison (2): Soit u et v deux suites positives (**) telles que : u,, = 0(v,,) ou u,~v,, ouu, = o(v,)
1. Y,-0Vpconverge = Y..-o U, converge.
2. Y,.s0Uy diverge= Y5, v, diverge .

22Exemples :

2

w s 1\"
1) Montrons que la série de terme général u,, = (1 — ;) est convergente.

- 2n dt .
2) Montrons que la série Zf " tg diverge.
1+t2

3) pour quelles valeurs du réel a, la série YL, n?x™ converge-t-elle ?

e Vn2=nyu,=0et u,= =0 (a") aveca €] — 1;1[= Z;‘I;O u, converge.

V Comparaison série-intégrale

30 Théoréme Soit f une fonction continue et décroissante et positive sur [ny, +o[. Posons [, = f:o f®)dtetS, = ¥i_n, f (k)

1. Vn>ng Iy <S, <1y,

2. lasérie Yoy, f(n) converge < la suite (I,,) converge.

31Exemples : Ftude de la nature de la série Y50, ——— s (n)B ouf>1ety

1
3 nin(n)In (In(n))’

32Application a I’étude de la nature des Séries de Riemann

D | D \




VI Séries absolument convergentes

33Définition : La série de terme général u, est absolument convergente lorsque la série de terme général |u, | est convergente

34Théoreme : Si la série de terme général u,, est absolument convergente alors la série de terme général u,, est convergente et

IXrSour | < Tkl .
............... G

35NB : la réciproque est fausse. Contre-exemple : Z%i">1 - CV mais Z;{‘>1 DV donc Z;{’>1 Tn est pas absolument convergente.

""" sin (n)

1) Etudier la nature des séries Yiosin (TVn3 + 1) et Yot p—o

nio+cos (n)

2) Montrer que ¢: ((P, Q) » X+, P(n)Q(n)e™™) définit un produit scalaire sur R[X].

VIl Lien suite- serie. Séries télescopiques.

27Prop : La suite (u,,) converge sietssi la série de terme général u,,,; — u, converge.

n!
k=olatk)’
1. Montrer que la suite u converge. On note £ sa limite.

. 2
2. Montrer quesif # 0 alors u, 41 — un~%.

3. Endéduire que? = 0.

28Exemples : Soita € Rt* et Vn €N, u, =

29Séries télescopiques ....
Exemples Calculer les sommes suivantes aprés avoirjustifié de leur existence (x € Retp € N)

_ 3
S = S o Arctan (———), 5 = T, = S, in (B2 5 = 5 2k, S(p) = zwﬁ
n

n2+3n2+2n



