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PARITÉ ET PERIODICITÉ. 

RÉDUCTION DU DOMAINE D’ÉTUDE .  
 
Soit 𝑓 : ℝ → ℝ . Alors 𝐷𝑓 = {𝑥 ∈ ℝ/𝑓(𝑥) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒} et 𝐶𝑓 = {𝑀(𝑥, 𝑓(𝑥))/𝑥 ∈ 𝐷𝑓} 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⟺ 𝑓(𝑥) 𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖. 

𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑓 ⟺ 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 𝑒𝑡 𝑦 = 𝑓(𝑥) . (∗∗) 
 

𝑫𝒆𝒇 ∶  𝑓 est paire lorsque  ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, (−𝑥 ∈ 𝐷𝑓 𝑒𝑡 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)) , cela signifie que  𝐶𝑓 est symétrique par rapport à (𝑂𝑦).  
En effet, tout d’abord, pour tout point 𝑀(𝑎, 𝑏), on note 𝑀’ le symétrique de 𝑀 par rapport à (𝑂𝑦) 𝑒𝑡 (−𝑎, 𝑏) sont les coordonnées de  𝑀′. Alors pour tout 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓, 𝑀(𝑥, 𝑓(𝑥)) ∈ 𝐶𝑓  et 𝑀′(−𝑥, 𝑓(𝑥))est le symétrique de 𝑀 par rapport à (𝑂𝑦).  

Par conséquent, 𝐶𝑓 est symétrique par rapport à (𝑂𝑦) ⟺ ∀𝑀 ∈ 𝐶𝑓, 𝑀′ ∈ 𝐶𝑓 ⟺⏟
𝑑𝑟′𝑎𝑝𝑟è𝑠 (∗∗)

∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓,−𝑥 ∈ 𝐷𝑓 𝑒𝑡 𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥). 

 

NB : une fonction dont le domaine de définition n’est pas centré en 0 (i.e. ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓,−𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ) ne peut pas être paire.  

Ex : Si 𝐷𝑓 = [1,2[ alors 𝑓 n’est pas paire.  

Conséquence : Si 𝒇 est paire alors je peux étudier 𝒇 sur 𝑫𝒇 ∩ ℝ+ puis déduire de la symétrie de 𝑪𝒇 par rapport à (𝑶𝒚) 

l’étude de 𝒇 sur 𝑫𝒇 ∩ ℝ−.   

 
𝑫𝒆𝒇: 𝑓 est impaire lorsque  ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓,−𝑥 ∈ 𝐷𝑓 𝑒𝑡 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) i.e. 𝐶𝑓 est symétrique par rapport à 𝑂. 

En effet, tout d’abord, pour tout point 𝑀(𝑎, 𝑏), on note 𝑀’ le symétrique de 𝑀 par rapport à 𝑂 𝑒𝑡 (−𝑎,−𝑏) sont les 

coordonnées de  𝑀′. Alors pour tout 𝑥 ∈ 𝐷𝑓,𝑀(𝑥, 𝑓(𝑥)) ∈ 𝐶𝑓  et 𝑀′(−𝑥, −𝑓(𝑥))est le symétrique de 𝑀 par rapport à 𝑂.  

Par conséquent, 

 𝐶𝑓 est symétrique par rapport à (𝑂𝑦) ⟺ ∀𝑀 ∈ 𝐶𝑓,𝑀′ ∈ 𝐶𝑓 ⟺⏟
𝑑𝑟′𝑎𝑝𝑟è𝑠 (∗∗)

∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓,−𝑥 ∈ 𝐷𝑓 𝑒𝑡 − 𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥). 

NB : une fonction dont le domaine de définition n’est pas centré en 0 (i.e. ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓,−𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ) ne peut pas être impaire.  

Ex : Si 𝐷𝑓 =] − ∞,5] alors 𝑓 n’est ni paire, ni impaire (puisque −6 ∈ 𝐷𝑓 𝑚𝑎𝑖𝑠 6 ∉ 𝐷𝑓) 

Conséquences :  

1) Si 𝒇 est impaire alors je peux étudier 𝒇 sur 𝑫𝒇 ∩ ℝ+ puis déduire de la symétrie de 𝑪𝒇 par rapport à 𝑶 l’étude de 𝒇 

sur 𝑫𝒇 ∩ ℝ−.   

2) Si 𝒇 est impaire et 𝟎 ∈ 𝑫𝒇 alors 𝒇(𝟎) = 𝟎  

En effet, si 𝑓 est impaire et 0 ∈ 𝐷𝑓 alors 𝑓(0) = 𝑓(−0) = −𝑓(0) 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑓(0) = 0. 

 
 

 



𝑫𝒆𝒇 ∶  𝑓 est périodique lorsqu’il existe un réel 𝑇 strictement positif tel que  ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, 𝑥 + 𝑇 ∈ 𝐷𝑓 𝑒𝑡 𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥) . On dit 

alors que 𝑓 est 𝑇-périodique  et T est une période de 𝑓 ; cela signifie que si 𝑎 ∈ 𝐷𝑓 alors le motif de 𝐶𝑓obtenu entre  [𝑎, 𝑎 + 𝑇[ 

sera le même sur [𝑎 + 𝑇, 𝑎 + 2𝑇[ , 𝑠𝑢𝑟 [𝑎 + 2𝑇, 𝑎 + 3𝑇[ ; 𝑎utrement dit que 𝐶𝑓 est invariante par la translation de vecteur 𝑇𝑖. ⃗ 

En effet, pour tout point 𝑀(𝑎, 𝑏), on note 𝑀’ le point du plan tel que 𝑀𝑀′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑇𝑖  ⃗, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 (𝑎 + 𝑇, 𝑏) sont les coordonnées de 𝑀′. 

Donc, si 𝑥 ∈ 𝐷𝑓,  alors  𝑀(𝑥, 𝑓(𝑥)) ∈ 𝐶𝑓  et 𝑀′(𝑥 + 𝑇, 𝑓(𝑥)) vérifie 𝑀𝑀′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑇𝑖. ⃗ Par conséquent,  

𝐶𝑓 est invariante par la translation de vecteur 𝑇𝑖  ⃗ ⟺ ∀𝑀 ∈ 𝐶𝑓, 𝑀′ ∈ 𝐶𝑓 ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, 𝑀′(𝑥 + 𝑇, 𝑓(𝑥)) ∈ 𝐶𝑓 ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, 𝑥 + 𝑇 ∈ 𝐷𝑓 𝑒𝑡  𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥) 

 

 

 

       .  

 

 
Propriétés : Si 𝑓 est périodique de période 𝑇 alors ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓,∀𝑛 ∈ ℕ, (𝑥 + 𝑛𝑇 ∈ 𝐷𝑓, 𝑓(𝑥 + 𝑛𝑇) = 𝑓(𝑥)) et 𝐶𝑓 est 

invariante par toute translation de vecteur 𝑛𝑇𝑖  ⃗ 𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑛 ∈ ℕ 
Démontrons ce résultat par récurrence. Soit 𝑓 une fonction périodique de période 𝑇 .Posons 𝐻(𝑛): " ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, 𝑥 + 𝑛𝑇 ∈ 𝐷𝑓, 𝑓(𝑥 + 𝑛𝑇) = 𝑓(𝑥)". 

Init : par définition, 𝑓 étant 𝑇-périodique,  𝐻(1) est vraie. 

Propag : Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Je suppose 𝐻(𝑛) vraie et sous cette hypothèse, montrons que 𝐻(𝑛 + 1) est vraie.  

𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑥 ∈ 𝐷𝑓. 𝑥 + 𝑛𝑇 ∈ 𝐷𝑓 ( car 𝐻(𝑛) vraie) . Donc (𝑥 + 𝑛𝑇) + 𝑇 ∈ 𝐷𝑓 (car 𝑓 est 𝑇-périodique). Ainsi, 𝑥 + (𝑛 + 1)𝑇 ∈ 𝐷𝑓.  

De plus, 𝑓(𝑥 + 𝑛𝑇 + 𝑇) = 𝑓(𝑥 + 𝑛𝑇) (car 𝑓 est 𝑇-périodique) et 𝑓(𝑥 + 𝑛𝑇) = 𝑓(𝑥) ( car 𝐻(𝑛) vraie). Ainsi, 𝑓(𝑥 + 𝑛𝑇 + 𝑇) = 𝑓(𝑥).  Donc 𝐻(𝑛) ⇒

𝐻(𝑛 + 1).  

CCL : le théorème de récurrence assure alors que ∀𝑛 ∈ ℕ,∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, 𝑥 + 𝑛𝑇 ∈ 𝐷𝑓, 𝑓(𝑥 + 𝑛𝑇) = 𝑓(𝑥).  

 

𝐑𝐐𝐔𝐄: En général, 𝐷𝑓 va de−∞ à + ∞ 𝑒𝑡  ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, 𝑥 + 𝑇 ∈ 𝐷𝑓 𝑒𝑡 𝑥 − 𝑇 ∈ 𝐷𝑓 𝑒𝑡 𝑓(𝑥 − 𝑇) = 𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥) 𝑒𝑡 cela a 

pour conséquence que ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, ∀𝑘 ∈ ℤ, (𝑥 + 𝑘𝑇 ∈ 𝐷𝑓, 𝑓(𝑥 + 𝑘𝑇) = 𝑓(𝑥)) et le motif de 𝐶𝑓 obtenu sur le domaine 

[0, 𝑇[∩ 𝐷𝑓 se répètera à l’infini sur tous les intervalles [𝑘𝑇, (𝑘 + 1)𝑇[∩ 𝐷𝑓 pour constituer 𝐶𝑓.   

 

Conséquence : Si 𝑫𝒇 va de−∞ à + ∞ 𝒆𝒕 𝒇 est 𝑻-périodique alors je vais étudier 𝒇 sur [𝟎, 𝑻[∩ 𝑫𝒇 𝒐𝒖 [−
𝑻

𝟐
,
𝑻

𝟐
[∩ 𝑫𝒇 puis 

translater le motif obtenu sur tous les intervalles  [𝒌𝑻, (𝒌 + 𝟏)𝑻[∩ 𝑫𝒇 ou  [−
𝑻

𝟐
+ 𝒌𝑻,

𝑻

𝟐
+ 𝒌𝑻[∩𝑫𝒇 tels que 𝒌 ∈ ℤ.  

 

𝑻𝒊  


