METHODES CHAPITRE 4 Nombres complexes

TROUVER LA FORME QUASI-TRIGONOMETRIQUE OU TRIGO D’UN COMPLEXE z

v

v

lale® sia >0

lale™ sia <0
LT

|ble'z sib > 0
LT

|ble™2sib < 0

Siz=a anrsz={

Siz = bi alorsz={

Siz=a+ ib alors

1. Mettre en facteur |z| = v/ a2 + b? dans z.
b b
2. Reconnaitre ou trouver 8 tel que cos(8) = —— et sin(8) = donc tan(f) ==sia #0
q @) =r— @) =7—==( ) =- )

3. Ecrire le second facteur sous la forme d’une exponentielle imaginaire.
Siz = e+ e alors
1. Mettre en facteur e# .

. . - i AR A i c e\ ¢ . () T
2. Appliquer 'une des identités du Losange -e® 4+ 1 = 2 cos (E)elz et e —1 = 2isin (E) e'z = 2sin (;) ez .
. w\" PN ,
Siz = (F) ouz=ww ouw,w € C.
. . i io!
1. Mettre w et w' sous forme quasi-trigow = xe'® et w' = x'e'?
2. Regrouper les facteurs réels ensemble et les facteurs exponentielles imaginaires ensemble .
R . . o o . P i6 o
3. On applique les régles de calcul sur le exponentielles imaginaires & ei® g0’ = gi(0+8) ot % = el(0-9)
U . ~Nw xel® X ira_pt
(alors ww' = xx'el ei0’ = xx'el0+0) L = 22— = 2 pi(6-6")
w x'et® x!
Siz=(w)*ouweCetneN alors
1. Mettre w sous forme quasi-trigow = xe'®
a & TD4Ex2

. . . i i n
2.« Distribuer » la puissance n sur x ete®® (w" = x™(e¥)")

3. Appliquer Moivre +(ei?)" = ¢inf

LINEARISER une expression trigonométrique

v' Utiliser une des formules de trigo suivantes :
P2 1 _ 1
sin®(x) = ; (1 = cos(2x)) sin(x) sin(y) = E(cos(x —y) —cos (x +y))
cos?(x) = %(cos(Zx) +1) 1
1 cos(x) cos(y) = 5 (cos(x +y) + cos (x — y))
sin(x) cos(y) = 5 (sin(x +y) +sin (x — y))
OU BIEN TD 3 Ex 22
v" Par les complexes : faire dans l'ordre :
1. Appliquer Euler pour remplacer chaque cos et sin par des exponentielles + cos(f) = %(eie + e‘ig) et sin(@) = %(eie = e‘ie).
2. Tout développer avec éventuellement la formule du binéme de Newton. «(z + w)Y = ¥¥_; ({Z) ZkwN=k,
3. Regrouper les exponentielles imaginaires dont les arguments sont opposés ( les coefficients de e et celui de e~ doivent étre égaux
ou opposés .... Sinon erreur !)
4. Réappliquer Euler pour refaire apparaitre des sinus ou cosinus & e + e~ = 2 cos(0) et e® — e~ = 2isin(9).e?
APPLICATION au calcul d’intégrales de fonctions qui sont des produits de sinus et cosinus TD4Ex 14

EXPRIMER cos(nx) COMME UN POLYNOME en cos(x) ou sin(nx) COMME UN POLYNOME en sin(x) (ou produit de cos(x) et d’'un
polynéme en sin(x))

v

v

Si n est petit alors
1. Ecrire cos(nx) = cos((n— 1)x +x) TD 3 Ex 23
2. Utiliser les formules de trigonométrie :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) et sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos (a)
cos(2a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin?(a) et sin(2a) = 2 sin(a) cos (a)
sin?(a) = 1 — cos?(a) ou cos?(a) = 1 — sin*(a)
Pour toute valeur de n,

Moivre

1. cos(nx) = Re(ei"") 09 Re((ei")n) = Re((cos(x) + isin(x))™) et sin(nx) = Im((cos(x) + isin(x))™)
s>Moivre :(ei")n = e e (cos(x) + isin(x))™ = cos(nx) + isin(nx).

2. Obtenir la forme algébrique (cos(x) + isin(x))™ par une autre méthode :

séparer poser le cas écéhant 2p » m?f:;i;i” mettre en évidence
i = —-)?P=(-1 ) ie 16
k pair k=2p (. 12)1,4,1 (. ) » dans la deuxiéme la par'tl(.z reel'le e't
FBN et k impair et k=2p+1 (i) =i(-1) somme la partie imaginaire
, . ~ "~ ~ ~ - ~
(cos(x) + isin(x))™ = ... = . = = .. = =

3. Identifier parties réelle et imaginaire avec cos(nx) et sin(nx) et conclure
TD4Ex 12




OBTENIR les racines n*™¢S d’un complexe a non nul ol n € N*.

1. Trouver une racine n'*“™¢ z, de a particuliére :

»  Chercher une racine nieme évidente
» Ecrire a sous forme trigo:a = re’® olir e R** et 6 € R. CHAP 4 Ex 92

o 18 TD5Ex3
particuliere : z, = Vre'n = rne'x

»  Endéduire une racine n'™¢

2. Multiplier cette racine n**™€ z, par les n racines n**™¢s de l'unité ~e = tqk € [0,n — 1]

OBTENIR les racines 2:¥™€5 d’un complexe a non nul ot n € N*.

v Chercher une racine 2™€ évidente. L’opposé de cette racine carrée évidente est |'autre racine carrée de a.

v" Sia aune forme trigonométrique sympa alors appliquer la méthode précédente. 1 et -1 sont les racines carrées complexes de I'unité.
v Sia n’apas une forme trigonométrique sympa, alors chercher z = x + iy tel que : z% = a.

. S z2=a
1. Rajouter I'égalité des modules : z% = a & (S) {|Z|2 = |a| CHAP 4 Ex 66
2. Identifier parties réelle et imaginaire dans I'équation z2 = a. TD5Ex1
x% — y? = Re(a)

3. Résoudre le systtme (S) : » trouver x” et y* grace aux relations{ 24y =la|

e choisir le signe de x et y en fonction de 2xy = Im(a).

RESOUDRE une équation polynomiale P(z) = 0

v' SiP estde degré 2, alors
1. Chercher une racine évidente z; de P.
2. Déterminer l'autre racinede P : z, = aizl sizy #0et z, = —71;_21 siz; =0 .
3.  Conclure.

OU BIEN

b c
Trouver deux complexes z; et z, telsque z; + 2z, = — Setzz; =,

OU BIEN
1. Calculer A= b? — 4ac
2. Trouver une racine carrée complexe § de A.

. —b+§ ) CHAP 4 Ex 67bis
3. Appliquer les formules du cours =z; = o %= 1D 5 Ex 2
X

v SidegP =3ou4 ,alors
1. Chercher une racine évidente z; de P.
2. Factoriser P par z — z; : chercher I'autre facteur sous forme polynomiale de degré égal a deg(P) — 1. Certains coefficients de cet
autre facteur sont faciles a deviner : imposer ces valeurs et chercher les autres coefficients.
Par exemple si P(z) = 223 + (i + 2)z + 1 alors i est racine de P donc je cherche un complexe b tel que :
VZECP(2)=(z—-)Rz2+bz+1)ie2z+(i+2)z+1=2z+ (b—20)z?+i(1—b)z+ 1. Alors b = 2i convient.

v SidegP = 3,alors
1. Reconnaitre dans P(z) une somme particuliére CHAP 4 Ex 93
2. Factoriser pour se ramener a une équation « produit-nul » de la forme Q(2)T(z) =0 TD5Ex 4

3. Seramener 4 la recherche de racines niemes.

RESOUDRE e* = a d’inconnue z complexe.

Considérer z = x + iy sous forme algébrique
io

Ecrire a sous forme trigonométrique a = re
def°

0 wsiz=x+iy,e? 2 e*e?

3.  Remplacer z et a par ces expressions dans I'équation: e? = a & e*e” =re

lz| = ||
3k € Z/arg(z) = arg(z") + 2kn’ CHAP 4 Ex 64
5. Résoudre e* = r en utilisant [n (autorisé car e*et r sont réels). TD5Ex2

4. |dentifier les modules et arguments modulo 2. —z =z & {

Méthode pour MONTRER QU’UN COMPLEXE z EST REEL
Montrer que Im(z) =0

Montrer que z = Z.

Montrer que z = 0 ou 3k € Z/ arg(z) = k.
Montrer que le point M d’affixe z est sur I'axe réel.

ANENENEN

Méthode pour MONTRER QU’UN COMPLEXE z EST IMAGINAIRE PUR
v" Montrer que Re(z) =0
v' Montrer que z = —Z.
v" Montrer que z = 0 ou 3k € Z/ arg(z) =§+k71'.
v

Montrer que le point d’affixe z est sur I’axe imaginaire.



CALCULER DES SOMMES « TRIGONOMETRIQUES «
v' Calcul de Y}i_, sin(kx) ou Y j_,cos(kx) avecVk, B € R (**)

car Im(z+z")=

def°de e'® Im(z)+Im(z")
1. Yioosin(kx) = n_oIm(e™x) = Im(Xh_, e™™). Et de méme Y7_, cos(kx) = Re(Xhooe™™).
ein+)x_q . ZN-P+1_q
L ; ok e gl £ 1 A SRS
2. Calculer la somme géométrique Y1_, etk = n_o(e®) =1 elr-1 =1 =Y hep 2t = z-1 *
— . i — . —
somme géométriques n+lsie*=1 N—p+1lsiz=1

Résoudre e = 1. —e® = ¢ & 3k € Z/6' = 6 + 2k
4. Calculer la somme initiale dans le cas e™* = 1.

ein+x_q

5. Dans le cas e™ # 1, utiliser les identités du losange pour transformer

afin d’obtenir ses parties réelle et imaginaire et

eix—1
conclure sur la somme initiale.
v Caleul de ¥7_ B sin(kx) ouX"_, Bcos(kx) avecVk, B € R (x+) TD4Ex15
car Im(z+z')=
def° de e'® car BLER Im(z)+Im(z")

1. Si Vk, :Bk € R, Z‘;’Cl=0 ﬁksin(kx) o] Z‘},cl=0 ﬁklm(eikx) fan] Z‘l’(l=0 Im(ﬂkeikx) o) Im(Z;(l:Oﬂkeikx)'
Et de méme Y r_, Brcos(kx) = Re(Xi-o Bre™) +siB € Ralors Re(Bx) = BRe(x).

. .k
2. YRooBie™ =XioB(e™)
. ix\k
3. Reconnaitre dans X7_, By (e™)
> une somme géométrique : il faut alors écrire ), sous la forme u. (v*) ol u, v constantes réelles.
» une somme binomiale : il faut alors écrire 8, sous la forme (k) . (v*) ot v constante réelle.
v Calcul de Y}}_o By sin? (kx) ou Y}i_ B cos? (kx) avec Vk, B € Retp € N\{0,1}.
1. Linéariser sinP (kx) ou cos? (kx).
2. Remplacer sinP (kx) ou cosP (kx) dans la somme par leur forme linéariser
3. Faire apparaitre plusieurs sommes de la forme (xx).

az+b

RESOUDRE
cz+d

Je multiplie de part et d’autre partcz + d.
Jisole tous les termes contenant z d’un coté de I'égalité et tous les autres termes de I'autre coté.
Je factorise par z du coté contenant tous les termes avec z.

= m d’inconnue z complexe (a, b, ¢, d et m sont des complexes).

Bl A

échéant, je traite le cas ou il s"annule a part avant de diviser...

Je divise de part et d’autre par de I'égalité par le facteur devant z en vérifiant préalablement si ce facteur peut s’annuler et e cas



