Corrigé TD 22 Séries numériques

Ex1 Soit x € R et p € N*.Justifier que le série de terme générale u, est convergente et calculer sa somme.

_ 5n—4 . on?
1. u,= e — > 2. 5. u,= D!
2. u,= nx" _ =)
3. g = D2t 6. un="y
° B . 7. u,=In (cos (in)) oux € ]O,E[
4 n=2""tan(27"x) oux € ]O'E[ E :

8 u,=In (1 +( l)n)

Ex 2 Déterminer la nature de la série de terme général u,, :

_ sin(n) 1+
1. u,= T2 —cos(n®) 11. u, = Gl (tq a>0)
. T
U, = sin (n;) 12, u, = shm
3. u, =sin(n) 13. u = 1
4, u =—- * UM T In(m)ln (ch(n)
. n =" 1 —\/Esin(5+3)
(nhn 14. u, =n 4 n
= /ch(n) —/sh(n) (43N
6. . = fn/z cos?(x) 15. up = (2n+1)
T 0 n?4cos () 16. u, =1In (n)e_w
7. u,= Arccos< ’:Zi) ( indication : démontrer et 17. u, = % In (1 + %)
l n
utiliser I’équivalent Arccos(t)~1V2v1 —t) 18. u, = :lnif))
3773
8. Uy = (n+2) 'Zn 1k| 19. Uy = %‘1‘/5 ol a € R+
9. u,=In (—Arctan (#)) 20. u, = %e_u’“ ety € R.
T
21. u, = Arctan(n + a) — Arctan(n) ( utiliser I'[AF )

10. u, =Vn+avn+1+bvn+2 (ol a,b réels)
2. Uzy = sin(nw) = 0,uUgpeq = Sin (g + 2n7r) = ; Donc les deux suites extraites (uzp,)et (Ugns1) N'ONt pas la méme limite ; j'en déduis

que u n’a pas de limite. Par conséquent, Y, u,, diverge.

1
4. 0<n!<n™donc0< (n)» < n etparconséquent, u, = — > 1 Comme la série de Riemann Z— est divergente, le premier
(nhn
théoréme de comparaison permet de conclure que Y u,, diverge.

N — \/ =) Ver/ —2n \/_\/— _ _
=.Jch(n) —/sh(n) =X +e e\/; =X \ge j; et [(1 +e 2")2 —(1—-e™2"): ]

Or, lim e 2“—0et(1+u)z—1+ u——u + 0o (u?).

n—+oo

1
Dong, (1 + e‘Z")E =1+ Ee_zn - %(e‘zn)2 +0400((€®)et(1—e2M)2=1— 16_2" - % (€722 + 0,6 ((e72™)?). Par suite,
z -3 —3\n

Uy, = 3—; [e72™ + 0+oo((e‘2")2)]~\/%(e 2 ) .Comme la série géométrique de raison ez est positive et convergente, Y, J_(e 2 ) est

convergente et par suite, Y.i u, est convergente.

10.up = Vn+avn + 1 +b\/n+2—\/_[1+a/1+ +b[1+] 1+a(1+%— +o+m( ))+b<1+%—$+o+w(i))]

=Tapez une équation ici. = [1+ a + b]v/n + [E + b] N [—g - E] % +o0 (#ﬁ)

Si[1+ a+ b] # 0 alors u,,~[1 + a + b]vn donc lirP u, = +0oo et par conséquent, la série Y, u,, diverge grossierement .
n-+oo

Si[l+a+b]=0et %+ b # 0 alors u,~ [% + b] \/% ; comme Z\/% est une série de Riemann positive et divergente (car a = % < 1), lasérie
> u, diverge.

Si[l+a+bl=0et2+b=0i.ela=—2eth=1alors [—5—2] #0et un~[—a 'commezi est une série de Riemann
2 8 2 nn

b] 1

8 2lnvn’
. 3 -

positive et convergente (car a = 5> 1), la série ), u,, converge.

Ex3 En utilisant la méthode de comparaison série-intégrale,

2 . . N a A a2 In*(n
1) Déterminer, en fonction du parametre réel a, la nature de la série de terme général u, = " .

1
2) Déterminer la partie entiére de ¥.2%°, =

n3

3) Soit @ €]1; +oo[. Déterminer un équivalent de R, = Y%, .1 — P
4) Montrer que la suite u définie par : u, = (Z;cl=1\/_;) — 2+/n converge.
1) Posons f(x) = ma% f est dérivable sur [2,+o[ et Vx = 2, f'(x) = lnx(x) n%1(x) = (X) [a —In(x)].

2
Donc, f'(x) > 0 & x < e®. Ainsi, en posanta = 1 + |[max (2,e% )], f est contlnue, strictement decr0|ssante et positive sur [a, +o[. Alors le
théoréme de comparaison série-intégrale assure que :

la série Y. , upconverge sietssi la suite (f f(t)dt) converge.



u(L‘)DHl

« [_]"Sia¢_1 @@ g
or [1fWdt =" Qar = [ru@ude=] el - { T e Sia |
er(zz)msant [In(u®)D]sia = -1 In(|In(m)]) — In(|In(a)]) sia = —1
u(t)=In (t)

Si @ > —1, alors liT In (n)%*1 = +o0 et par suite lim fnf(t)dt = +00. J’en déduis que la série Z undiverge
n-+oo

Si @ = —1,alors lim In|ln (n)| =
n—+oo

(@ . e
L . J’en déduis que la série Z,Pa u,converge.

Si @ < —1, alors nliTooln (n)**! = 0 et par suite hm f f(t)dt

2) Posons Sy = leiz et f(x) = —2 Alors f est continue, strictement decr0|ssante et positive sur [1, +oo].
n3 x§
AlorsvVn > 1, Vx € [n,n + 1], <5< ponc [ dx <fn+1ld <fn+1idx|e Lo <M<
(n+1)3 %3 n3 n (n+1)3 n3 (n+1)3 L1 n3
DoncVN = 1,¥N_, ;< YN 1fn+1%dx < 2%:1% et par la relation de Chasles, YN_, —— < 1N+1%dx < Zﬁﬂ% (%)
(n+ )3 X3 (n +1)3 x3 n3
N+1 -2 1N+ 1 L N 1 N+1 1 1 N 1
Or, d’une part, f1 Ty = fl x 3dx [3x3] = 3(N + 1)s — 3 et d’autre part, YN_; ;= YNl S = s+ YN S5-1=
x3 (n+1)3 n3  (N+1)3 n3
1 1 1
— L +Sy—1.Ainsi, (x) sécrit: ——+Sy—1<3(N+1)5 —3 < Sy.Donc, 3(N +1)s =3 < Sy < 3(N + 1)5 — —— — 2.
(N+1)3 (N+1)3 (N+1)3
1 1
En particulier, 3(10% + 1)3 — 3 < S;0 < 3(10° + 1)s ————— — 2.
(10°+1)3

L —2<

1 1 1
Comme (109 +1):—-1> 103 — 1 =999 donc 3 [(109 + 1) — 1] > 3[10%3 — 1] = 3000 — 3 = 2997 et 3(10° + 1)5 —
(10°+1)3

2998. Donc, |S1p2] = 2997.
3) Soit @ €]1; +oo[. Posons Sy = YN_ 1i

Comme a > 1, la série de Riemann Z;{'>1 — converge. Notons | sa sommei.e. | = llm Sn.Alors Ry = 1—=Sy.
Posons f(x) = — f est continue, strictement decr0|ssante et posmve sur [1, +00[
1 n+1 n+1 1 n+1 1 1 n+1 1 1

> < —=—<—= < — < =

Alors Vn = 1, Vx € [n,n+1], @ +1)a < <—. Donc [, @ +1)a </, </, e e </, =) dx <— . Donc
M 1 M T 1 i
VM >N =1,% n1 LY < N+1f < Z"=N+1F et par la relatlon de Chasles, Zn=N+1 rEweLT: < N+1Fdx Zn N+13 ( ).
M
Or, d’'une part fN+1 Ldx = fN+1 x %dx = [ — _a+1]1v+1 =M ———(N+1)"**" etd'autre part, L3 y41 — = Su — Sn
— yM+1 1
et Xoini1 e (n+1)a Zn—+N+2 =Su+1 = Sn41 = 5M+1 Sy — WD
Ainsi, (x) s’écrit: Spyi1 — Sy — m < _aM atl _ - (N + 1)~%**1 < 5, — Sy. Passons maintenant a la limite quand M — +co dans
[P _ _ 1 _L —at+l < | _ R . 1 .t —a+l <

cette inégalité, nous obtenons : | — Sy WeDe = 0 a (N+1) < | — Sy ce qui ‘écrit aussi Ry T — (N+1) <Ry

1 1 1
Donc, g8 -1 (N+1)*1 = Ry = a—1(N+1)@1 + (N+D)*

Alors, comme(a — 1)(N + 1)1 >0, onpeut 1 < (a — DN+ 1D)* 1Ry <1+
1
a— 1(N+1)“ 1

( 1) =. Ce dernier encadrement permet d’affirmer que

llm (a —1)(N + 1)®~ 1Ry = 1. Cela permet de conclure que RN Nodoo —

n+1 1 =—— — - >
4)un+1 (Zk IW) 2Vn+1 ( kl\r)+2\/— 2(\n+1-+n)= F+Jm 2(m+‘/ﬁ)<00ar\/ﬁ>
vn + 1. Donc la suite u est decr0|ssante
Posons Sy = Z,Al’:lil et f(x) = _1 Alors f est continue, strictement décroissante et positive sur [1, +00[
nz xz
Alors Vn > 1, Vx € [n,n + 1], —— < % < . Donc [ - dx <f"+11d <f"+ L <f"+1id <4
(n+1)2 xz n2 (n+1)2 (n+1)2 nz

DoncWN = 1,3V, ——<¥V_ ™ Zax < Zﬁzlii et par la relation de Chasles, — < fNHid <yV L

(n+1)2 T2 2 Yz n2

1 1 N4

Or, d’une part, leﬂildx = leHx_de = [ZxE] =2(N + 1)2 — 2 etd’autre part, YN_; - = YNl =1 4 >N, 1=

xz 1 (n+1)2 nz  (N+1)Z nz

1 1 1
— L 4+ Sy—1.Ainsi, (¥) sécrit: ——+ Sy —1 < 2(N + 1)z —2 < Sy. Donc, 2(N + 1)z — 2 < Sy < 2(N + 1)z — —— — 1et par suite
(N+1)2 (N+1)2 (N+1)3
1
2[VN+1-VN|-2<Sy-2VN<2[V/N+1-VN|-——— -1
(N+1)3
1 1 1

DonC,Z[m]—zSSN—Z\/NSZ[m]—m—l SZ

J'en déduis que VN, —2 < uy < 2. Ainsi, u est bornée. Comme u est décroissante, u est convergente.

1 1,5 - - -1)" p .
Ex 4 En remarquant que SE fo tk=1dt, montrer que la série de terme général %, n = 0, converge et déterminer sa somme.

Ex 5 Séries alternées
a) Soit une suite réelle (u,) telle que :

o Wity Ky On dit que la série Y, upest alternée.
2. llr_P u, =0
n—-+oo

3.  (Juy|) est décroissante .
On pose S, = Yii—o Uk- Montrer que la série é€ terme général u, converge en utilisant les suites extraites (S,,,) et (Sant1)-

b) Application : Etudier la nature de la série de terme général v, = In (1 + ) en fonction du réel strictement positif a.



Ex 6 Critere de d’Alembert Soit u une suite réelle et strictement positive et telle que lirP S, — ||
n—4+oo

Un
1. Montrer quesil € [0,1[, alors u, = 0(I") et ¥ u,, converge.
2. Montrer quesil €]1, +o[, alors I" = 0(uy,) et ¥, u, diverge.
Z (nhep™
(2n)!

3. Application : étudier la nature deznli et oua,bréelseth>0.

Ex 7 Soit u et v deux suites réelles et strictement positives et telle que Vn, 22 < v:“
n

Montrer que Y, v, converge=), u,, converge

Supposons que Y, v, converge.
Uu V. Uu. V. u Uu,
vn, 2 < I Do YN > 1, TINZEEt < [INZd 2t e 28 < PN Ajnsi, VN > 1, 0 Suy < =2 wvy. Or, Y v, converge donc ¥ Cv,
Uy VU Uy Vn Ugy Vg vy
¢
=C=cste
converge. Donc le premier trhéoréme de comparaison assure que Y, u,, converge

Ex 8 Soit Y u,, une série a termes positifs, convergente. Montrer que ), ‘/:_" converge (indication : on pourra utiliser Cauchy-Schwarz).
Posons Ty = Y N_; ‘/:_"
N danis [ N [ N 1]
S R I R
n=1 n=1 n=1
=1 =t
=Sy =Hy

. BB

car Y u,et 2—2 sont deux séries

atermes pOSltlfS et convergentes constantelV Lndependante dem

Donc, VN, |Ty| < VM. Y'en déduis que la suite (Ty)yen- st bornée. De plus, la suite (Ty) yen* , ‘/:_" > 0.J)en déduis que
(Tn)nen: €St convergente ce qui signifie que ‘? converge.
Ex 9 Soit o une bijection de N* sur N* et Vvn € N*, S, - IEZ) Montrer queVn = 1,5, — S, = é. En déduire la nature de %;1‘7(”)
Soitn = 1.
2 2
o s 5 o (k) - 1 zn: ® . 1 v Lam+D) 10 1y 1
2n " on = 2 = T2 o > —Z =— _( _)__
k=n+1 k car 4n k=n+1 caraesﬁ)ijective 4n? k=1 4n 2 8 n 8
vk€[n+1,2n], donc les entiers o(k)
%2% tels que k€[n+1,2n] sont supéa1
@n) et tous disticnts donc
et o(k)>0

Eilns1 02T k.

g
Si on imagine un instant que la série Zn>1 ( ) converge alors cela signifie que la suite (S,) converge vers un réel | et par suite, sa suite

extraite (S,,) converge vers un réel | et a|n5|, llm Son —Sp =1 —1=0; mais alors, en passant a la llimite dans I’megallte precedente
j’aboutis a I'absurdité que 0 > - J’en déduis que la série Zn>1 ( ) ne peut pas converger autrement dit que la série Zn>1 dlverge
* _ 135...(2n-1) _ 2 (vnH)
Ex 10 On pose Vn € N*,u,, = A ,Up = N2uyett, =In v
1. Simplifier u"” et montrer que ), t,, converge.

2. En dedmre que Y. u, converge
3. Vérifier que Vn > 2,(2n — Du,_; — (2n + 1)u,, = u, puis calculer la somme Y+ u,,.

1.3.5...(2n-1)(2n+1) D Upiq _ 1.3.5...2n-1)(2n+1).2.4...2n+2) _ 2n+1

Lo uper = 2.4..(2n+2)(2n+4) u,  24..(2n+2)(2n+4).135...(2n-1)  2n+4’
3 3
Vni1) _ (M+1)Zupyq | _ n+1)z2n+1) _ 3 1 2n+4-3) _ 3 1 __3 _3 1
Donc, tn ln(vn)—ln< . )—ln((n)2n+4)—21n(1+n)+1n(2n+4 )—Zln(1+n)+ln(1 2n+4)_21n(1+n)+

ln(l_ﬁ)=gm(1+g)+ln(1__(1__+o()))=;(§_%+o($))_%+%_%+o(n_g)

1 9 1 s . . 9 .
t, = 8n2 +o (nz) nosboo o Comme ZF est une série a termes positifs et de Riemann convergente, Z@ converge puis ., t, converge.

2. Ty = Z¥oE by = BA2Ein(ne) — n() = In(on) = Inwy) = In (Nouy ) = InCup)=In (Vo)

3
Donc, Nzuy = e™-1, Or d’apreés 1), la suite (Ty) est convergente. Notons | sa limite. Alors lim e™-1 = e! # 0. Donc,

3 |
Nzuy~pnS40€ et finalement, Uy ~y_ 400 — - COmme Z — est une série a termes positifs et de Riemann convergente, <& converge etjen

nz nz

= Im
Nied

déduis que Y, u, converge.

1.3.5....(2n-3)
2.4...(21)

135..(2n-1) _ 13.5...(2n-1)  135...(2n-1)
2.4..(2n+2)  24..(2n) 2.4...(2n)

3. Soitn=2. 2n— Duy_;— 2n+2u,=2n-1) —(2n+2) =0.



Donc, (2n — Dupy_q — 2n+ Duy = up. Alors, XN _,u, = XN_,[(2n — Dup_q — 2n + Duy, | = 3u; — (2N + Duy. Dong,

Wn—1 Wn
| | |
N U, = 4u; — (2N + Duy. Or, uN~N_,+ooi3 donc (2N + 1)111\,~,\,_,+002Ne—3 = 2—61 Par conséquent, N]iT (2N + Duy =0.
NZ NZ NZ =0

Jen déduis que X1 u, = 4uy = 1.

* n 1 .
Ex 11 On pose Vn € N*,u,, = (Zk=1ﬁ) — 2+/n. Montrer que la suite u converge.

R PN e 2n s Y p— val 142

u -u =(Z —)—2 n+1 ] [( ) ] -2IVn+1—-vn|=——==-2|vn| |[1+—-—-1
et [ k=1Vk k=1Vk \/_ [ ] 1 n
Vn 1+ -
1
1

“Vn
1 _ a _ a(a 1) u2 2
Comme llm L = Oet (1+w* =1+ au+——=u?+ 0y(u?), je peux affirmer que :

1 1
(1+1>‘2_1 11_|_31+ (1) t(1+1>i—1+11 11+ (1)
- 2n 8nz " Ot \nz2) ¢ n) O ’

31 1 11 11 1 11 1 11
D°”°'“n+1‘“n=r[ —nt it o ()] ‘Z[W(E;‘aﬁﬂm(ﬁ))]=‘z—z+°+w(—3)~‘z—;~

nz

(1+%)_;—2[\/ﬁ (1+%)E—1

Comme Z — estune série a termes pOSItIfS et de Riemann convergente, Z 3 est une série a termes negatlfs convergente et] en déduis que
nz nz
Z Un+1 — Uuy CONvVeErge. Le cours assure alors que la suite u converge.

Ex 12
1. Montrer que:Vx =0, ;converge On pose Vx € RY, f(x) = Efoﬁ-
2. Montrerque:Vx = 0, f(2x) = —f(x) oo
3.  Montrer que f est monotone.
4. Montrer que f admet une limite en +co et la déterminer.
5.  Montrer que f est lipschitzienne.
6. Montrer que f est continue

. 1
1. Soitx 2 0.—~n_ o0 55 OF, Z;{;O on estune série geometnque positive et convergente ( car | | < 1) donc Zh">o SerRconverge.

2. Vx€RH, f(x)— Jim L Yo = lim ’,L’(} iy et f(2x) = lim L Yo !

2k+x N>+ 2k42x
1 N—-1 1 1
or,YN_ 02k+2x Zk -0 zk 1+X = —[ k=0 m] +55- 1+ .Donc par passage a la limite dans cette égalité, jobtiens : f(2x) = —f(x) + zm

Ainsi, Vx = 0, f(2x) = —f(x) oo
4. Soit (x,y) € (]R{+)2 tel que x < y.
Alors, f(x) —f(y) = lim Zg_o v N_)+00

1
> 0. Donc, YN_ olzes — 2k+y

o, Moo I

2k+x le=03k1y = N—>+oo 2k+x 2k+y

Yi=ogir;

2k+y N—>+oo -
——] > 0 et par passage a la limite dans cette inégalité, f(x) — f(y) = 0.

Or, x < y donc
y 2k+x 2k+y

Donc f est décroissante.

5. Comme f est monotone sur R*, f admet une limite | en +c0. De plus f est minorée par 0 et décroissante, cette limite | est finie et
positive. Par composition, xl_i)IPoof(Zx) = | ; donc par passage a la limite quand x — +oco dans I'égalité (**), j'obtiens : | = §| + 0. Donc
I=0.

6. Soit (x,y) € (R*)?

Aors, If () = FO) = | lim S o[==— =] = S5 — 5]

N—+oo 2k+x  2k+y 2"+x 24y
Or,0< |

L séri 1 e
ly — x| % La série 3= = est une série géométrique

< [emamml = =gl [l = v = [zl =
2k4x 2k+y| |(2"+x)(2"+y)| ly = |(2k+x) (2k+y) ly - Izkxzk

1 1 1
convergente. Alors le premiére théoréme de comparaison permet d’affirmer que ), ix 2"+y| converge ce qui signifie que Y, iy

d'aprés le théoréme

sur les séries absolument convergentes
. 1 1 ~ 1 1
st lument convergent nc convergente et par suit |°°_ — | < ~ - |
est absolument convergente donc convergente et par suite, |y, T ey < =0 |7m5x " 74y
—If(X) fI
Deplus, 0 < XN_, L <ly—xI¥N, L |y—x| “N“ .Donc, 0 < X7, L Iy—xI——in—xI.J’en déduis que
=0 [2kex 2k+y 4k n=0 |anyx 2"+y 3

If(x)—fl < gly — x|. Donc f est lipschitzienne.
7. Comme toute fonction lipschitzienne, f est continue. En effet, fixons un réel a = 0. AlorsVx = 0,0 < |f(x) — f(a)]| < % [x —al.

Comme lim 2|x — a| = 0, lim f(x) = f(a).Donc f est continue en a.
x—a3 x-a



Uy >0
Ex 13 Soit (a,) une suite réelle et positive et (u,,) la suite définie par {Vn, Uy =ty + ?
1. Montrer que (u,) est bien définie et monotone.
2.  Montrer que : la suite (u,) est convergente sietssi la série de terme général a,, converge.

. . . a a
1.  On montre facilement par récurrence sur n que Vn, uyexiste et u, > 0.Alors Vn,u,4 1 — U, = u—" > 0. Donc u est croissante.

n

Alors u converge sietssi u est majorée.
2. =Supposons que la suite (u,,) soit convergente. Alors d’une part, la suite (u,,) est majorée par un réel strictement positif M.
. o] s . o s g a.
D’autre part, on peut affirmer que la série de terme général u, .1 — uyest convergente i.e. la série de terme général — est convergente.
uTL

7 a a a o sz a o
Or,Vn,u, < M et par conséquent, u—" = ﬁ" >0 et Mu—” > a, = 0 .Comme la série de terme général u—” est convergente, la série de
n n n

sg a. . , \ . ;. ;s
terme général Mu—” est convergente, le premier théoréme de comparaison assure que la série de terme général a,, est convergente.
n

s . sz . . , a. a
<&Supposons que la série de terme général a,, est convergente. Comme u est croissante, u est minorée par ugy > 0. Donc, Vn, 0 < u—" < u—" .
n 0

7. L2 L. ;g a . . \ .
Comme la série de terme général a,, est convergente, la série de terme général u—" est convergente et le premier théoréme de comparaison
0
o ;g a P .pe o ;g
assure que la série de terme général —* est convergente ce qui signifie que la série de terme général u,,; — u,est convergente. Je peux donc
Un

conclure que la suite (u,) soit convergente.

Ex 14 Soit x € ]—1; 1[ et g € N. On note S, (q) = Xi—q (’;) xk=q,

1) Montrer que lim (k) xk=1=0.

k—+oo \q
2) Donner la limite de ($,(0))nen, de (Sp(1))nen et de (S,(2))nens
3) Montrer que (1 —x)S,(q + 1)=S,_1(q) — (q _T: 1)x”‘q.

, = (k w [k _
4)  Montrer par récurrence sur q que %5 (q) x*~4converge et ¥ %, (q) xk=a L

= (1-x)4+1’

5) Montrer que : Vq € N, X£%, (5) xk = (1+§‘7“'

Ex 15 Soit a = (a,)une suite d’éléments de [0,1]. On note A = {a,,/n € N}.
Rappel : A est dense dans [0,1] lorsque tout intervalle inclus dans [0,1] contient au moins un élément de A ; autrement dit, lorsqu’ entre deux
réels de [0,1], il y a toujours un élément de A.

a. Montrer que si A est dense dans [0,1] alors tout élément de [0,1] est limite d’une suite d’éléments de A.

. o 1
soit £ = CO([0,1LR) et ¢(f, 9) = Xno7: f(@n)g(an) -
b. Justifier que : V(f, g) € E?, ¢(f, g) existe bien.
c.  Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E sietssi A est dense dans [0,1].



