Sup PCSI 2023-2024 Mathématiques Chapitre 22

Espaces préhilbertiens réels

| Espace préhilbertien réel . Produit scalaire

1 Déf du produit scalaire Soit E un R —espace-vectoriel .
On appelle produit scalaire sur E toute application @ définie sur E X E(= E?) et 4 valeurs dans R qui vérifie :

— — =

1.V(%,y,7) € E3V(a,B) € R?, p(aX + BY,Z) = ap(X,Z) + B (¥, Z) i.e. ¢ est linéaire par rapport a la 1° variable] @ est
2.V(%,y,2) € E3Y(a,B) € R?, @(Z ax + BY) = ap(Z,X) + Bp(Z,¥) i.e.p est linéaire par rapport a la Z”devariable}bilinéaire
3.Y(%,y) € E%Lp(x,y) = (3, X) @ est symétrique

4. VXEE (%) >0 } @ est

5.VIEE o(XX)=0%x= 0 définie- positive

E , muni d’un produit scalaire, est appelé un espace préhilbertien réel .

2 notation: @ est notée (. /.) ou (. /.) et o(X,§) estnoté:(X/y) ou (X/P).

3 Rque : Si les propriétés 1 et 3 sont verifiées alors nécessairement, la propriété 2 est vérifiée . Donc en pratique, pour prouver
que @ est un p.s.sur E, il suffit de montrer que ¢ est une application de E? dans R qui vérifie les propriétés 1,3,4 et 5.

4 Regles de calcul :

O V(x_l',x_z',..,@) € Ep,V((Xl, A2,.., ap) S ]Rp’ (Z}z:_:l akx—lg/.}-}) = Zz=1 (447 (x_lc)/}?) = (3—;/22=1akx—k))

5 Exemples a connaitre _ :

1) sur R™:I'application (((xl, e Xn), (e, .,yn)) DN xl-yl-) est un produit scalaire sur R" appelé produit scalaire canonique.

Cas particuliers :
Sur R : le produit est un produit scalaire sur R

Sur R? : I'application (((x, y),(a,b)) » xa + yb) est un produit scalaire sur R?
Sur R3: I'application (((x, v,z),(a,b, c)) = xa+yb+ ZC) est un produit scalaire sur R3
2) Soit a et b deux réels tels que a < b . Sur C°([a, b],R) : si w est une application strictement positive et continue sur

[a, b] alors I'application ((f,g) - f: f(t)g(t)a)(t)dt) est un produit scalaire sur C°([a, b], R).

3) Sur R[X] : I'application ((P, Q) fab P(t)@(t)dt) est un produit scalaire sur R[X]

4) SiP=3YR_qa.X*et Q=3R_obX* et (P/Q) = XPF_oaby.Lapplication: ((P,Q) ~ (P/Q)) est le produit scalaire
canonique sur R, [X].

5) Siag,ay,.., a,sontn + 1 réels distincts alors 'application : ((P, Q) » X, P(a;)Q(a;)) est un produit scalaire sur R,,[X].

6) ((M/N) = tr(MTN)) définit le produit scalaire canonique sur M, (R)

6 Proposition Soit E un R e v muni du produit scalaire (. / .).

7 On retrouve les inégalités de Cauchy-Schwarz prouvées dans d’autres chapitres :

1) Cauchy-Schwarz dans R™ muni du produit scalaire : {(xy,..,%n)/(V1,--,Vn)) = D=, X;V; : pour tous n-uplets
('xll x21 "'Ixn) et ()’1; )’2; e ryn) ’ (Z?:l xlyl)z S (Z?:l xiz)(2?=1 y12)

2) On munit C°([a, b], R) du ps. (f/g) = f; f(t)g(t)dt, 'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit alors :

Cauchy-Schwarz dans R" dans C°([a, b], R) du ps. (f/g) = f: f@®)g)dt

2
pour toutes fonctions f et g continues sur [a, b] et a valeurs réelles, (f:f(t)g(t)dt) < (f:(f(t))zdt)




el Nt (N As M () ISR i 2
3) Pour toutes matrices (a;;) et (b;;) de M, (R), |Z(i,j)eﬂl,n]]2 al-]-bl-j| < \/Z(i,j)eﬂl,n]]z a;;? \/Z(i_j)e[[l,nﬂz b;;

8Déf d’'une norme Soit E unRev.

On appelle norme sur E toute application N définie sur E et a valeurs dans R et telle que :
1.VXEEN((X)=0

2VXEE(N(X) =0 ©%=0)

3.VaeR, VX € E,N(aX) = |a|N(¥)

4.Y(%,5) € EL NG +9) < N&) + N() ( iCEaieRnanguiaie

V(%,y) € E?,d(%,7) est |a distance entre X et y .

10Théoreme norme euclidienne Soit £ un R e v muni du produit scalaire (. / .).

produit scalaire (. / .).
1L.T.

L'inégalité triangulaire et celle de Cauchy-Schwarz s’écrivent alors V(%, %) € E2,||Z + 7|l < [IZ]l + 17l et |G/ L 12 7]l

a

oS,

11Exemples
1) Dans R™ muni du produit scalaire canonique , la norme euclidienne canonique est ||(xq,.., )|l = /X7, %2,

2) Dans C°([a,b],R) muni du ps: (f/g) = f:f(t)g(t)dt, la norme euclidienne associée est ||f|| = ’f:(f(t))zdt.
3) Dans R,[X]dups: (P/Q) =X,P(a;)Q(a;)olay,a,,..,a, sontn+ 1 réels fixés distincts alors ||P|| = /2L, P(a;)>

4) Dans M, (R) munidups:(M/N)=tr(M'N), VM = (mi]-) € M, (R), ||M|| = tr(M™M) = ’Z(i,j)e[[l,n]]zmijz.

12Désormais , E un R e v muni du produit scalaire (./.) de norme associée ||... ||.

13Def d’un vecteur unitaire: On dit que le vecteur % de E est unitaire ou normé lorsque ||| = 1.

X

14Remarque : Tout vecteur X non nul de E est colinéaire a un vecteur unitaire car X = || X || T

15Propriétés : Des relations entre norme et produit scalaire. V(%,y) € E?,
X + Y117 = IX11* + 2(x/9) + IYII* et [IX = ¥l = [IZ]I> — 2(x/y) + Iy|I?
X +y/% =y = 1ZII> - IylI?

E/3) =711+ F1? = 12 = 5112

Il Orthogonalité

16Dans tout ce paragraphe, E est un R e v muni du produit scalaire (. / . ) de norme associée || || J

1. Orthogonalité-Orthogonal d’une partie.

17Déf de vecteurs et espaces orthogonaux .

1) Deux vecteurs X et y de E sont dits orthogonaux lorsque (¥ /¥ ) =0.0Onnote x| y.

2) Deuxssev F et G de E sont dits orthogonaux lorsque VX € F ,Vy €G, (X /y) =0 Onnote F| G.
3) Un vecteur ¥ est orthogonal & un ss-e-v F lorsque VX € F, (X /¥) =0.0nnotey | F.

18Déf de I'orthogonal d’une partie :
Soit X une partie de E. Lorthogonal de X est I'ensemble noté X des vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de X .
XL={(ieE /vi€eX,@@/X) = 0}.
ie. € Xt sietssiV¥i € X,(ui/%) = Osietssi w | X.

19Exemple : On munit R? du produit scalaire canonique alors P = {(x,y,z)/x + 2y — 3z = 0} = {(1,2,-3)}\.

20Théoreme Soit X une partie de E . Alors X--est un sous espace vectoriel de E et X-- = (vect(X))-L.




21Propriétés 1) Si X et Y sont deux sous-ensembles de E tels que X c Y alors Y- < X1 .

2) Silesss-e-vF et G de E sont orthogonaux alors F N G = {5} (i.e. F et G sont en somme directe).
3) Soit F et G sontdeuxssevdeE. AlorsG | F & G estunssevdeF-

NB :, pour étre
orthogonal a un ss-e-v
, il faut et il suffit

22Caractérisation Soit (E{)ieu,..,p} une famille génératrice d’ unss-e-v F de E .
Soit % un vecteur de E et X une partie de E .

1. il FeieFte vie{l,..,p},(U/e)=0.

Autrement dit, F1 = {icE/Vi € {1,..,p}, (i/e,) = 0}.

d’étre orthogonal a
= , = tous | t
2. X1F ©Xc Fte VieGviell,..,p},(#/e) = 0. ous fes vecteurs

générateurs de ce ss-
3. SiG estless-e-v engendré par (Gi)k=1.q alorsG | F & Vke{l..,q},VWe{l,..,p}, gk Leg . .

2. Famille orthogonale, famille orthonormale

23Déf d’une famille orthogonale , orthonormale Soit B = (e;);; une famille de vecteurs de E .
¢ B est une famille orthogonale lorsque les vecteurs de B sont deux a deux orthogonaux .
ie.V(k,m) € I*,(m zk = (en/er) = 0)

* B est dite base orthogonale de E lorsque B est une base de E et B est orthogonale.

B est dite orthonormale (ou orthonormée )lorsque B est orthogonale et les vecteurs de B sont unitaires i.e. lorsque :
V(k,m) € I?, (e /er) = Smi (symbole de Kronecker))

¢ B est dite base orthonormée (B. 0. N) de E lorsque B est une base de E et B est orthonormale .

24Remarques
eUne famille orthonormale ne contient jamais le vecteur nul
oSi B = (€;);; une famille de vecteurs de E ,orthogonale , alors V(a;);o; € R!, B’ = (a;e,);; est une famille orthogonale.

| 25Propriété: Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. En particulier, toute famille orthonormale est libre . |

| 26Théoréme La base canonique de R" est une BON pour le produit scalaire canonique de R". |

27Autres bases ortho(...) a connaitre et savoir redémontrer

2) (Eij)izl__n est une BON de M,,(R) muni de son p.s. canonique.
j=1.n

3) (X*®)=o.n est une BON de R, [X] de son produit scalaire canonique .
4)Soitay,ay ,.., a, (n+ 1) réels distincts . On munit R, [X] du produit scalaire (P/Q) = Y-, P(a;)Q(a;) et on définit les

polynémes : L (X) = [T}=o :__(Z pour k € [0,n]. Alors (Ly)k=o.n€st une BON de R,,[X].
j£k J
5) On munit C°([0, ], R) du produit scalaire ((f,g) - fonf(t)g(t)dt) et on définit fi.: (t = cos (kt)) . Alors (fi)ken €St une

famille orthogonale donc libre.

28fhéoremelde Pythagore : Les vecteurs wet ¥, de E, sont orthogonaux si et seulement si ||z + #|2 = [|z]|% + ||7]|2 . |

29Généralisation (de =): Si B = (&,);(1,.n} €St une famille orthogonale de vecteurs de E alors V(@;);c(1,,n} € R™, |

----- n 2 n
D wa] =) lariEr
=1 =1

30Théoréme d’orthonormalisation de Gramm = Schmidt : Construction d’une famille orthonormée de E a partir d’une famille

.....

Alors, il existe une BASE orthonormée B = (€,); (1, ) de E telle que : Vie{l,..,n}, e; € vect(vy,v3,..,7,).

lll Espaces euclidiens

1. Définition

31Déf : E est un espace euclidien lorsque E est un espace préhilbertien réel de dimension finie (i.e. un R e v de dimension finie |
muni d’un produit scalaire) .

3



Dans ce paragraphe, E est un espace euclidien de dimension n et dont le produit scalaire est noté ( . / . ) et la norme associée ||||

32NB:Si F est unss e v de E alors en restreignant le produit scalaire a F X F, je munis F d’une structure d’espace vectoriel
euclidien appelée structure induite par celle de E . F est alors un espace euclidien.

2. Existence d’une BON

| 33Théoreme Tout espace vectoriel euclidien de dimension non nulle posséde une BON .

34Exercice : Déterminer une base de R,[X] muni du produit scalaire : (P/Q) = fol P(t)Q(t)dt.

35Théoréme de la base incompléte : Toute famille orthonormée d’un espace vectoriel euclidien E peut étre complétée pour
obtenir un BON de E.

3. Ecriture dans une BON

36Proposition : Ecriture dans une BON .
Soit B = (&,);c(1,.,ny Une BON de I'espace euclidien E . Soit X et j deux vecteurs de E .

Si (x1,X2,..,Xy) et (y1,¥2,..,Yn) sont les composantes de respectivement X et y dans la base orthonormée B = (&,);(1,n; alors
n

n
viellnlx=@E/E), IEF=) x* e @H=) x
i=1 =
Autrement dit :

n

P=Y" @/EE et I =;(£/ék)2 et /)= GG/

(/&) O/e)
Matriciellement : matg¥ = X = (x/:e_z’) , matgy =Y = (y/:ez) , @/ =XTy =YTX et [X|*=X"X.
(/en) O/en)

37NB : Calculer le produit scalaire de deux vecteurs revient a effectuer le produit scalaire canonique de leurs n-uplets de
composantes dans une BON . Calculer la norme d’un vecteur revient a calculer la norme euclidienne canonique de son n-uplet de

38Exercice : Soit ay ,ay , .., a, des réels distincts et Vk € [0,n], L, (X) =[]}

~L Montrer que ¥P de R, [X], P = %o P(a)Ls.
j#k J

IV Supplémentaire orthogonal d’un ss-e-v de dimension finie
et projection orthogonale sur un ss-e-v de dimension finie .

Dans ce paragraphe, (E, (. /.)) un espace préhilbertien réel de norme associée |||| 5

F désigne un sous-e-v de E tel que F est de dimension finie. F est donc un e-v euclidien et possede donc une B. 0. N.

1. Supplémentaire orthogonal d’un ss-e-v F de E tel que F est dimension finie

39Propriété Si F est un ss e v de I'espace préhilbertien réel E et F est de dimension finie alors

1. E=F®F~L ie F-L estunsupplémentaire de F dans E

2. F-lestle seul supplémentaire de F dans E qui soit orthogonal 3 F. onnote E = F @1 FL
1

3. (F1) =F.

40Définition: F-Llest appelé le supplémentaire orthogonal de F dans E

41Conséquence : si E est de dimension finie alors dimF + dimF-+ = dimkE.

2. Projection orthogonale sur un ss-e-v de dimension finie.

42Définition : Soit E un espace préhilbertien réel et F un ss-e-v de E tel que dimF < oo,
La projection orthogonale sur F est |a projection sur F et parallelement a F* et est notée DF .
Soit ¥ € E. pp(X) est le projeté orthogonal de ¥ sur F et p,,. (¥) = X — pr(%) est le projeté orthogonal de ¥ sur F--.

43Conséquence : On sait que : Impp = F et Kerpp = F*donc Impg et Kerpy sont orthogonaux.



44Caractérisation d’une projection orthogonale. Soit E un espace vectoriel euclidien et p une application de E vers E.
p est un projecteur orthogonal sur E sietssi p EL(E)etp o p = petim(p) L Ker(p).

5 6 -3
45Exercice : R3 est muni de son produit scalaire usuel. Soient M = i( 6 10 2 ) et p 'endomorphisme de R® canoniquement
-3 2 13

associé a M . Montrer que p est une projection orthogonale , en donner ses éléments caractéristiques. Déterminer une base
orthonormée de R3 dans laquelle la matrice de p est diagonale.

3. Projeté orthogonal sur un ss-e-v de dimension finie

46Caractérisations du projeté orthogonal Soit E un espace préhilbertien réel et F un ss-e-v de E tel que dimF < +co
Soit X un vecteur de E
1. pr(X) et p.1 (%) sont les uniques vecteurs de respectivement F et FL vérifiant ¥ = pp(X) + ppL(X).
2. pgp(X) est 'unique vecteur de E tel que : pp(¥) E Fet ¥ —pp(¥) L F .

pF(f) = Zz=1lku_k)
et VI € [1,p], & — pp(%)/w) = 0
4. Si(€)ieq, p)est une base orthonormée de F alors VX € E, pe(X) = Xh_,(¥/&)ey .

3. Si (u—)k)ke{l,..,p} est une base de F alors pg(X) est I'unique vecteur de E tel que : {

47Exercice : Déterminer le projeté orthogonal de 3X% + 2X — 1 sur F = {P €R,[X]/P’(0) = 2P(0)} dans Rz[X] muni du p.s.
(P/Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(=1)Q(—1) de Re[X] .

48Prop : Soit X € E.
L IZI1? = llpe@ON* + 1% — pr DII? et [IZ]| = [Ipr GOl
2. VfEeF|Ix—pr@I < |2 -]l

49Conséquence: V¥ € E, || — pp(¥)|| = min{||% — f”/f € F}; autrement dit, ||¥ — pr(%)|| est la plus courte distance entre ¥
et n‘importe quel vecteur de F .

50Définition : pour tout ¥ € E, min{[|% — f||/f € F} est la distance entre X et F notée d (%, F).
Cette distance est atteinte en un et un seul vecteur pg(X). Autrement dit, pour tout X € E, pp(¥) est I'unique vecteur de F
vérifiant: V¥ € E,d(%,F) = d(%,pr () = 1% — pr@Il = |lp,L @D|-

T
2

51Exercice : Calculons inf , n)er? fo (sint — at — b)*dt

52Proposition : projection orthogonale sur une droite, distance a une droite :
(x/4) -

am et d(¥,D) =

Soit D la droite vectorielle engendrée par le vecteur i de E. Soit ¥ € E. Alors, pp(¥) =

IV Hyperplan d’un espace euclidien.

Dans ce paragraphe, E est de dimension finie i.e. E est un espace euclidien.

53Proposition-Définition: projection orthogonale sur une hyperplan, distance a un hyperplan quand E est de dimension finie

Soit H un hyperplan de I'espace euclidien E.

1. H* est une droite vectorielle. Tout vecteur directeur (donc non nul) de cette droite H* est appelé un vecteur normal a H.
[/m)]

2. Pour tout vecteur 7 normal a H, d(¥,D) = N

54Equation d’un hyperplan dans une base orthonormée : Soit B = (?Z)ie{l,...,n} une BON de E. Soit H un hyperplan de E de

— — = = — = S xin;
vecteurnormal n =} nse, .Alors, H={X €E/Xx =" xe;et XY, xn; =0 } et d(x,D) = [Ty xim]

—_—— e o [Song?

équation de H dans B oux=y™"  x;e \[ﬁ




