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Exercice 1
123 4 n
223 4 in
Soit n un entier naturel non nul et D,, le déterminant d’ordre n suivant: D,, = ?L i i i ] ;ll o
nnn n n
1. Calculer D, en fonction de n.
—g si n pair
2. OnposeS, = Yr_1 Dg. Montrerque S, = 1,1 :
- si n impair
3. Lessuites (Dy)n>1 €t (Sp)n=1 Ont -elles une limite quand n — +oo ? (justifier).
123 o 1 2 3 4 123 4
223 ‘n 2 2 3 4 1000
4 p. =333 n _ 3 3 3 4 — 1100
" l444 in - : : : : — it 0
| LpeLp—Lp—q Lpn—1<Llp—1-Ln—2 .
: : n—-1n—-1n-1 puis 111 :
nnnn - n 1 1 1 n = 1111
Ln-2¢Ln-2-Ln-3
puis.....itenfin
Lylp-Ly
Dn — (_1)1+nn
5. Sy =YD =Yt (-D"k=1-2+3-445-6+-..(—1)*"n,
=—1 =1 =—1
SinestpairalorsS, =1-2+3-445—-6+-..+(n—1)—n= —g.
=1 =1 =1 =1
SinestpairalorsS, =1—-24+3—-4+5-6+-..+(n—-2)—-(n—1)+n= —M+n=%1.
=—1 =—1 =-1 =-1

6. Dyp = (—1)12"2n = —2net Dypyqy = (1?2 (2n+ 1) = 2n + 1.Donc lim D,, = —o0 # +o0 = lim D,, ;. Donc

n—+oo n—-+oo
(D) diverge sans limite.
Son =—n et S,y =n.Donc liI;I_l Sop = —00 # 400 = lir+n Sona1. DoNC (S,,) diverge sans limite.
n—-+oo n—+oo

Exercice 2
Onpose E = R3,id = idys et on définit deux applications f et ¢ par:
V(x,y,z) € R3,(p((x,y,z)) =(x+y+zx+y+zx+y+z) etf((x,y,z)) =W+zx+2zx+y).

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Donnerune base de Kerg etune basede Img . Im¢@ et Kerg sont-ils supplémentaires dans E ?

3. Montrer que Vk € N*, o = 3k1¢.

4. SoitF = {ag + bid/(a, b) € R?}. Montrer que F est un sous-espace vectorielde & (E) et déterminer sa
dimension.

5. Montrer que F est stable par composition.

6. Soitg = ap + bid € F.Montrerque : g € GL(E) & {3al:22& o Et le cas échéant, montrer que g~ € F.

7. Montrer que (id, f) estune base de F.

8. Soitn € N. Donner expression de f™ comme combinaison linéaire de ¢ et idg.

9. Montrer que f est un automorphisme de E et déterminer une expression de f~1((x,y, z))

10. Montrer que Ker(f — 2idg) @ Ker(f + idy) = R3.

-1 0 O
11. En déduire gu’il existe une base B de R? telle que mat3f=< 0o -1 0>.
0 0 2
On pose e; = (1,0,0),e, = (0,1,0) et e; = (0,0,1) et B, = (ey, €5, e3) la base canonique de R3.



x+y+z 1 1 1\ /x 1 1 1
1. V(x,y,2) € Rg,matgcw((x,y,z)) =(x+y+z]|]=(1 1 1 (y) =11 1 1|Xmatg/(x,y,2z).Doncgestun
x+y+z 1 1 1/ \z 1 1 1

1 11
endomorphisme de R3 et matg ¢ = <1 1 1) =/

1 1 1
o) fle)-rep  r(e)-feep
2. J~, 1 g 8 .Doncrg(p) = 1etImp = vect((1,1,1)). Commee; + e, + e; = (1,1,1) est non nul,
1 0 0

((1,1,1)) estune basede Im(¢). Le théoréme du rang assure que dim (Ker(¢@)) = 2. Or f(e,)—f (e;)=0= f(e3) —
f(e1).Donc e, — e; et e; — e;sont deux vecteurs de Ker(¢), ils sont clairement non colinéaires donc forment une

famille libre et maximale de Ker(¢). Donc (e; — e;,e3 — e;) est une base de Ker (o).
~——— ————
(-11,0) (-1,0,1)
Concaténons ces deux bases et regardons si la famille obtenue est une base de E.

1 -1 -1 1 0 0
detg (es +e;+es e, —e,e3—e) =1 1 0|=(1 2 0|=4.Donc(e; +e,+es e, —eq,e;—e)estunebasede
1 0 1 1 0 2

E et par suite, Imp et Kerg sont supplémentaires dans E .

3. Vk = 1,matz @* = J* = 3%¥7] = 3k \maty ¢ = matz 3 1¢. Donc p* = 3k1g.

4. F ={ag + bid/a, b € R?} = vect(id, ). Comme (id, ¢) est une famille de vecteurs de - (E), F est le sous-espace
vectorielde " (E) engendré par (id, @)

De plus, ag + bid = 0 = a(1,0,0) + bid(1,0,0) = (0,0,0) = a(1,1,1) + b(1,0,0) = (0,0,0) = a = b = 0. Donc B; =

(id, @) est libre et est donc une base de F. Ainsi, dimF = 2.

5. Soita, b,u, v desréels.

(a@ + bid) o (u@ + vid) = ap o (up + vid) + bid o (up + vid)

car @etid
sont linéaires

= au.gp o @+ av.@oid + bu.id o ¢ + bv.id o id
=au.3¢ +av.¢ + bu.p + bv.id
= ((Ba+b)u +av).¢ + bv.id
Donc, (ag + bid) o (ug + vid) € F. Ainsi, F est stable par composition.

a+b a a
6. Soitg = ag + bid € F.Alors matg g = amatg ¢ + bmatg id = a a+b a =G.

a a a+b
a+b a a 3a+b a a 1 a a
Etdetg=| a a+b a |[=|3a+b a+b a |=Q@Ba+b)|l a+b a
a a a+b 3a+b a a+b 1 a a+b
1 a a
=@Ba+b)|0 b 0|=@a+b)b2
0 0 b
b+0
Alors, g € GL(E) & detg # 0 < {3a+b 0
Supposons que {3al:_=;(; 0 Alors g est un automorphisme de E. Pour que (a@ + bid) o (u@ + vid) = id, il suffit de
_ a
- (Ba+bu+av=0 . U= T Garn) 4 ___a 1.
chmswuetvtelsque.{ by = 1 i.e. sl .Doncg " = b(3a+b)(p+bld€F.
b
1 -1

7. f=¢—id € F.Et, matp, (id,f) = ( )est clairement inversible donc B, = (id, f)est une base de F.

0 1

8. Soitn € N.f = ¢ — id .Donc, comme ¢ et id commutent, la formule du bindme de Newton assure que
n

1= (R o o iy * = (i + ) (1) oo (i * = (~Drid + Y () 34 p o (-1 *id
k=1

k=0 k=1
— (_1)n id n 3k—1(_1)n—k — (_1)n-d n 3k—1(_1)n—k
e+ Z(k) ¢ et kZ(k) ¢

k=1 =
n; 1 N n n— (_1)11
= (~Dmid + 5;(k)3k(—1> L
1 -1)" 2n — (=1)"
= (—1)"id+[§zn—( B ](p = (—1)”id+[—§ ) ]



9. f=1¢—-1lideFdoncbh=-1#0et3a+b=2=0.Ainsi,d’aprés6., festun automorphisme de E et
=b

f! =5<p—id =%(f+id)—id=%(f—id).Doncf‘l((x,y,z))=%(—x+y+z,x—y+z,x+y—z).
—2x+y+z=0 —2x+y+z=0

g{
{

z=
10. (x,y,z)EKer(f—ZidE)(:)f(x,y,z)=2(x,y,z)<:>{x—2y+z=0 S 3x -3y =0 ‘:’{x 3;
X+y—2z=0 Lz-lztli+lz 0=0
Lye—Ly—Lq

Donc, Ker(f — 2idg) = {(v,y,y)/y réel}=vect(1,1,1) = Img.

x+y+z=0
1. (x,v,2z) € Ker(f +idg) © f(x,y,2z) = —(x,y,2) @{x+y+z =0ox=-y—2z
x+y+z=0

Donc, Ker(f + idg) = {(-y — 2z,v,2)/y, z réels}=vect(—1,1,0), (—1,01)) = Ker(¢p).

J’en déduis par la question 2. que Ker(f — 2idg) @ Ker(f + idy) = R3 .

12. Par concaténation des deux bases, B = (e, — e;, €5 — €1, €; + e, + e3) est une base de R3.
Uuq Uz Uus

Deplus, u; = e, —e; € Ker(f +idg) donc f(u;) = —u, . De méme, f(u,) = —u, et f(uz) = 2us.

-1 0 0
Donc, matgf=| 0 -1 0.

0 0 2

Exercice 3 Dans tout lexercice, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Un polynéme unitaire est un polyn6me non nul de coefficient dominant égal a 1.

On note Id ’endomorphisme identité de R,,[X]. Soit ¢ Uapplication qui a tout P de R, [X] associe ¢(P) = ((X2 — 1)P)”
1. Montrer que tout polyndme non nul est colinéaire a un unique polynédme unitaire.

Vérifier que : @(P) = (X? — 1)P” + 4XP' + 2P.

Montrer que ¢ est un automorphisme de R,,[X].

Donner la matrice M de ¢ dans la base canonique B de R, [X] .

Soit A un réel. Justifier que : il existe un polynéme P non nultel que @(P) = AP sietssi det(M —AI) =0.

Montrer que pour tout k € [0, n], il existe un polynéme unitaire P, € R, [X] telque: @(P,) = (k + 2)(k + 1)P, .

Montrer que la famille B’ = (Py)k=o.n €St une base de R, [X] .

Ecrire la matrice D de ¢ dans cette nouvelle base B’.

Montrer que D et M sont semblables.

1. SO|t P un polynéme non nul. Posons n = deg(P) et codom(P) son coefficient dominant ( réel non nul).

Soit Q = AP tq A € R*, colinéaire a P. Alors deg(Q) = deg(P) et codom(Q) = A codom(P):.

(O ST

Donc Q est unitaire sietssi A = —r Ainsi, —L __Ppest l'unique polyndme unitaire colinéaire a P.
codom(P) codom(P)

2. @) =((x*—=1P)" = (X2 = 1)'P + (X2 — 1)P")' = (2XP + (X% — 1)P")’
(P)=Q2X'P+2XP' + (X?—-1)P' + (X? —1)P") = (2P + 2XP' + 2XP' + (X2 — 1)P"") = (X?> — 1)P" + 4XP’ + 2P.
3. VP €R,[X], ¢(P) € R[X]etdeg(¢(P)) <  deg((X*—1)P)—2 = deg(X* — 1) + deg(P) — 2 = deg(P) < n.
ily aégalité
si @(P)#0
Donc, ¢(P) € R,[X].
De plus, soit P et Q dans R,,[X] eta et b deux réels.
Alors (aP + bQ) = (X2 —1)(aP"” + bQ"") + 4X(aP' + bQ") + 2(aP + bQ) = a(X* — )P" + b(X? — 1)Q" + a4XP’ +
b4XQ' + a2P + b2X = ap(P) + bep(Q).
Ainsi, ¢ est un endomorphisme de R, [X].
Déterminons la matrice de ¢ dans la base canonique B = (1,X, X2, ..., X™")de R, [X].
si k € [2,n], p(x*) = ((X2 — 1)X*)" = (X*+2 — xk)" = (k + 2)(k + 1)X* — k(k — 1)X*~2

eto(X) = (X3 -X)" = 6Xetp(1) = (X2 -1)" =2

2 0 -1 0 - 0 0
0 6 0 —61 s ; \
| 0 12 0 ™ 0 |
Donc, M = matg ¢= 0 20~ —-(m—-1Dn-2) 0 est triangulaire supérieure.
U 0 —n(n—1)
S (n+1n 0
o o 0 00 0 m+2)(n+1)
Donc detp = detM = [[i_o(k + 2)(k + 1) # 0. J’en déduis que ¢ est un automorphisme de R,, [X].
2 0 -1 0 - 0 0
0 6 0 -6 ; s \
0 |
—-(n—-1)(n—2) 0 est triangulaire supérieure.
0 —n(n—-1)
(n+ 1n 0 )
0 n+2)(n+1)

5. SoitAunréel.
il existe un polynéme P non nultel que @(P) =



sietssi Ker(p — Aid) contient un polynéme non nul

ietssi — Aid n’est injecti . ..
SICISSl @ — Al@ est pas injective car R,,[X] est de dim finie.
sietssi ¢ — Aid n’est pas bijective

sietssi det(M —AI) =0.

2-1 0 =il 0 - 0 0
0 6-1 0 -6 i :
0 12—-2 0 0
6. det(M — Al)= : 0 20-2~ —(m—-1®n-2) 0 =[Theo[(k + 2)(k + 1) — 2].
f o 0 —n(n—-1)
B0 m+Dn-2 0
0 0 0 o O 0 m+2)n+1)—2

Donc, det(M — AI) = O sietssiilexiste k € [0,n]telque A = (k + 2)(k + 1) sietssiat € {2,6,12,..(n + 2)(n + 1)}.
Prenons A = (k + 2)(k + 1) tq k € [0,n]. Alors il existe un polynéme P non nultel que ¢ (P) = AP.

Or, d’apres 1., il existe un polyndme unitaire P, € R, [X] colinéaire a P tel que P, = mP.
1 1 1 1 Q
Alors, o(P,) = ¢ (Codom(P)P) lre—— o(P) = prv— AP = Acodom(P)P = AP,. Donc P, convient.

7. Montrer que la famille B’ = (Py)=o.n €St une base de R, [X] .
Vk, degP, < n Donc B’ est une famille de R,,[X].EtcardB’ = n+ 1 = dimR,[X]. ILreste & prouver que B’ est libre.
Soit k € [0,n]. P, estun polynéme non nulde Ker(¢ — (k + 2)(k + 1)id). Cherchons une base de ce noyau :

0 0
T = matg(p — (k + 2)(k + 1)id)= * 0 est triangulaire supérieure avec les coefficients de la
0 *
An-1n-1 *
0 ann

0
diagonale non nul sauf le coefficient de la keme colonne ( avec la convention que la premiére colonne est la 0Oeme).

En effectuant, C,, « Cj, — aa°k‘1 Cr—1, le coefficient ag,_;s’annule et T devient T'-: dont on nomme toujours agjles
k—1,k—1
!
coefficients . Puis en effectuant, sur Ty, C, < C; — aflo"‘z Cr—», le coefficient a’y,_, s’annule et T; devient T, ...
k—2,k—2
Co Cy Cr
A
2 o F o)
p L.l.}.l az; s B
0 i 0
Ainsi, T~CT("") : 0 . ... %G1kt Q - * 0
o , 0 0 *

Apoin—1 *
\ 0 0 0 0 Ann }
0 o

DoncrgT = n et le théoréme du rang assure que dimKer(T) = 1.
De plus, la colonne C; de T est nulle et contient les composantes dans B de (¢ — (k + 2)(k + 1)id)(X* —

foko1 k-1 _Tok=2  yk=2 Y Dong, (¢ — (k + 2)(k + 1)id) (X" — k=1 yk-1_ _Zok=2 k-2 > =0et Xk -

! !
Ak—1,k-1 Af—2,k—2 Ak—1,k-1 Ag—2,k—2

aa"#X"‘1 - a,a"# X*=2 _.estun vecteur non nul de Ker(¢ — (k + 2)(k + 1)id) et par conséquent, (X* —
k—1,k-1 k—-2,k—2

%Xk‘l - a,a"# X*=2 ) estunebase de Ker(p — (k + 2)(k + 1)id). J’en déduis que les polynémes de
k-1,k-1 k-2,k-2
Ker(¢ — (k + 2)(k + 1)id) sont de degré k ou nul. Donc P, qui est non nul ( car unitaire) est de degré k.
Le famille (Py)xepon] €St donc échelonnée en degré et est donc libre. J’en conclus que B’ = (Py)ke[o.] €St une nouvelle
base de R,,[X].

8. @(P) = (k+2)(k — 1)P;.Donc,D = diag(2,6,12, ..., n + 2)(n + 1)).

9. D =matg @ = matg, B X matg ¢ X matg B’ = P~*MP.Donc D et M sont semblables.
for\-r;llule en p:;:?ant
de P=matg B’
changement

de bases



Exercice 4

Dans tout le probleme, E est un espace vectoriel de dimension finien = 2. On note O 'endomorphisme nul et Pour f
endomorphisme de E et k entier naturel non nul, on note f° = idg et f¥ =f o f o...of = fk"1 o f.

f étantun endomorphisme de E , on étudie U'existence et la valeur d’un plus petit entier p compris entre 1 et n tel que :

Ker(f?) @ Im(f?) = E.

Partie A : Etude d’exemples.
1. Si f estun endomorphisme bijectif, quelle est la valeurde p ?

4 -1 5
2. Danscette question E = R3 et f est ’endomorphisme R3 canoniquement associé a A = (—2 -1 —1) .
-4 1 -5
Montrerquep = 2.
3. Dans cette question, E est un R-e-v de dimension 3 rapporté a une base B=(e;, e,, e3) et f est ’endomorphisme

de E telque f(e;) = e, —e,,f(e;) = —2e,—e3,f(e3) = —e; +3e, +e3 .

0 1 0
a. Montrer qu’il existe une base B’ de E dans laquelle la matrice de f est N = <0 0 1).

0 0 0
b. Endéduirelavaleurdep.

4. Dans cette question E = R;[X] et f est 'application définie sur E par: f(P) = P(X) — P(X — 1).
a. Montrer que f estun endomorphisme de E.
b. Décrire matriciellement f2, f3, f4, 5.
c. En déduire la valeur de p.

1. Sif estbijectifalors Imf = E et Kerf = {0} donc Imf @ Kerf = E.~Doncp = 1.

4 -1 5 -2 2 -4
2. matgf =A=|-2 -1 —1]et matgf?=A4A>=|-2 2 —4 | ol B basecanonique de R3.
—4 01 -5 2 =2 4

4 -1
A~ (—2 -1 o). Donc rg(f) = rg(A) = 2 et Imf = vect ((4,-2,-4),(-1,-1,1) ).

)
C3<C3+C,—C; \—4 1 0 génératrice de Imf et minimale dans Imf

donc base de Imf

Alors, par le théoréme du rang, dimKer(f) = 1 et f((—l,l,l)) = (0,0,0). Donc ((—1,1,1)) est une base de Kerf.Mais,
(-1,1,1) = —i((4,—2, —4) + (-1,-1,1)). Donc(—1,1,1) € Kerf n Imf.’en déduis que Kerf et Imf ne sont pas
supplémentaires dans R3.

Donc rg(f?) = rg(4?) = 1 et Imf = vect((—2,-2,2)) = vect ((-1,-1,1) ).

- ' Z
génératrice de Imf et minimale dans Imf
donc base de Imf

Alors, par le théoréme du rang, dimKer(f) = 2. De plus f((1,1,0)) = f((0,2,1)) = (0,0,0). Donc (0,2,1) et (1,1,0) sont
deux vecteurs de Ker(f), non colinéaires. ((0,2,1), (1,1,0) ) est donc une base de Kerf.
Concaténons ces deux bases et étudions si la famille ainsi obtenue est une base de R3

0 1 -1 o 10 . .
dets((021),(1,10), (-1, -1D) =2 1 —1|=|2 1 0o|=-|{ J|=-2#0.Donc, ((021),(110),(~1,-1,1)est
10 11 It o1

une base de R3. J’en déduis que Ker(f?) @ Im(f?) = E. Ainsi,p = 2.
3. Dans cette question, E est un R-e-v de dimension 3 rapporté a une base B=(e, e,, e;) et f est '’endomorphisme de E

1 0 -1
telque f(e)) = e —e,,f(ey) = —2e, —e5,f(e3) = —e; + 3e, + 3 .Donc M = matgf = (—1 -2 3 )
0 -1 1

01 0
a.Supposons gqu’il existe une base B’ = (uy, u,, u3) de E dans laquelle la matrice de f est N = (0 0 1).

0 0 O
Alors f(uy) =0, f(uy) =u, et f(us) = uy. Donc f2(u,) = 0 et f2(u3) = u;. Donc u5 est un vecteur non nul de E tel

que: f(u3) et f2(u3) sont non nuls.

11 -2
Cherchons un tel vecteur : tout d’abord, M* = matgf = <1 1 —2) et M3 = 0.

11-2
Donc uz = e; vérifie f2(uz) # 0.Posonsu, = f(e;) =e; —e, et u; = f2(e;) = e; + e, + e5.
1 1 1
P = matg(uy, uy, uz) = <0 -1 1). Donc, rg(P) = 3donc B’ = (uy,u,, u3) estune base de E. De plus,
0O 0 1
0 1 0
N =matgf =10 0 1 |carf(u) =/f3(ey) = Oetf(uy) =f2=(e) =u et f(uz) = f(e) = u,.
0 0 O car M3=0

Donc B’ convient.



Alaide de N et avec la méme méthode que dans la question 2., je peux affirmer que (u;) est une base de Ker(f) et
(uq,u,) estune base de Im(f). Par suite, Donc,u; € Kerf N Imf.)en déduis que Kerf et Imf ne sont pas
supplémentaires dans E.

0 0 1
Alaidede N2 = (O 0 0). et avec la méme méthode que dans la question 2., je peux affirmer que (uy,u,) estune
0 0 O

base de Ker(f) et (u,) estune base de Im(f). Par suite, Donc,u,; € Kerf n Imf.)Ven déduis que Kerf et Imf ne sont pas
supplémentaires dans E.

0 0 O
Alaidede N3 = (O 0 0). je peux affirmer que E = Ker(f) et {0} = Im(f). Par suite, Ker(f3) @ Im(f3) = E. Ainsi,
0 0 O

p=3.

4. Dans cette question E = R3[X] et f est Uapplication définie sur E par: f(P) = P(X) — P(X — 1).
a.Introduisons la base canonique B = (1,X,X?,X3)de R;[X]. f(1) =0€E,f(X) =X—-(X—-1)=1€Eet f(X?) = X?—
X—1)2=2X—-1€Eetf(X3)=X>—-(X—-1)*=3X>-3X+1€E.
De plus, f estlinéaire car f(aP + bQ) = aP(X) + bQ(X) — (aP(X — 1) + bQ(X — 1)) = a(P(X) —P(X — 1)) +
b(QX) — QX = 1) = af (P) + bf(Q).
car f linéaire EE EE €E €E

Doncsi P = a+ bX + cX? + dX3,alors f(P) = af(1)+bf(X)+cf(X2) +df(X3) €E carE eststable par
combinaison linéaire. J’en conclus que f est un endomorphisme de E.

01-11 0 0 2 -6
b. D’aprés ce qui précéde, M = matgf = 8 8 (2) _33 et matgf? = M? = 8 8 8 (6) et matgf? = M3 =
00 0 O 0 0 0O

0006 0
0000 0 4 _ £5 _
0000 0 .Donc, f*=f~>=0.
00O00O0 0
c.leKerfnimf (car1l = f(X)et f(1) = 0). Donc, que Kerf et Imf ne sont pas supplémentaires dans E.
2
1 € Kerf? n Imf? (car f2()=0et2=f(X*)doncl=f (%)) .Donc, que Kerf? et Imf? ne sont pas supplémentaires
dansE.
3
1 € Kerf3 nImf3 <f3(1) =0et6=f(X>doncl=f (%)) Donc, que Kerf et Imf ne sont pas supplémentaires dans

E.
Comme f* = 0. je peux affirmer que E = Ker(f) et {0} = Im(f). Par suite, Ker(f*) @ Im(f*) = E. Ainsi, p = 4.

Partie B : Cas général.
On suppose que f n’est_pas bijectif .
1. Comparer au sens de inclusion les sous —espaces vectoriels de E suivants : Ker(f9) et Ker(ft1) puis
Im(f?) et Im(fa*1).
2. Justifier Uexistence d’un plus petit entier ¢ = 1tel que : Ker(f9) = Ker(f?*1) et montrerque q < n.
3. Onsuppose dans cette question que : ¢ = n.
a. Montrer que f" est ’endomorphisme nul et préciser la dimension de Ker(f).
b. Montrer qu’il existe un vecteur x, tel que : B = (Xq, f (X5), f2(Xg), ..., f 1 (X)) soit une base de E.
c. Donnerla matrice de f dans cette base B.
d. Justifier que :Vk € [1,n— 1], f* 1(xp) € Im(f*) n Ker(f*)
e. Conclureque p=q=n.
Montrer que : pour tout entierk > q,on a: Ker(f¥) = Ker(f?) et Im(f¥) et Im(f9).
En déduire que : Ker(f?) @ Im(f?) = E. Que peut-on en déduire surp ?
Im(f?) = Im(f")

Montrer que : pour tout entier k, on a Uimplication suivante : Ker(f* Im(f¥) =E = .
que:p P (F*) @ Im(f¥) {Ker(fz")=l(er(fk)

N o G

En déduire que p existe et que p = q.
1. Ker(f?) c Ker(f9*1) et Im(f9*1) c Im(f9).
En effet,
x €EKer(f?) = fi(x) = 0= f(f9(x)) = f(0) = f9%1(x) = 0 = x € Ker(f2t1).
x € Im(f9*) = At € E/x = f9*1(t) = It € E/x = fI(f (b)) = 3Jze€E/xeIm(f9).

en posant

z=f(t)

2.Notons d, = dim(Ker(fq)). Comme {0} c Ker(f?) c Ker(f*') c E,0 <d,; < dg4; <n.lasuite (d,) est une suite
d’entiers naturels, croissante et majorée donc convergente. J’en déduis que cette suite (d,) est stationnaire. IL existe
donc un entier g, € [1,n]telque dg, = dg 41 et un plus petit entier g > 1telque: d; = dg41. Comme dimKer(f%*!) =



dimKer(f2) et Ker(f9) estun ss-e-vde Ker(f%*1), Ker(f) = Ker(f971).Il existe donc un plus petit entier g €

[1,qoltel que: Ker(f?) = Ker(f9*1). Commeq, € [1,n] etq < qq, q € [1,n].

4. Onsuppose dans cette question que:q = n.

a. nestle plus petit entier tel que : Ker (f™) = Ker(f™*'). Donc pourtoutk € [1,n— 1], Ker(f¥) # Ker(f*Det
dp <dpyqi-Alors1 <d; <d, <--.<d, <n.Commeiln’existe que n valeurs distinctes entre 1 et nb,
nécessairement, d;, = k. En particulier,

e d, =ndonc,Ker(f™) = E ce qui signifie que f™ est 'endomorphisme nul.
e dy=1lie.,dimKer(f) = 1
b.Comme fP~1 % 0 (g, , il existe ¥ € E tel que fP~1 (%) # Op.
car fP=0 et fXlinéaire donc
F*(0F)=0F .

Comme fP =0 ,Vk > p, fPtF = fk o fP = 0 ). Donc, Vk = p, fPH5(X) = O.

Montrer que : B = (%, f(X), f2(X), ..., fP71(X)) est libre.

S0it Ag, Ay, v, An réels tels que AgX + Ay f (%) + Ao f2(F) + + + A,y fP1(F) = Op (++).

Composons par fP~1: fp-1 (/1055 + 4 f(E) + A f2() + -+ Ap_lfp‘l(ié)) = fp‘l(@). Cela donne, en utilisant la linéarité

de 77, AofPME) + A4 fP (@) + Aof PR + o Aya fPER) = 0. Comme f(2) = fPHI(F) = - = fP2RF) = Oy,

j’obtiens : AofP~1(%) = 0. Or, fP~1(X) # Oz.Donc nécessairement, 1, = 0. Alors, (%) s’écrit : 4, f (%) + A,f2(%) + -+ +

Ap-1fP71(F) = Of.

Composons par fP~2; fP~2 (Alf(ic’) + A f2 (@) + -+ Ap_lfp‘l(a?)) = fp‘l(o—,;). Cela donne, en utilisant la linéarité de
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MfP7EE) + A fP(R) + -+ + Ay f2P2(F) = Op. Comme fP (%) = fP*1(¥) = - = f2P~2(¥) = Op, jobtiens : A, fP~1(X) =
05 puis 4; = 0. Alors, (+) s'écrit A,f2(%) + -+ A4,_1 fP~1(Z) = Og. On itére ce précédé... A la derniére étape, aprés avoir
montré que Ao = Ay =..= A,_, = 0, (+x) s'écrit A,_;fP~1(¥) = 0, etj’en déduis Ap—1 =0.

Je peux ainsi conclure que B = (%, f (%), f2(%), ..., fP~1(X)) est libre.

5. Ecrire les matrices de u, u?,..,u™"! dans la base B.
f(xo) fFUf&Eo) fF(Uf*(Xo)) FU2@ ) FUF1(X0) _
(V) 0o 0 0 0 Xo
1 0 0 0 0 0 f(x0)
o 1 0 0 0 0 2(%g) .
c.matgf =1 0 1 : : car f(f*(xp)) = f**(x0)
: 0 0 i
i L : : 0 r
0 0 0 0 1 0 (%)

Soitk € [1,n —1].
fn—l(x—o') \f fk (f(n—l)—k(x—()’)) c Im(fk) .

car n—1-k=0 .
PR GED) = @) = 0. Done, f"~1(x;) € Ker(£*).
car k+n—1zn
et fn=0 dc fn+1:fn+2:...=0

J’en déduis que Ker(f*) et Im(f*) ne sont pas en somme directe et ne sont donc pas supplémentaires dans E. Donc
q = n.Enfin, f* = 0donc Ker( f™) = E et Im( f™) = {0}. Etainsi,g=n =p. .
5. q est le plus petit entier non nultel que : Ker(f9) = Ker(f9t1).
Montrons par récurrence que : pour tout entier k > g, on a H(k) : "Ker(f¥) = Ker(f1)" et Im(f*) et Im(f9).
Init: H(q) est trivialement vraie.
Propagation ; soit un entier k > q. Supposons H (k) vraie . Je sais que Ker(f*) c Ker(f**1). De plus, soit x €
Ker(f¥*1);alors 0 = f**1(x) = f9*1(f*=9(x)) donc f¥~%(x) € Ker f1*1.0r Kerf9*! = Kerf4. Donc f*~9(x) €
Kerfdie. fi(f*9(x)) = 0i.e. f*(x) = 0;donc, x € Ker(f**1). Donc, Ker(f**') c Ker(f¥) et finalement,
Ker(f¥) = Ker(f**1).Comme Ker(f¥) = Ker(f%),Ker(f**1) = Ker(f9).
Ccl: pour tout entier k > q, Ker(f¥) = Ker(f9).

car
Ker(f*)=ker(f9)

Soit k > q . Le théoréme du rang assure que dimIm(f¥*) = dimE — dimKer(f¥) =2 dimE — dimKer(f9) =

dim Im(f9). Comme de plus, Im(f*) estun ss-e-vde Im(f9).Je peux conclure que Im(f*) = Im(f9).

6. Comme dimKer(f?) + dimIm(f?) = dimE (théo du rang), il suffit de montrer que Ker(f9) n Im(f?) = {0} pour
prouver que Ker(f?) @ Im(f?) =E.

Le vecteur nul est dans Ker(f%) n Im(f9) puisque f9(0) = 0.

Soitx € Ker(f9) nIm(f9).Alors fi(x) = 0 et ilexiste t € E tq: x = f4(t). Donc, f24(t) = 0.Alors t € Ker(f?9). Or,

Ker(f%) = Ker(f%).Donct € Ker(f%).Alors, x = f4(t) = 0. Ainsi, Ker(f9) n Im(f?) = {0}.

J’en conclus que Ker(f?) @ Im(f?) = E et par suite, p existe alors p < q.



7.  Soitkun entier naturel. Supposons que Ker(f*) @ Im(f*) = E. Je sais que Im(f?*) c Im(f").

Montrons Uinclusion réciproque. Soit x € Im(f*). Donc, 3t € E/x = f¥(t). Comme Ker(f¥) @ Im(f¥) = E ,ilexisteu €
Ker(f¥) ety € Im(f*)tq:t=u+yetave€ E/y = f¥(v) .Donc, x = f¥(t) = f*(w) + f*(y) = f*(y) = f%*(v). Donc,
x € Im(f2¥).Ainsi, Im(f2¥) = Im(f*). Alors le théoréme du rang assure que dim(Ker(f2)) = dim (Ker(f*)) et comme
Ker(f¥) est un ss — e — v de Ker(f?¥), nécessairement, Ker(f?¥) = Ker(f*).Comme Ker(f*) estun ss-ev de
Ker(f**1), lui-méme ss-e-v de Ker(f**1), ..., on peut donc affirmer que Ker (f*)= Ker(f**1) =...= Ker(f**) et par
suite, Im(f*)=Im(f**1) =...= Im (f?¥) dés que Ker(f*) @ Im(f¥) = E.

8. Comme p existe et Ker(fP) @ Im(fP) = E, Ker(f?)= Ker(fP*1) donc q existe et ¢ < p. Ainsi,p = q.

. Fin.



