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CORIGE DU DS 7 
Exercice 1  

Soit 𝑛 un entier naturel non nul et 𝐷𝑛 le déterminant d’ordre 𝑛 suivant : 𝐷𝑛 = |
|

1
2
3
4
⋮
𝑛

  

2
2
3
4
⋮
𝑛

  

3
3
3
4
⋮
𝑛

   

4
4
4
4
⋮
𝑛

     

⋯
⬚
⬚
⬚
⋱
⋯

  

𝑛
𝑛
𝑛
𝑛
⋮
𝑛

|
|.  

1. Calculer 𝐷𝑛 en fonction de 𝑛.  

2. On pose 𝑆𝑛 = ∑ 𝐷𝑘
𝑛
𝑘=1 . Montrer que  𝑆𝑛 = {

−
𝑛

2
 𝑠𝑖 𝑛 𝑝𝑎𝑖𝑟

𝑛+1

2
 𝑠𝑖 𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟

.  

3. Les suites (𝐷𝑛)𝑛≥1 𝑒𝑡  (𝑆𝑛)𝑛≥1 ont -elles une limite quand 𝑛 → +∞ ? (justifier).  

4. 𝐷𝑛 = |
|

1
2
3
4
⋮
𝑛

  

2
2
3
4
⋮
𝑛

  

3
3
3
4
⋮
𝑛

   

4
4
4
4
⋮
𝑛

     

⋯
⬚
⬚
⬚
⋱
⋯

  

𝑛
𝑛
𝑛
𝑛
⋮
𝑛

|
|

=⏟
𝐿𝑛←𝐿𝑛−𝐿𝑛−1

|

|

1
2
3
⋮

𝑛 − 1
1

  

2
2
3
⋮

𝑛 − 1
1

  

3
3
3
⋮

𝑛 − 1
1

   

4
4
4
⋮
⋮
𝑛

     

⋯
⬚
⬚
⬚
⋱
⋯

  

𝑛
𝑛
𝑛
⋮
𝑛
0

|

|
=⏟

𝐿𝑛−1←𝐿𝑛−1−𝐿𝑛−2
𝑝𝑢𝑖𝑠 
=⏟

𝐿𝑛−2←𝐿𝑛−2−𝐿𝑛−3
𝑝𝑢𝑖𝑠..…𝑒𝑡 𝑒𝑛𝑓𝑖𝑛

=⏟
𝐿2←𝐿2−𝐿1

|

|

1
1
1
⋮
1
1
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0
1
⋮
1
1

  

3
0
0
⋮
1
1
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⋮
1

     

⬚
⬚
⬚
⋱
⬚
⬚

𝑛 − 1
⬚
⬚
⬚
0
1

  

𝑛(−1)
1+𝑛

0
0
⋮
0
0

|

|
 

𝐷𝑛 = (−1)
1+𝑛𝑛 ||

1
1
⬚
⬚
1

  

0
1
1
⬚
1

  

0
0
1
⬚
1

   

0
0
⬚
0
1

|| = (−1)
1+𝑛𝑛. 

5. 𝑆𝑛 = ∑ 𝐷𝑘
𝑛
𝑘=1 = ∑ (−1)1+𝑘𝑘𝑛

𝑘=1 = 1− 2⏟  
=−1

+ 3 − 4⏟  
=−1

+ 5− 6⏟  
=−1

+⋯ . . (−1)1+𝑛𝑛.  

Si 𝑛 est pair alors 𝑆𝑛 = 1 − 2⏟  
=−1

+ 3− 4⏟  
=−1

+ 5 − 6⏟  
=−1

+⋯ . . + (𝑛 − 1) − 𝑛⏟        
=−1

= −
𝑛

2
.   

Si 𝑛 est pair alors 𝑆𝑛 = 1 − 2⏟  
=−1

+ 3− 4⏟  
=−1

+ 5 − 6⏟  
=−1

+⋯ . . + (𝑛 − 2) − (𝑛 − 1)⏟            
=−1

+ 𝑛 = −
(𝑛−1)

2
+ 𝑛 =

𝑛+1

2
.    

 

6. 𝐷2𝑛 = (−1)
1+2𝑛2𝑛 = −2𝑛 𝑒𝑡 𝐷2𝑛+1 = (−1)

2+2𝑛(2𝑛 + 1) = 2𝑛 + 1. Donc lim
𝑛→+∞

𝐷2𝑛 = −∞ ≠ +∞ = lim
𝑛→+∞

𝐷2𝑛+1. Donc 

(𝐷𝑛) diverge sans limite.  

𝑆2𝑛 = −𝑛  𝑒𝑡 𝑆2𝑛+1 = 𝑛. Donc lim
𝑛→+∞

𝑆2𝑛 = −∞ ≠ +∞ = lim
𝑛→+∞

𝑆2𝑛+1. Donc (𝑆𝑛) diverge sans limite.  

 

Exercice 2 
On pose 𝐸 = ℝ3 , 𝑖𝑑 = 𝑖𝑑ℝ3 𝑒𝑡 on définit deux applications  𝑓 𝑒𝑡 𝜑 par :  

∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3, 𝜑((𝑥, 𝑦, 𝑧)) = (𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 𝑒𝑡 𝑓((𝑥, 𝑦, 𝑧)) = (𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑧, 𝑥 + 𝑦). 
1. Montrer que 𝜑 est un endomorphisme de 𝐸.   
2. Donner une base de 𝐾𝑒𝑟𝜑  et une base de  𝐼𝑚𝜑 . 𝐼𝑚𝜑  et 𝐾𝑒𝑟𝜑 sont-ils supplémentaires  dans 𝐸 ? 
3. Montrer que ∀𝑘 ∈ ℕ∗, 𝜑𝑘 = 3𝑘−1𝜑. 
4. Soit 𝐹 = {𝑎𝜑 + 𝑏𝑖𝑑/(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2}. Montrer que 𝐹 est un sous-espace vectoriel de L   (𝐸) et déterminer sa 

dimension.  
5. Montrer que 𝐹 est stable par composition.  

6. Soit 𝑔 = 𝑎𝜑 + 𝑏𝑖𝑑 ∈ 𝐹. Montrer que : 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝐸) ⇔ { 𝑏 ≠ 0
3𝑎 + 𝑏 ≠ 0

.  Et le cas échéant, montrer que 𝑔−1 ∈ 𝐹. 

7. Montrer que  (𝑖𝑑, 𝑓) est une base de 𝐹. 
8. Soit 𝑛 ∈ ℕ. Donner expression de 𝑓𝑛  comme combinaison linéaire de 𝜑 𝑒𝑡 𝑖𝑑𝐸. 
9. Montrer que 𝑓 est un automorphisme de 𝐸 et déterminer une expression de  𝑓−1((𝑥, 𝑦, 𝑧)) 
10. Montrer que 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 2𝑖𝑑𝐸) ⊕ 𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝑖𝑑𝐸) = ℝ3 .  

11. En déduire qu’il existe une base 𝐵 de ℝ3 telle que 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑓=(
−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

). 

On pose 𝑒1 = (1,0,0), 𝑒2 = (0,1,0) 𝑒𝑡 𝑒3 = (0,0,1) 𝑒𝑡 𝐵𝑐 = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) la base canonique de ℝ3.  



1. ∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3, 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑐𝜑((𝑥, 𝑦, 𝑧)) = (
𝑥 + 𝑦 + 𝑧
𝑥 + 𝑦 + 𝑧
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

) = (
1 1 1
1 1 1
1 1 1

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

1 1 1
1 1 1
1 1 1

) × 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧).Donc 𝜑 est un 

endomorphisme de ℝ3 et 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑐𝜑 = (
1 1 1
1 1 1
1 1 1

) = 𝐽.  

2. 𝐽~𝑐 (
1⏞
𝑓(𝑒1)

0⏞

𝑓(𝑒2)−𝑓(𝑒1) 

0⏞
 𝑓(𝑒3)−𝑓(𝑒1)

1 0 0
1 0 0

). Donc 𝑟𝑔(𝜑) = 1 et 𝐼𝑚𝜑 = 𝑣𝑒𝑐𝑡((1,1,1)) . Comme 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3 = (1,1,1) est non nul, 

((1,1,1))  est une base de  𝐼𝑚(𝜑).  Le théorème du rang assure que dim (𝐾𝑒𝑟(𝜑)) = 2. Or 𝑓(𝑒2)−𝑓(𝑒1)=0= 𝑓(𝑒3) −

𝑓(𝑒1). Donc 𝑒2 − 𝑒1 et 𝑒3 − 𝑒1sont deux vecteurs de 𝐾𝑒𝑟(𝜑), ils sont clairement non colinéaires donc forment une 
famille libre et maximale de 𝐾𝑒𝑟(𝜑). Donc (𝑒2 − 𝑒1⏟    

(−1,1,0)

,𝑒3 − 𝑒1⏟    
(−1,0,1)

) est une base de 𝐾𝑒𝑟(𝜑). 

Concaténons ces deux bases et regardons si la famille obtenue est une base de 𝐸.  

𝑑𝑒𝑡𝐵𝑐(𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3, 𝑒2 − 𝑒1, 𝑒3 − 𝑒1) = |
1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

| = |
1 0 0
1 2 0
1 0 2

| = 4. Donc (𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3, 𝑒2 − 𝑒1, 𝑒3 − 𝑒1)est une base de 

𝐸 et par suite, 𝐼𝑚𝜑  et 𝐾𝑒𝑟𝜑 sont supplémentaires  dans 𝐸 .  
3. ∀𝑘 ≥ 1,𝑚𝑎𝑡𝐵𝑐𝜑

𝑘 = 𝐽𝑘 = 3𝑘−1𝐽 = 3𝑘−1𝑚𝑎𝑡𝐵𝑐𝜑 = 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑐3
𝑘−1𝜑. Donc 𝜑𝑘 = 3𝑘−1𝜑.  

4. 𝐹 = {𝑎𝜑 + 𝑏𝑖𝑑/𝑎, 𝑏 ∈ ℝ2} = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑖𝑑, 𝜑). Comme (𝑖𝑑, 𝜑) est une famille de vecteurs de L   (𝐸), 𝐹 est le sous-espace 
vectoriel de L   (𝐸) engendré par (𝑖𝑑, 𝜑) 

De plus, 𝑎𝜑 + 𝑏𝑖𝑑 = 0 ⟹ 𝑎𝜑(1,0,0) + 𝑏𝑖𝑑(1,0,0) = (0,0,0) ⟹ 𝑎(1,1,1) + 𝑏(1,0,0) = (0,0,0) ⟹ 𝑎 = 𝑏 = 0. Donc 𝐵1 =
(𝑖𝑑, 𝜑) est libre et est donc une base de F. Ainsi, 𝑑𝑖𝑚𝐹 = 2.  
5. Soit 𝑎, 𝑏, 𝑢, 𝑣 des réels. 
 (𝑎𝜑 + 𝑏𝑖𝑑) ∘ (𝑢𝜑 + 𝑣𝑖𝑑) = 𝑎𝜑 ∘ (𝑢𝜑 + 𝑣𝑖𝑑) + 𝑏𝑖𝑑 ∘ (𝑢𝜑 + 𝑣𝑖𝑑) 

=⏞

𝑐𝑎𝑟  𝜑 𝑒𝑡 𝑖𝑑 
𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠 

𝑎𝑢.𝜑 ∘ 𝜑 + 𝑎𝑣.𝜑 ∘ 𝑖𝑑 + 𝑏𝑢. 𝑖𝑑 ∘ 𝜑 + 𝑏𝑣. 𝑖𝑑 ∘ 𝑖𝑑 
= 𝑎𝑢. 3𝜑 + 𝑎𝑣.𝜑 + 𝑏𝑢.𝜑 + 𝑏𝑣. 𝑖𝑑 
= ((3𝑎 + 𝑏)𝑢 + 𝑎𝑣). 𝜑 + 𝑏𝑣. 𝑖𝑑 

Donc, (𝑎𝜑 + 𝑏𝑖𝑑) ∘ (𝑢𝜑 + 𝑣𝑖𝑑) ∈ 𝐹. Ainsi, 𝐹 est stable par composition.  

6. Soit 𝑔 = 𝑎𝜑 + 𝑏𝑖𝑑 ∈ 𝐹. Alors 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑐𝑔 = 𝑎𝑚𝑎𝑡𝐵𝑐𝜑 + 𝑏𝑚𝑎𝑡𝐵𝑐𝑖𝑑 = (
𝑎 + 𝑏 𝑎 𝑎
𝑎 𝑎 + 𝑏 𝑎
𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑏

) = 𝐺.  

Et det 𝑔 = |
𝑎 + 𝑏 𝑎 𝑎
𝑎 𝑎 + 𝑏 𝑎
𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑏

| = |
3𝑎 + 𝑏 𝑎 𝑎
3𝑎 + 𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑎
3𝑎 + 𝑏 𝑎 𝑎 + 𝑏

| = (3𝑎 + 𝑏) |
1 𝑎 𝑎
1 𝑎 + 𝑏 𝑎
1 𝑎 𝑎 + 𝑏

| 

= (3𝑎 + 𝑏) |
1 𝑎 𝑎
0 𝑏 0
0 0 𝑏

| = (3𝑎 + 𝑏)𝑏2.  

Alors, 𝑔 ∈ 𝐺𝐿(𝐸) ⇔ det 𝑔 ≠ 0 ⟺ {
𝑏 ≠ 0

3𝑎 + 𝑏 ≠ 0
.   

Supposons que { 𝑏 ≠ 0
3𝑎 + 𝑏 ≠ 0

. Alors 𝑔 est un automorphisme de 𝐸. Pour que (𝑎𝜑 + 𝑏𝑖𝑑) ∘ (𝑢𝜑 + 𝑣𝑖𝑑) = 𝑖𝑑, il suffit de 

choisir 𝑢 et 𝑣 tels que : {(3𝑎 + 𝑏)𝑢 + 𝑎𝑣 = 0  
𝑏𝑣 = 1

𝑖. 𝑒.  {
𝑢 = −

𝑎

𝑏(3𝑎+𝑏)
  

𝑣 =
1

𝑏

.  Donc 𝑔−1 = − 𝑎

𝑏(3𝑎+𝑏)
𝜑 +

1

𝑏
𝑖𝑑 ∈ 𝐹.  

7. 𝑓 = 𝜑 − 𝑖𝑑 ∈ 𝐹. Et, 𝑚𝑎𝑡𝐵1(𝑖𝑑, 𝑓) = (
1 −1
0 1

)est clairement inversible donc 𝐵2 = (𝑖𝑑, 𝑓)est une base  de 𝐹. 

8. Soit 𝑛 ∈ ℕ. 𝑓 = 𝜑 − 𝑖𝑑 .Donc, comme 𝜑 𝑒𝑡 𝑖𝑑 commutent, la formule du binôme de Newton assure que  

𝑓𝑛 =∑(
𝑛
𝑘
)𝜑𝑘 ∘ (−𝑖𝑑)𝑛−𝑘 = (−𝑖𝑑)𝑛 +

𝑛

𝑘=0

∑(
𝑛
𝑘
)𝜑𝑘 ∘ (−𝑖𝑑)𝑛−𝑘 = (−1)𝑛𝑖𝑑 +∑(

𝑛
𝑘
)3𝑘−1𝜑 ∘ (−1)𝑛−𝑘𝑖𝑑

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

 

= (−1)𝑛𝑖𝑑 + [∑(
𝑛
𝑘
) 3𝑘−1(−1)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=1

]𝜑 = (−1)𝑛𝑖𝑑 + [∑(
𝑛
𝑘
)3𝑘−1(−1)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=1

]𝜑 

= (−1)𝑛𝑖𝑑 + [
1

3
∑(

𝑛
𝑘
)3𝑘(−1)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

−
(−1)𝑛

3
]𝜑 

= (−1)𝑛𝑖𝑑 + [
1

3
2𝑛 −

(−1)𝑛

3
]𝜑 = (−1)𝑛𝑖𝑑 + [

2𝑛 − (−1)𝑛

3
]𝜑. 



9. 𝑓 = 1⏟
=𝑎

𝜑−1⏟
=𝑏

𝑖𝑑 ∈ 𝐹 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑏 = −1 ≠ 0 𝑒𝑡 3𝑎 + 𝑏 = 2 ≠ 0. Ainsi, d’après 6.,  𝑓est un automorphisme de 𝐸 et  

𝑓−1 =
1

2
𝜑 − 𝑖𝑑 =

1

2
(𝑓 + 𝑖𝑑) − 𝑖𝑑 =

1

2
(𝑓 − 𝑖𝑑). Donc 𝑓−1((𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 1

2
(−𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑥 − 𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑦 − 𝑧).  

10. (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 2𝑖𝑑𝐸) ⟺ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⟺ {

−2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 0

⟺⏟
𝐿3←𝐿3+𝐿1+𝐿2
𝐿2←𝐿2−𝐿1

{
−2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
3𝑥 − 3𝑦 = 0
0 = 0

⟺ {
𝑧 = 𝑦
𝑥 = 𝑦. 

Donc, 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 2𝑖𝑑𝐸) = {(𝑦, 𝑦, 𝑦)/𝑦 𝑟é𝑒𝑙}=𝑣𝑒𝑐𝑡(1,1,1) = 𝐼𝑚𝜑.  

11. (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝑖𝑑𝐸) ⟺ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⟺ {

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0

⟺ 𝑥 = −𝑦 − 𝑧.  

Donc, 𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝑖𝑑𝐸) = {(−𝑦 − 𝑧, 𝑦, 𝑧)/𝑦, 𝑧 𝑟é𝑒𝑙𝑠}=𝑣𝑒𝑐𝑡(−1,1,0), (−1,01)) = 𝐾𝑒𝑟(𝜑).  
J’en déduis par la question 2. que 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 2𝑖𝑑𝐸) ⊕𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝑖𝑑𝐸) = ℝ

3 .  
12. Par concaténation des deux bases, 𝐵 = (𝑒2 − 𝑒1⏟    

𝑢1

, 𝑒3 − 𝑒1⏟    
𝑢2

, 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3⏟        
𝑢3

) est une base de ℝ3. 

De plus,  𝑢1 = 𝑒2 − 𝑒1 ∈  𝐾𝑒𝑟(𝑓 + 𝑖𝑑𝐸) donc 𝑓(𝑢1) = −𝑢1 . De même, 𝑓(𝑢2) = −𝑢2 et 𝑓(𝑢3) = 2𝑢3. 

Donc, 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑓=(
−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

). 

Exercice 3  Dans tout l’exercice, 𝒏 est un entier naturel supérieur ou égal à 2. 
Un polynôme unitaire est un polynôme non nul de coefficient dominant égal à 1. 
On note 𝐼𝑑 l’endomorphisme identité de ℝ𝑛[𝑋]. Soit 𝜑 l’application qui à tout  𝑃 de ℝ𝑛[𝑋] associe 𝜑(𝑃) = ((𝑋2 − 1)𝑃)′′ 

1. Montrer que tout polynôme non nul est colinéaire à un unique polynôme unitaire. 
2. Vérifier que : 𝜑(𝑃) = (𝑋2 − 1)𝑃′′ + 4𝑋𝑃′ + 2𝑃. 
3. Montrer que 𝜑 est un automorphisme de ℝ𝑛[𝑋].  
4. Donner la matrice 𝑀 de 𝜑 dans la base canonique 𝐵 de ℝ𝑛[𝑋] .  
5.  Soit 𝜆 un réel. Justifier que : il existe un polynôme 𝑃 non  nul tel que 𝜑(𝑃) = 𝜆𝑃  si et ssi  𝑑𝑒𝑡(𝑀 − 𝜆𝐼) = 0 .  
6. Montrer que pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, il existe un polynôme unitaire  𝑃𝑘 ∈ ℝ𝑛[𝑋]  tel que : 𝜑(𝑃𝑘) = (𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑃𝑘 . 
7. Montrer que la famille 𝐵′ = (𝑃𝑘)𝑘=0..𝑛  est une base de ℝ𝑛[𝑋] .  
8. Ecrire la matrice 𝐷 de 𝜑 dans cette nouvelle base 𝐵′.  
9. Montrer que  𝐷 𝑒𝑡 𝑀 sont semblables.  

1. Soit 𝑃 un polynôme non nul. Posons 𝑛 = deg(𝑃) 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃) son coefficient dominant ( réel non nul).  
Soit 𝑄 = 𝜆𝑃 𝑡𝑞 𝜆 ∈ ℝ∗, colinéaire à 𝑃. Alors 𝑑𝑒𝑔(𝑄) = deg(𝑃) 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑄) = 𝜆 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃)⬚.  
Donc 𝑄 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑎𝑖𝑟𝑒 𝑠𝑖etssi 𝜆 = 1

 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃)
. Ainsi, 1

 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃)
𝑃 est l’unique polynôme unitaire colinéaire à 𝑃.  

2. 𝜑(𝑃) = ((𝑋2 − 1)𝑃)
′′
= ((𝑋2 − 1)′𝑃 + (𝑋2 − 1)𝑃′)′ = (2𝑋𝑃 + (𝑋2 − 1)𝑃′)′ 

𝜑(𝑃) = (2𝑋′𝑃 + 2𝑋𝑃′ + (𝑋2 − 1)′𝑃′ + (𝑋2 − 1)𝑃′′) = (2𝑃 + 2𝑋𝑃′ + 2𝑋𝑃′ + (𝑋2 − 1)𝑃′′) = (𝑋2 − 1)𝑃′′ + 4𝑋𝑃′ + 2𝑃.  
3. ∀𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋], 𝜑(𝑃) ∈ ℝ[𝑋] et deg(𝜑(𝑃)) ≤⏟

𝑖𝑙 𝑦 𝑎 é𝑔𝑎𝑙𝑖𝑡é

𝑠𝑖  𝜑(𝑃)≠0

deg((𝑋2 − 1)𝑃) − 2 = deg(𝑋2 − 1) + deg(𝑃) − 2 = deg(𝑃) ≤ 𝑛.  

Donc, 𝜑(𝑃) ∈ ℝ𝑛[𝑋]. 
De plus, soit 𝑃 et 𝑄 dans ℝ𝑛[𝑋]  et 𝑎 et 𝑏 deux réels.  
Alors 𝜑(𝑎𝑃 + 𝑏𝑄) = (𝑋2 − 1)(𝑎𝑃′′ + 𝑏𝑄′′) + 4𝑋(𝑎𝑃′ + 𝑏𝑄′) + 2(𝑎𝑃 + 𝑏𝑄) = 𝑎(𝑋² − 1)𝑃′′ + 𝑏(𝑋2 − 1)𝑄′′ + 𝑎4𝑋𝑃’ +
𝑏4𝑋𝑄’ + 𝑎2𝑃 + 𝑏2𝑋 = 𝑎𝜑(𝑃) + 𝑏𝜑(𝑄). 
Ainsi, 𝜑 est un endomorphisme de ℝ𝑛[𝑋]. 
Déterminons la matrice de 𝜑 dans la base canonique 𝐵 = (1, 𝑋, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)de ℝ𝑛[𝑋]. 
𝑠𝑖 𝑘 ∈ ⟦2, 𝑛⟧, 𝜑(𝑋𝑘) = ((𝑋2 − 1)𝑋𝑘)

′′
= (𝑋𝑘+2 − 𝑋𝑘)′′ = (𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑋𝑘 − 𝑘(𝑘 − 1)𝑋𝑘−2  

et 𝜑(𝑋) = ((𝑋3 − 𝑋))
′′
= 6𝑋 et 𝜑(1) = ((𝑋2 − 1))

′′
= 2.  

Donc, 𝑀 = 𝑚𝑎𝑡𝐵 𝜑=

(

 
 
 
 

2
0
⋮
⬚
⬚
⬚
0

    

0
6
0
⋮
⬚
⬚
0

   

−1
0
12
0
⋮
⬚
0

  

0
−6
0
20
0
⬚
0

  

⋯
⬚
⋱
⋱
⋱
⬚
0

     

0
⋮
0

−(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
0

(𝑛 + 1)𝑛
0

 

0
⋮
⬚
0

−𝑛(𝑛 − 1)
0

(𝑛 + 2)(𝑛 + 1))

 
 
 
 

  est triangulaire supérieure.  

Donc 𝑑𝑒𝑡𝜑 = 𝑑𝑒𝑡𝑀 = ∏ (𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑛
𝑘=0 ≠ 0.  J’en déduis que 𝜑 est un automorphisme de ℝ𝑛[𝑋]. 

4. 𝑀 = 𝑚𝑎𝑡𝐵 𝜑=

(

 
 
 
 

2
0
⋮
⬚
⬚
⬚
0

    

0
6
0
⋮
⬚
⬚
0

   

−1
0
12
0
⋮
⬚
0

  

0
−6
0
20
0
⬚
0

  

⋯
⬚
⋱
⋱
⋱
⬚
0

     

0
⋮
0

−(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
0

(𝑛 + 1)𝑛
0

 

0
⋮
⬚
0

−𝑛(𝑛 − 1)
0

(𝑛 + 2)(𝑛 + 1))

 
 
 
 

  est triangulaire supérieure. 

5. Soit 𝜆 un réel.  
 il existe un polynôme 𝑃 non  nul tel que 𝜑(𝑃) = 𝜆𝑃   



si et ssi  𝐾𝑒𝑟(𝜑 − 𝜆𝑖𝑑) contient un polynôme non nul 

sietssi  𝜑 − 𝜆𝑖𝑑 n’est pas injective  

sietssi  𝜑 − 𝜆𝑖𝑑 n’est pas bijective  

si et ssi  𝑑𝑒𝑡(𝑀 − 𝜆𝐼) = 0 .  

6. 𝑑𝑒𝑡(𝑀 − 𝜆𝐼)=
|

|

2 − 𝜆
0
⋮
⬚
⬚
⬚
0

    

0
6 − 𝜆
0
⋮
⬚
⬚
0

   

−1
0

12 − 𝜆
0
⋮
⬚
0

  

0
−6
0

20 − 𝜆
0
⬚
0

  

⋯
⬚
⋱
⋱
⋱
⬚
0

     

0
⋮
0

−(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
0

(𝑛 + 1)𝑛 − 𝜆
0

 

0
⋮
⬚
0

−𝑛(𝑛 − 1)
0

(𝑛 + 2)(𝑛 + 1) − 𝜆

|

|

=∏ [(𝑘 + 2)(𝑘 + 1) − 𝜆]𝑛
𝑘=0 .  

Donc, 𝑑𝑒𝑡(𝑀 − 𝜆𝐼) = 0 sietssi il existe 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧tel que 𝜆 = (𝑘 + 2)(𝑘 + 1) sietssi 𝑎𝜆 ∈ {2,6,12,… (𝑛 + 2)(𝑛 + 1)}.  
Prenons 𝜆 = (𝑘 + 2)(𝑘 + 1) tq 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧. Alors il existe un polynôme 𝑃 non nul tel que 𝜑(𝑃) = 𝜆𝑃.  
Or,  d’après 1., il existe un polynôme unitaire  𝑃𝑘 ∈ ℝ𝑛[𝑋] colinéaire à 𝑃 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑃𝑘 = 

1

𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃)
𝑃.  

Alors, 𝜑(𝑃𝑘) =  𝜑 (
1

𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃)
𝑃) =

1

𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃)
𝜑(𝑃) =

1

𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃)
𝜆𝑃 = 𝜆

1

𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃)
𝑃 = 𝜆𝑃𝑘. Donc 𝑃𝑘 convient. 

7. Montrer que la famille 𝐵′ = (𝑃𝑘)𝑘=0..𝑛  est une base de ℝ𝑛[𝑋] .  
∀𝑘, deg𝑃𝑘 ≤ 𝑛 Donc 𝐵’ est une famille de ℝ𝑛[𝑋] . Et 𝑐𝑎𝑟𝑑𝐵′ = 𝑛 + 1 = 𝑑𝑖𝑚ℝ𝑛[𝑋]. Il reste à prouver que 𝐵’ est libre.  
Soit 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧. 𝑃𝑘 est un polynôme non nul de 𝐾𝑒𝑟(𝜑 − (𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑖𝑑). Cherchons une base de ce noyau :  
 

𝑇 = 𝑚𝑎𝑡𝐵(𝜑 − (𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑖𝑑)=

(

 
 
 
 
 
 
𝑎00
⬚

⏞
𝐶0

0
⋮
⬚
⬚
⬚
0

    

∗
𝑎11

⏞
𝐶1

⬚
0
⋮
⬚
⬚
0

   

∗
∗
𝑎22
0
⋮
⬚
⬚
0

 ⋯   

⋯
⬚
⬚

𝑎𝑘−1,𝑘−1
⬚
⬚
0

  

⋯
𝑎0𝑘
⬚
𝑎0𝑘−1
0
⬚
0

⏞  
𝐶𝑘

  ⋯    

0
⋮
⬚
∗
0

𝑎𝑛−1,𝑛−1
0

 

0
⋮
⬚
0
∗
∗
𝑎𝑛𝑛
)

 
 
 
 
 
 

 est triangulaire supérieure avec les coefficients de la 

diagonale non nul sauf le coefficient de la kème colonne ( avec la convention que la première colonne est la 0ème).  

En effectuant, 𝐶𝑘 ← 𝐶𝑘 −
𝑎0𝑘−1

𝑎𝑘−1,𝑘−1
  𝐶𝑘−1, le coefficient 𝑎0𝑘−1s’annule et 𝑇 devient 𝑇′⬚ dont on nomme toujours 𝑎𝑖𝑗

′ les 

coefficients . Puis en effectuant, sur 𝑇1,  𝐶𝑘 ← 𝐶𝑘 −
𝑎0𝑘−2
′

𝑎𝑘−2,𝑘−2
′   𝐶𝑘−2, le coefficient 𝑎′0𝑘−2 s’annule et 𝑇1 devient 𝑇2… 

Ainsi, 𝑇~𝐶𝑇(𝑘)

(

 
 
 
 
 
𝑎00
⬚

⏞
𝐶0

0
⋮

⬚
⬚

⬚

0

    

∗

𝑎11

⏞
𝐶1

⬚
0

⋮
⬚

⬚

0

   

∗

∗
𝑎22
0
⋮

⬚
⬚

0

 ⋯   

⋯

⬚
⬚

𝑎𝑘−1,𝑘−1

⬚

⬚

0

  

0

0
⬚

0
0

⬚

0

⏞
𝐶𝑘

  ⋯    

0

⋮
⬚

∗
0

𝑎𝑛−1,𝑛−1
0

 

0

⋮
⬚

0
∗

∗

𝑎𝑛𝑛
)

 
 
 
 
 

.  

Donc 𝑟𝑔𝑇 = 𝑛 et le théorème du rang assure que 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑇) = 1.  
De plus, la colonne 𝐶𝑘 de 𝑇(𝑘) est nulle et contient les composantes dans 𝐵 de (𝜑 − (𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑖𝑑)(𝑋𝑘 −
𝑎0𝑘−1

𝑎𝑘−1,𝑘−1
𝑋𝑘−1 −

𝑎0𝑘−2
′

𝑎𝑘−2,𝑘−2
′   𝑋𝑘−2…). Donc, (𝜑 − (𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑖𝑑) (𝑋𝑘 − 𝑎0𝑘−1

𝑎𝑘−1,𝑘−1
𝑋𝑘−1 −

𝑎0𝑘−2
′

𝑎𝑘−2,𝑘−2
′   𝑋𝑘−2…) = 0 𝑒𝑡 𝑋𝑘 −

𝑎0𝑘−1

𝑎𝑘−1,𝑘−1
𝑋𝑘−1 −

𝑎0𝑘−2
′

𝑎𝑘−2,𝑘−2
′   𝑋𝑘−2…est un vecteur non nul de 𝐾𝑒𝑟(𝜑 − (𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑖𝑑) et par conséquent, (𝑋𝑘 −

𝑎0𝑘−1

𝑎𝑘−1,𝑘−1
𝑋𝑘−1 −

𝑎0𝑘−2
′

𝑎𝑘−2,𝑘−2
′   𝑋𝑘−2…) est une base de 𝐾𝑒𝑟(𝜑 − (𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑖𝑑). J’en déduis que les polynômes de 

𝐾𝑒𝑟(𝜑 − (𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑖𝑑) sont de degré 𝑘 ou nul. Donc 𝑃𝑘 qui est non nul ( car unitaire) est de degré 𝑘.  
Le famille  (𝑃𝑘)𝑘∈⟦0,𝑛⟧ est donc échelonnée en degré et est donc libre. J’en conclus que 𝐵’ = (𝑃𝑘)𝑘∈⟦0,𝑛⟧ est une nouvelle 
base de ℝ𝑛[𝑋].  
8. 𝜑(𝑃𝑘) = (𝑘 + 2)(𝑘 − 1)𝑃𝑘. Donc ,𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(2,6,12,… , (𝑛 + 2)(𝑛 + 1)). 
9. 𝐷 = 𝑚𝑎𝑡𝐵′ 𝜑 =⏟

𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑒
𝑑𝑒 

𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 
𝑑𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒𝑠

𝑚𝑎𝑡𝐵′ 𝐵 × 𝑚𝑎𝑡𝐵 𝜑 × 𝑚𝑎𝑡𝐵 𝐵
′ =⏟
𝑒𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑎𝑛𝑡

𝑃=𝑚𝑎𝑡𝐵 𝐵
′

𝑃−1𝑀𝑃. Donc 𝐷 et 𝑀 sont semblables. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 car ℝ𝑛[𝑋] est de dim finie.  



Exercice  4 
Dans tout le problème, 𝐸 est un espace vectoriel de dimension finie 𝑛 ≥ 2 . On note 𝑂 l’endomorphisme nul et Pour 𝑓 
endomorphisme de 𝐸 et 𝑘 entier naturel non nul, on note 𝑓0 = 𝑖𝑑𝐸 𝑒𝑡  𝑓𝑘 = 𝑓 ∘  𝑓 ∘ . . .∘ 𝑓 = 𝑓𝑘−1  ∘  𝑓.   
𝑓 étant un endomorphisme de 𝐸 , on étudie l’existence et la valeur d’un plus petit entier 𝑝 compris entre 1 𝑒𝑡 𝑛 tel que : 
𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑝) ⊕ 𝐼𝑚(𝑓𝑝) = 𝐸. 
 
Partie A : Etude d’exemples. 

1. Si  𝑓  est un endomorphisme bijectif, quelle est la valeur de 𝑝 ?  

2. Dans cette question 𝐸 = ℝ3 et 𝑓 est l’endomorphisme ℝ3 canoniquement associé à 𝐴 = (
4 −1 5
−2 −1 −1
−4 1 −5

) .  

Montrer que 𝑝 = 2 .  
3. Dans cette question, 𝐸 est un ℝ-e-v de dimension 3 rapporté à une base 𝐵=(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) et 𝑓 est l’endomorphisme 

𝑑𝑒 𝐸  tel que 𝑓(𝑒1) = 𝑒1 − 𝑒2 , 𝑓(𝑒2) = −2𝑒2 − 𝑒3 , 𝑓(𝑒3) = −𝑒1 + 3𝑒2 + 𝑒3  . 

a. Montrer qu’il existe une base 𝐵′ de 𝐸 dans laquelle la matrice de 𝑓 est 𝑁 = (
0 1 0
0 0 1
0 0 0

).  

b. En déduire la valeur de 𝑝 .  
4. Dans cette question 𝐸 = ℝ3[𝑋]  et 𝑓 est l’application définie sur 𝐸 par : 𝑓(𝑃) = 𝑃(𝑋) − 𝑃(𝑋 − 1).  

a. Montrer que f estun endomorphisme de 𝐸.  
b. Décrire matriciellement 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4, 𝑓5.  
c. En déduire la valeur de 𝑝. 

1. Si 𝑓 est bijectif alors  𝐼𝑚𝑓 = 𝐸 𝑒𝑡 𝐾𝑒𝑟𝑓 = {𝑂} 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝐼𝑚𝑓 ⊕ 𝐾𝑒𝑟𝑓 = 𝐸.⬚Donc 𝑝 = 1.  

2. 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑓 = 𝐴 = (
4 −1 5
−2 −1 −1
−4 1 −5

)  𝑒𝑡  𝑚𝑎𝑡𝐵𝑓
2 = 𝐴² = (

−2 2 −4
−2 2 −4
2 −2 4

)  où 𝐵 base canonique de ℝ3.  

𝐴 ~𝑐⏟
𝐶3←𝐶3+𝐶2−𝐶1

(
4 −1 0
−2 −1 0
−4 1 0

). Donc  𝑟𝑔(𝑓) = 𝑟𝑔(𝐴) = 2 𝑒𝑡 𝐼𝑚𝑓 = 𝑣𝑒𝑐𝑡 ((4,−2,−4), (−1, −1,1)⏟                
𝑔é𝑛é𝑟𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒 𝑑𝑒 𝐼𝑚𝑓 𝑒𝑡 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑙𝑒 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐼𝑚𝑓

𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝐼𝑚𝑓

⬚

).  

Alors, par le théorème du rang,  𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑓) = 1 et 𝑓((−1,1,1)) = (0,0,0). Donc ((−1,1,1)) est une base de 𝐾𝑒𝑟𝑓.Mais, 
(−1,1,1) = −

1

3
((4,−2,−4) + (−1, −1,1)). Donc(−1,1,1) ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓 ∩ 𝐼𝑚𝑓. J’en déduis que 𝐾𝑒𝑟𝑓 𝑒𝑡 𝐼𝑚𝑓 ne sont pas 

supplémentaires dans ℝ3.  
Donc  𝑟𝑔(𝑓²) = 𝑟𝑔(𝐴²) = 1 𝑒𝑡 𝐼𝑚𝑓 = 𝑣𝑒𝑐𝑡((−2,−2,2)) = 𝑣𝑒𝑐𝑡 ((−1,−1,1)⏟        

𝑔é𝑛é𝑟𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒 𝑑𝑒 𝐼𝑚𝑓 𝑒𝑡 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑙𝑒 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐼𝑚𝑓
𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝐼𝑚𝑓

⬚

).  

Alors, par le théorème du rang,  𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑓) = 2 . De plus 𝑓((1,1,0)) = 𝑓((0,2,1)) = (0,0,0). Donc (0,2,1) 𝑒𝑡 (1,1,0) sont 
deux vecteurs de 𝐾𝑒𝑟(𝑓), non colinéaires. ((0,2,1), (1,1,0) ) est donc une base de 𝐾𝑒𝑟𝑓.  
Concaténons ces deux bases et étudions si la famille ainsi obtenue est une base de ℝ3 

𝑑𝑒𝑡𝐵((0,2,1), (1,1,0), (−1, −1,1)) = |
0 1 −1
2 1 −1
1 0 1

| = |
0 1 0
2 1 0
1 0 1

| = − |
2 0
1 1

| = −2 ≠ 0. Donc, ((0,2,1), (1,1,0), (−1, −1,1)) est 

une base de ℝ3. J’en déduis que 𝐾𝑒𝑟(𝑓2) ⊕ 𝐼𝑚(𝑓2) = 𝐸. Ainsi, 𝑝 = 2.  
3. Dans cette question, 𝐸 est un ℝ-e-v de dimension 3 rapporté à une base 𝐵=(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) et 𝑓 est l’endomorphisme 𝑑𝑒 𝐸  

tel que 𝑓(𝑒1) = 𝑒1 − 𝑒2 , 𝑓(𝑒2) = −2𝑒2 − 𝑒3 , 𝑓(𝑒3) = −𝑒1 + 3𝑒2 + 𝑒3  . Donc 𝑀 = 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑓 = (
1
−1
0
  
0
−2
−1
  
−1
3
1
).  

a.Supposons qu’il existe une base 𝐵′ = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) de 𝐸 dans laquelle la matrice de 𝑓 est 𝑁 = (
0 1 0
0 0 1
0 0 0

).  

Alors 𝑓(𝑢1) = 0 , 𝑓(𝑢2) = 𝑢1 𝑒𝑡 𝑓(𝑢3) = 𝑢2. Donc 𝑓2(𝑢2) = 0 𝑒𝑡 𝑓2(𝑢3) = 𝑢1. Donc  𝑢3 est un vecteur non nul de 𝐸 tel 
que : 𝑓(𝑢3) 𝑒𝑡 𝑓²(𝑢3) sont non nuls.  

Cherchons un tel vecteur : tout d’abord, 𝑀² = 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑓 = (
1
1
1
  
1
1
1
  
−2
−2
−2
)  𝑒𝑡 𝑀3 = 0. 

 Donc 𝑢3 = 𝑒1 vérifie 𝑓2(𝑢3) ≠ 0. Posons 𝑢2 = 𝑓(𝑒1) = 𝑒1 − 𝑒2 𝑒𝑡 𝑢1 = 𝑓2(𝑒1) = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3.    

𝑃 = 𝑚𝑎𝑡𝐵(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = (
1 1 1
0 −1 1
0 0 1

). Donc, 𝑟𝑔(𝑃) = 3 donc 𝐵′ = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) est une base de 𝐸. De plus,  

 𝑁 = 𝑚𝑎𝑡𝐵′𝑓 = (
0 1 0
0 0 1
0 0 0

) car 𝑓(𝑢1) = 𝑓3(𝑒1) =⏟
𝑐𝑎𝑟 𝑀3=0

0 𝑒𝑡 𝑓(𝑢2) = 𝑓
2 = (𝑒1) = 𝑢1 𝑒𝑡 𝑓(𝑢3) = 𝑓(𝑒1) = 𝑢2.  

Donc 𝐵′ convient.  



A l’aide de  𝑁 et avec la même méthode que dans la question 2., je peux affirmer que (𝑢1) est une base de 𝐾𝑒𝑟(𝑓) et 
(𝑢1, 𝑢2) est une base de 𝐼𝑚(𝑓). Par suite, Donc, 𝑢1 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓 ∩ 𝐼𝑚𝑓. J’en déduis que 𝐾𝑒𝑟𝑓 𝑒𝑡 𝐼𝑚𝑓 ne sont pas 
supplémentaires dans 𝐸.  

A l’aide de  𝑁2 = (
0 0 1
0 0 0
0 0 0

).  et avec la même méthode que dans la question 2., je peux affirmer que (𝑢1, 𝑢2) est une 

base de 𝐾𝑒𝑟(𝑓) et (𝑢1) est une base de 𝐼𝑚(𝑓). Par suite, Donc, 𝑢1 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓 ∩ 𝐼𝑚𝑓. J’en déduis que 𝐾𝑒𝑟𝑓 𝑒𝑡 𝐼𝑚𝑓 ne sont pas 
supplémentaires dans 𝐸.  

A l’aide de  𝑁3 = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

).  je peux affirmer que 𝐸 = 𝐾𝑒𝑟(𝑓) et {0} = 𝐼𝑚(𝑓). Par suite, 𝐾𝑒𝑟(𝑓3) ⊕ 𝐼𝑚(𝑓3) = 𝐸. Ainsi, 

𝑝 = 3. 
 
4. Dans cette question 𝐸 = ℝ3[𝑋]  et 𝑓 est l’application définie sur 𝐸 par : 𝑓(𝑃) = 𝑃(𝑋) − 𝑃(𝑋 − 1).  
a.Introduisons la base canonique 𝐵 = (1, 𝑋, 𝑋2, 𝑋3)de ℝ3[𝑋]. 𝑓(1) = 0 ∈ 𝐸, 𝑓(𝑋) = 𝑋 − (𝑋 − 1) = 1 ∈ 𝐸 𝑒𝑡 𝑓(𝑋2) = 𝑋2 −
(𝑋 − 1)2 = 2𝑋 − 1 ∈ 𝐸 et 𝑓(𝑋3) = 𝑋3 − (𝑋 − 1)3 = 3𝑋2 − 3𝑋 + 1 ∈ 𝐸.  
De plus, 𝑓 est linéaire car 𝑓(𝑎𝑃 + 𝑏𝑄) = 𝑎𝑃(𝑋) + 𝑏𝑄(𝑋) − (𝑎𝑃(𝑋 − 1) + 𝑏𝑄(𝑋 − 1)) = 𝑎(𝑃(𝑋) − 𝑃(𝑋 − 1)) +
𝑏(𝑄(𝑋) − 𝑄(𝑋 − 1)) = 𝑎𝑓(𝑃) + 𝑏𝑓(𝑄). 

Donc si 𝑃 = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑋2 + 𝑑𝑋3, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑓(𝑃) =⏞
𝑐𝑎𝑟 𝑓 𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑖𝑟𝑒

𝑎 𝑓(1)⏞
∈𝐸

+ 𝑏 𝑓(𝑋)⏞
∈𝐸

+ 𝑐 𝑓(𝑋2)⏞  
∈𝐸

+ 𝑑 𝑓(𝑋3)⏞  
∈𝐸

∈ 𝐸 car 𝐸 est stable par 
combinaison linéaire. J’en conclus que 𝑓 est un endomorphisme de 𝐸. 

b. D’après ce qui précède, 𝑀 = 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑓 = (

0
0
0
0

  

1
0
0
0

  

−1
2
0
0

 

1
−3
3
0

)  𝑒𝑡 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑓
2 = 𝑀2 = (

0
0
0
0

    

0
0
0
0

    

2
0
0
0

  

−6
6
0
0

)𝑒𝑡 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑓
3 = 𝑀3 =

(

0
0
0
0

   

0
0
0
0

   

0
0
0
0

   

6
0
0
0

)  𝑒𝑡 𝑀4 = 𝑀5 = (

0
0
0
0

   

0
0
0
0

   

0
0
0
0

   

0
0
0
0

) . Donc, 𝑓4 = 𝑓5 = 𝑂.  

c.1 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓 ∩ 𝐼𝑚𝑓  ( 𝑐𝑎𝑟 1 = 𝑓(𝑋)𝑒𝑡 𝑓(1) = 0). Donc, que 𝐾𝑒𝑟𝑓 𝑒𝑡 𝐼𝑚𝑓 ne sont pas supplémentaires dans 𝐸.  

1 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓2 ∩ 𝐼𝑚𝑓2 (𝑐𝑎𝑟  𝑓2(1) = 0 𝑒𝑡 2 = 𝑓(𝑋2)𝑑𝑜𝑛𝑐 1 = 𝑓 (𝑋
2

2
)) . Donc, que 𝐾𝑒𝑟𝑓² 𝑒𝑡 𝐼𝑚𝑓² ne sont pas supplémentaires 

dans 𝐸.  

 1 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓3 ∩ 𝐼𝑚𝑓3  ( 𝑓3(1) = 0 𝑒𝑡 6 = 𝑓(𝑋3)𝑑𝑜𝑛𝑐 1 = 𝑓 (𝑋
3

6
)). Donc, que 𝐾𝑒𝑟𝑓 𝑒𝑡 𝐼𝑚𝑓 ne sont pas supplémentaires dans 

𝐸.  
Comme 𝑓4 = 𝑂.  je peux affirmer que 𝐸 = 𝐾𝑒𝑟(𝑓) et {0} = 𝐼𝑚(𝑓). Par suite, 𝐾𝑒𝑟(𝑓4) ⊕ 𝐼𝑚(𝑓4) = 𝐸. Ainsi, 𝑝 = 4. 

 
Partie B : Cas général . 
On suppose que 𝒇 n’est pas bijectif .  
1. Comparer au sens de l’inclusion  les sous – espaces vectoriels de 𝐸 suivants : 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) 𝑒𝑡 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞+1) puis 

𝐼𝑚(𝑓𝑞) 𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑓𝑞+1). 
2. Justifier l’existence d’un plus petit entier 𝑞 ≥ 1 tel que : 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) =  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞+1) et montrer que  𝑞 ≤ 𝑛 .  
3. On suppose dans cette question que : 𝑞 = 𝑛. 

a. Montrer que 𝑓𝑛 est l’endomorphisme nul et préciser la dimension de 𝐾𝑒𝑟(𝑓).  
b. Montrer qu’il existe un vecteur 𝑥0⃗⃗⃗⃗  tel que : 𝐵 = (𝑥0⃗⃗⃗⃗ , 𝑓(𝑥0⃗⃗⃗⃗ ), 𝑓2(𝑥0⃗⃗⃗⃗ ),… , 𝑓𝑛−1(𝑥0⃗⃗⃗⃗ )) soit une base de 𝐸. 
c. Donner la matrice de 𝑓 dans cette base 𝐵.  
d. Justifier que :∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛 − 1⟧, 𝑓𝑛−1(𝑥0⃗⃗⃗⃗ ) ∈ 𝐼𝑚(𝑓𝑘) ∩ 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘)  
e. Conclure que  𝑝 = 𝑞 = 𝑛 .  

4. Montrer que : pour tout entier 𝑘 ≥ 𝑞, on a :  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) =  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞)  et  𝐼𝑚(𝑓𝑘) 𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑓𝑞).  
5. En déduire que : 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) ⊕ 𝐼𝑚(𝑓𝑞) = 𝐸. Que peut-on en déduire sur 𝑝 ?  

6. Montrer que : pour tout entier 𝑘, on a l’implication suivante : 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) ⊕ 𝐼𝑚(𝑓𝑘) = 𝐸 ⇒ {
𝐼𝑚(𝑓2𝑘) = 𝐼𝑚(𝑓𝑘)

𝐾𝑒𝑟(𝑓2𝑘) = 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘)
. 

7. En déduire que 𝑝 existe et que 𝑝 = 𝑞. 
1. 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞)  ⊂  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞+1) 𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑓𝑞+1) ⊂ 𝐼𝑚(𝑓𝑞) .  

En effet, 
 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞)  ⟹ 𝑓𝑞(𝑥) = 0 ⟹ 𝑓(𝑓𝑞(𝑥)) = 𝑓(0) ⟹ 𝑓𝑞+1(𝑥) = 0 ⟹ 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞+1). 
𝑥 ∈ 𝐼𝑚(𝑓𝑞+1)  ⟹ ∃𝑡 ∈ 𝐸/𝑥 = 𝑓𝑞+1(𝑡) ⟹ ∃𝑡 ∈ 𝐸/𝑥 = 𝑓𝑞(𝑓(𝑡)) ⟹⏟

𝑒𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑎𝑛𝑡 
𝑧=𝑓(𝑡)

∃𝑧 ∈ 𝐸/𝑥 ∈ 𝐼𝑚(𝑓𝑞) . 

2. Notons 𝑑𝑞 = dim(𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞)). Comme {𝑂} ⊂ 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞)  ⊂  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞+1) ⊂ 𝐸, 0 ≤ 𝑑𝑞 ≤ 𝑑𝑞+1 ≤ 𝑛. La suite (𝑑𝑞) est une suite 
d’entiers naturels, croissante et majorée donc convergente. J’en déduis que cette suite (𝑑𝑞) est stationnaire. IL existe 
donc un entier 𝑞0 ∈ ⟦1, 𝑛⟧tel que 𝑑𝑞0 = 𝑑𝑞0+1 𝑒𝑡 un plus petit entier 𝑞 ≥ 1 tel que : 𝑑𝑞 = 𝑑𝑞+1. Comme 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞0+1) =



𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞0)  𝑒𝑡 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞0) est un ss-e-v de  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞0+1), 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞0) = 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞0+1).Il existe donc un plus petit entier 𝑞 ∈
⟦1, 𝑞0⟧tel que : 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) =  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞+1). Comme 𝑞0 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ et 𝑞 ≤ 𝑞0, 𝑞 ∈ ⟦1, 𝑛⟧.  
4. On suppose dans cette question que : 𝑞 = 𝑛. 
a. 𝑛 est le plus petit entier tel que : 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑛) =  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑛+1). Donc pour tout 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛 − 1⟧ , 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘)  ≠  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘+1)et 

𝑑𝑘 < 𝑑𝑘+1. Alors 1 ≤ 𝑑1 < 𝑑2 < ⋯ .< 𝑑𝑛 ≤ 𝑛. Comme il n’existe que n valeurs distinctes entre 1 et nb , 
nécessairement, 𝑑𝑘 = 𝑘 . 𝐸𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑖𝑒𝑟,  
• 𝑑𝑛 = 𝑛 𝑑𝑜𝑛𝑐, 𝐾𝑒𝑟(𝑓

𝑛) =  𝐸 ce qui signifie que 𝑓𝑛  est l’endomorphisme nul.  
• 𝑑1 = 1 𝑖. 𝑒. , 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑓) =  1.   

b.Comme 𝑓𝑝−1 ≠ 𝑂L(𝐸) , il existe  𝑥 ∈ 𝐸 tel que 𝑓𝑝−1(𝑥 ) ≠ 𝑂𝐸 .⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

Comme 𝑓𝑝 = 𝑂 , ∀𝑘 ≥ 𝑝, 𝑓𝑝+𝑘 = 𝑓𝑘  ∘ 𝑓𝑝 =⏞

𝑐𝑎𝑟 𝑓𝑝=0 𝑒𝑡 𝑓𝑘𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑖𝑟𝑒 𝑑𝑜𝑛𝑐 

𝑓𝑘(0𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)=0𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝑂L(𝐸). Donc, ∀𝑘 ≥ 𝑝, 𝑓𝑝+𝑘(𝑥 ) = 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  . 

Montrer que : 𝐵 = (𝑥 , 𝑓(𝑥 ), 𝑓2(𝑥 ),… , 𝑓𝑝−1(𝑥 )) est libre.   

Soit 𝜆0, 𝜆1, … , 𝜆𝑛 réels tels que  𝜆0𝑥 + 𝜆1𝑓(𝑥 ) + 𝜆2𝑓
2(𝑥 ) + ⋯+ 𝜆𝑝−1𝑓

𝑝−1(𝑥 ) = 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗   (∗∗). 

Composons par 𝑓𝑝−1 :    𝑓𝑝−1 (𝜆0𝑥 + 𝜆1𝑓(𝑥 ) + 𝜆2𝑓
2(𝑥 ) +⋯+ 𝜆𝑝−1𝑓

𝑝−1(𝑥 )) = 𝑓𝑝−1(𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ). Cela donne, en utilisant la linéarité 

de 𝑓𝑝−1,  𝜆0𝑓
𝑝−1(𝑥 ) + 𝜆1𝑓

𝑝(𝑥 ) + 𝜆2𝑓
𝑝+1(𝑥 ) +⋯+ 𝜆𝑝−1𝑓

2𝑝−2(𝑥 ) = 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  . Comme 𝑓𝑝(𝑥 ) = 𝑓𝑝+1(𝑥 ) = ⋯ = 𝑓2𝑝−2(𝑥 ) = 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  , 

j’obtiens :  𝜆0𝑓
𝑝−1(𝑥 ) = 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  . Or, 𝑓𝑝−1(𝑥 ) ≠ 𝑂𝐸.⃗⃗⃗⃗⃗⃗ Donc nécessairement, 𝜆0 = 0.  Alors, (∗∗) s’écrit : 𝜆1𝑓(𝑥 ) + 𝜆2𝑓

2(𝑥 ) + ⋯+

𝜆𝑝−1𝑓
𝑝−1(𝑥 ) = 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  .  

Composons par 𝑓𝑝−2 :    𝑓𝑝−2 (𝜆1𝑓(𝑥 ) + 𝜆2𝑓
2(𝑥 ) +⋯+ 𝜆𝑝−1𝑓

𝑝−1(𝑥 )) = 𝑓𝑝−1(𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ). Cela donne, en utilisant la linéarité de 

𝑓𝑝−2,   

𝜆1𝑓
𝑝−1(𝑥 ) + 𝜆2𝑓

𝑝(𝑥 ) + ⋯+ 𝜆𝑝−1𝑓
2𝑝−2(𝑥 ) = 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  . Comme 𝑓𝑝(𝑥 ) = 𝑓𝑝+1(𝑥 ) = ⋯ = 𝑓2𝑝−2(𝑥 ) = 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  , j’obtiens :  𝜆1𝑓

𝑝−1(𝑥 ) =

𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗   puis 𝜆1 = 0. Alors, (∗∗) s'écrit   𝜆2𝑓
2(𝑥 ) +⋯+ 𝜆𝑝−1𝑓

𝑝−1(𝑥 ) = 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  .  On itère ce précédé… A la dernière étape,  après avoir 

montré que 𝜆0 = 𝜆1 =. . = 𝜆𝑝−2 = 0 , (∗∗) s'écrit  𝜆𝑝−1𝑓
𝑝−1(𝑥 ) = 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗    et j’en déduis 𝜆𝑝−1 = 0.  

Je peux ainsi conclure que 𝐵 = (𝑥 , 𝑓(𝑥 ), 𝑓2(𝑥 ),… , 𝑓𝑝−1(𝑥 )) est libre.  

J’en conclus que 𝐵 est libre et finalement 𝐵 est une base de E. Ainsi, 𝑥0⃗⃗⃗⃗ = 𝑥⬚⃗⃗⃗⃗  ⃗ convient.  
5. Ecrire les matrices de 𝑢, 𝑢2, . . , 𝑢𝑛−1 dans la base 𝐵. 

𝑐.𝑚𝑎𝑡𝐵𝑓 =

(

 
 
 
 
 
 0
1
0
⋮
⬚
⬚
0

⏞
𝑓(𝑥0⃗⃗ ⃗⃗  )

  

0
0
1
0
⋮
⬚
0

⏞
𝑓(𝑓(𝑥0⃗⃗ ⃗⃗  ))

0
0
0
1
0
⋮
0

⏞
𝑓(𝑓²(𝑥0⃗⃗ ⃗⃗  ))

   

0
0
0
⋱
⋱
⋮
0

⏞

     

0
0
0
⋮
⬚
0
1

⏞
𝑓(𝑓𝑛−2(𝑥0⃗⃗ ⃗⃗  ))

0
0
0
⋮
0
⬚
0

⏞
𝑓(𝑓𝑛−1(𝑥0⃗⃗ ⃗⃗  ))

)

 
 
 
 
 
 

𝑥0⃗⃗⃗⃗ 

𝑓(𝑥0⃗⃗⃗⃗ )

𝑓²(𝑥0⃗⃗⃗⃗ )
⋮
⬚
⬚

𝑓𝑛−1(𝑥0⃗⃗⃗⃗ )

 car 𝑓(𝑓𝑘(𝑥0⃗⃗⃗⃗ )) = 𝑓
𝑘+1(𝑥0⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ) 

d. Soit 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛 − 1⟧.  

 𝑓𝑛−1(𝑥0⃗⃗⃗⃗ ) =⏟
𝑐𝑎𝑟 𝑛−1−𝑘≥0

 𝑓𝑘 ( 𝑓(𝑛−1)−𝑘(𝑥0⃗⃗⃗⃗ )) ∈ 𝐼𝑚(𝑓
𝑘) . 

  𝑓𝑘(𝑓𝑛−1(𝑥0⃗⃗⃗⃗ )) =  𝑓
𝑘+𝑛−1(𝑥0⃗⃗⃗⃗ ) =⏟

𝑐𝑎𝑟 𝑘+𝑛−1≥𝑛
𝑒𝑡 𝑓𝑛=0 𝑑𝑐 𝑓𝑛+1=𝑓𝑛+2=⋯=0 

0⃗  . Donc,  𝑓𝑛−1(𝑥0⃗⃗⃗⃗ ) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘).  

J’en déduis que 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) et 𝐼𝑚(𝑓𝑘) ne sont pas en somme directe et ne sont donc pas supplémentaires dans 𝐸. Donc 
𝑞 ≥ 𝑛. Enfin,  𝑓𝑛 = 0 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝐾𝑒𝑟( 𝑓𝑛) = 𝐸 𝑒𝑡 𝐼𝑚( 𝑓𝑛) = {0}. Et ainsi, 𝑞 = 𝑛 = 𝑝.  . 

5. 𝑞 est le plus petit entier non nul tel que : 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) =  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞+1) .  
Montrons par récurrence que : pour tout entier 𝑘 ≥ 𝑞, on a 𝐻(𝑘) : "𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) =  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞)"   et  𝐼𝑚(𝑓𝑘) 𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑓𝑞).  

Init : 𝐻(𝑞) est trivialement vraie.  
Propagation ; soit un entier 𝑘 ≥ 𝑞. Supposons 𝐻(𝑘) vraie . Je sais que 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) ⊂  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘+1). De plus, soit  𝑥 ∈
𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘+1);alors 0 = 𝑓𝑘+1(𝑥) = 𝑓𝑞+1(𝑓𝑘−𝑞(𝑥)) donc 𝑓𝑘−𝑞(𝑥) ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓𝑞+1.Or 𝐾𝑒𝑟𝑓𝑞+1 = 𝐾𝑒𝑟𝑓𝑞 . Donc 𝑓𝑘−𝑞(𝑥) ∈
𝐾𝑒𝑟𝑓𝑞  i.e. 𝑓𝑞(𝑓𝑘−𝑞(𝑥)) = 0 i.e. 𝑓𝑘(𝑥) = 0 ; donc, 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘+1). Donc, 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘+1) ⊂  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) 𝑒𝑡 finalement, 
𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) =  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘+1).Comme 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) =  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞), 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘+1) =  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞).  
Ccl : pour tout entier 𝑘 ≥ 𝑞, 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) =  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞).  

Soit 𝑘 ≥ 𝑞 . Le théorème du rang assure que   𝑑𝑖𝑚𝐼𝑚(𝑓𝑘) = 𝑑𝑖𝑚𝐸 − 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) =⏞

𝑐𝑎𝑟

𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘)= 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) 

𝑑𝑖𝑚𝐸 − 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) =

𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚(𝑓𝑞). Comme de plus,  𝐼𝑚(𝑓𝑘) est un ss-e-v de 𝐼𝑚(𝑓𝑞). Je peux conclure que 𝐼𝑚(𝑓𝑘) = 𝐼𝑚(𝑓𝑞). 
6. Comme 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) + 𝑑𝑖𝑚𝐼𝑚(𝑓𝑞) = 𝑑𝑖𝑚𝐸 ( 𝑡ℎé𝑜 𝑑𝑢 𝑟𝑎𝑛𝑔), il suffit de montrer que 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) ∩ 𝐼𝑚(𝑓𝑞) = {0} pour 

prouver que 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) ⊕ 𝐼𝑚(𝑓𝑞) = 𝐸.  
Le vecteur nul est dans 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) ∩ 𝐼𝑚(𝑓𝑞) puisque 𝑓𝑞(0) = 0.  
Soit 𝑥 ∈  𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) ∩ 𝐼𝑚(𝑓𝑞). Alors 𝑓𝑞(𝑥) = 0 𝑒𝑡  il existe 𝑡 ∈ 𝐸 𝑡𝑞: 𝑥 = 𝑓𝑞(𝑡). Donc, 𝑓2𝑞(𝑡) = 0. Alors 𝑡 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓2𝑞). Or, 
𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) = 𝐾𝑒𝑟(𝑓2𝑞).Donc 𝑡 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞).Alors, 𝑥 = 𝑓𝑞(𝑡) = 0. Ainsi, 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞) ∩ 𝐼𝑚(𝑓𝑞) = {0}.  
J’en conclus que 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑞)⊕ 𝐼𝑚(𝑓𝑞) = 𝐸 et par suite, 𝑝 existe alors 𝑝 ≤ 𝑞.  



7. Soit k un entier naturel. Supposons que 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) ⊕ 𝐼𝑚(𝑓𝑘) = 𝐸.  Je sais que 𝐼𝑚(𝑓2𝑘) ⊂ 𝐼𝑚(𝑓𝑘).  
Montrons l’inclusion réciproque. Soit 𝑥 ∈ 𝐼𝑚(𝑓𝑘). Donc, ∃𝑡 ∈ 𝐸/𝑥 = 𝑓𝑘(𝑡).  Comme 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) ⊕ 𝐼𝑚(𝑓𝑘) = 𝐸 , il existe 𝑢 ∈
𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) 𝑒𝑡 𝑦 ∈ 𝐼𝑚(𝑓𝑘) tq : 𝑡 = 𝑢 + 𝑦 𝑒𝑡∃𝑣 ∈ 𝐸/ 𝑦 = 𝑓𝑘(𝑣) . Donc, 𝑥 = 𝑓𝑘(𝑡) = 𝑓𝑘(𝑢) + 𝑓𝑘(𝑦) = 𝑓𝑘(𝑦) = 𝑓2𝑘(𝑣). Donc, 
𝑥 ∈ 𝐼𝑚(𝑓2𝑘).Ainsi, 𝐼𝑚(𝑓2𝑘) = 𝐼𝑚(𝑓𝑘). Alors le théorème du rang assure que dim(𝐾𝑒𝑟(𝑓2𝑘)) = dim (𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘))  et comme 
𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑠𝑠 − 𝑒 − 𝑣 𝑑𝑒 𝐾𝑒𝑟(𝑓2𝑘), nécessairement, 𝐾𝑒𝑟(𝑓2𝑘) = 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘).Comme 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘) est un ss-ev de 
𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘+1), lui-même ss-e-v de 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘+1),…  , on peut donc affirmer que 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘)= 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘+1) =…= 𝐾𝑒𝑟(𝑓2𝑘) et par 
suite, 𝐼𝑚(𝑓𝑘)= 𝐼𝑚(𝑓𝑘+1) =…= 𝐼𝑚 (𝑓2𝑘) dès que 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑘)⊕ 𝐼𝑚(𝑓𝑘) = 𝐸.  
8. Comme 𝑝 existe et 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑝) ⊕ 𝐼𝑚(𝑓𝑝) = 𝐸, 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑝)= 𝐾𝑒𝑟(𝑓𝑝+1) donc 𝑞 existe et 𝑞 ≤ 𝑝.  Ainsi, 𝑝 = 𝑞.  

. Fin .  

 
 


