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Exercice Soit 𝑛 ∈ ℕ\{0,1}. Calculer ∆𝑛(𝑎, 𝑏) = |
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déterminant d’ordre 2𝑛. 
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= (𝑎2 − 𝑏2)∆𝑛−1(𝑎, 𝑏). La suite (∆𝑛(𝑎, 𝑏)) est donc géométrique de raison (𝑎2 − 𝑏2). Ainsi,  

∀𝑛, ∆𝑛(𝑎, 𝑏) = (𝑎
2 − 𝑏2)𝑛−1∆1(𝑎, 𝑏) = (𝑎

2 − 𝑏2)𝑛−1 |
𝑎 𝑏
𝑏 𝑎

| = (𝑎2 − 𝑏2)𝑛.  

 

PROBLEME Dans tout le problème, 𝐸 est un ℝ-espace vectoriel de dimension 3 . 
 
Pour 𝑢 endomorphisme de 𝐸 et 𝑛 entier naturel non nul , on note 𝑢𝑛 = 𝑢 ∘  𝑢 ∘ . . .∘ 𝑢 = 𝑢𝑛−1  ∘  𝑢 (𝑛 fois) . 
On note 𝑀3(ℝ) le ℝ-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 , 𝐺𝐿3(ℝ)l’ensemble des matrices inversibles de 
𝑀3(ℝ) et 𝐼 la matrice unité de 𝑀3(ℝ). 
Définition: Pour deux matrices 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 de 𝑀3(ℝ), on dit que la matrice 𝐴 est semblable à la matrice 𝐵 lorsqu’il existe une 
matrice 𝑃 de 𝐺𝐿3(ℝ) telle que : 𝐴 = 𝑃−1𝐵𝑃. 

𝑷𝑨𝑹𝑻𝑰𝑬 𝑰 
1. Soit (𝐴, 𝐵, 𝐶) ∈ 𝑀3(ℝ)3.  
Montrer que : 

a. 𝐴 est semblable à 𝐴 . 
𝐴 = 𝐼𝐴𝐼 = 𝐼−1𝐴𝐼. Donc, 𝐴 est semblable à 𝐴. 

b. Si 𝐴 est semblable à 𝐵 alors 𝐵 est semblable à 𝐴.  
Je suppose que 𝐴 est semblable à 𝐵 alors il existe une matrice 𝑃 inversible telle que : 𝐴 = 𝑃−1𝐵𝑃 
Alors, PA𝑃−1 = 𝑃(𝑃−1𝐵𝑃)𝑃−1 = (𝑃𝑃−1)𝐵(𝑃−1𝑃) = 𝐼𝐵𝐼 = 𝐵. Donc, 𝐵 est semblable à 𝐴. 

c. Si  𝐴 est semblable à 𝐵 et 𝐵 semblable à 𝐶 alors 𝐴 est semblable à 𝐶. 
Je suppose que 𝐴 est semblable à 𝐵 et 𝐵 est semblable à 𝐶 alors il existe deux matrices 𝑃 et 𝑄 inversibles telles que : 
 𝐴 = 𝑃−1𝐵𝑃 𝑒𝑡 𝐵 = 𝑄−1𝐶𝑄. Donc, 𝐴 = 𝑃−1𝑄−1𝐶𝑄𝑃 =⏟

𝑝𝑢𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒 
𝑃 𝑒𝑡 𝑄 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠
𝑃𝑄 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑒𝑡

(𝑄𝑃)−1=𝑃−1𝑄−1

(𝑄𝑃)−1𝐶(𝑄𝑃) = 𝐻−1𝐶𝐻 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝐻 = 𝑄𝑃 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒.  

Donc 𝐴 est semblable à 𝐶. 
NB : on a prouvé dans ces questions 𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 𝑐 que « être semblable à » est une relation d’équivalence dans 𝑀3(ℝ).  

d. Si 𝐴 est semblable à 𝐵  alors  𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝐵 , 𝑡𝑟𝐴 = 𝑡𝑟𝐵 𝑒𝑡  𝑟𝑔𝐴 = 𝑟𝑔𝐵. 
Je suppose que 𝐴 est semblable à 𝐵 alors il existe une matrice 𝑃 inversible telle que : 𝐴 = 𝑃−1𝐵𝑃. Alors  

1. det(𝐴) = det(𝑃−1𝐵𝑃) =⏟
𝑐𝑎𝑟 det(𝑀𝑁)=det(𝑀)det (𝑁)

det(𝑃−1) det(𝐵) det(𝑃) =
1

det(𝑃)
det(𝐵) det(𝑃) = det(𝐵).  

2. tr(𝐴) = tr(𝑃−1𝐵𝑃) =⏟
𝑐𝑎𝑟 𝑡𝑟(𝑀𝑁)=𝑡𝑟(𝑁𝑀)

tr(𝐵𝑃𝑃−1) = tr(𝐵).  

3. rg(𝐴) = rg(𝑃−1𝐵𝑃) =⏟
𝑐𝑎𝑟 

𝑚𝑢𝑙𝑡𝑝𝑙𝑖𝑒𝑟 𝑢𝑛𝑒
𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒 à 𝑔𝑎𝑢𝑐ℎ𝑒 

𝑝𝑎𝑟 𝑢𝑛𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒
𝑟𝑒𝑣𝑖𝑒𝑛𝑡 à 𝑓𝑎𝑖𝑟𝑒 
𝑢𝑛𝑒 𝑠𝑢𝑐𝑐𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛

𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒 𝑑′𝑜𝑝é𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 
é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠

𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑔𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑒𝑡𝑡𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒
𝑒𝑡 𝑛𝑒 𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑝𝑎𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑟𝑎𝑛𝑔.

rg(𝑃𝑃−1𝐵𝑃) = rg(𝐵𝑃) =⏟
𝑐𝑎𝑟 

𝑚𝑢𝑙𝑡𝑝𝑙𝑖𝑒𝑟 𝑢𝑛𝑒
𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒 à 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒 

𝑝𝑎𝑟 𝑢𝑛𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒
𝑢𝑟𝑒𝑣𝑖𝑒𝑛𝑡 à 𝑓𝑎𝑖𝑟𝑒 
𝑢𝑛𝑒 𝑠𝑢𝑐𝑐𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛

𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒 𝑑′𝑜𝑝é𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠
é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠

𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑒𝑡𝑡𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒
𝑒𝑡 𝑛𝑒 𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑟𝑎𝑛𝑔.

rg(𝐵𝑃𝑃−1) = 𝑟𝑔(𝐵).  

e. 𝐴 est semblable à 𝐵  si et ssi 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 sont deux matrices d’un même endomorphisme. 



Soit 𝐴 et 𝐵 deux matrices de 𝑀3(ℝ). Soit 𝑢 l’endomorphisme de ℝ3 dont 𝐴 est la matrice dans la base canonique  𝐶 de ℝ3. 
𝐴 est semblable à 𝐵  
⇐⟹ 𝐵 est semblable à 𝐴  

⇐⟹ il existe 𝑃 inversible telle que : 𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃                                    

⇐⟹il existe une base 𝐶’ de  ℝ3 telle que : 𝐵 = (𝑚𝑎𝑡𝐶′𝐶)−1𝐴(𝑚𝑎𝑡𝐶′𝐶)                  

⇐⟹il existe une base 𝐶’ de  ℝ3 telle que : 𝐵 =
(𝑚𝑎𝑡𝐶′𝐶)(𝑚𝑎𝑡𝐶𝑢)(𝑚𝑎𝑡𝐶𝐶

′) 
⇐⟹il existe une base 𝐶’ de  ℝ3 telle que : 𝐵 = 𝑚𝑎𝑡𝐶′𝑢.  

⇐⟹ 𝐴 et 𝐵 sont deux matrices, dans deux bases de ℝ3, d’un même endomorphisme de ℝ3. 
 

𝑷𝑨𝑹𝑻𝑰𝑬 𝑰𝑰 
2. Soit 𝑢 un endomorphisme de 𝐸 et soient 𝑖 𝑒𝑡 𝑗 deux entiers naturels. 
On considère l’application 𝑤 de 𝐾𝑒𝑟(𝑢𝑖+𝑗)  vers 𝐸 définie par : 𝑤(𝑥) = 𝑢𝑗  (𝑥). 

a. Montrer que 𝐼𝑚(𝑤) ⊂  𝐾𝑒𝑟 (𝑢𝑖) . 
Soit 𝑦 ∈ 𝐼𝑚(𝑤). Alors il existe 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢𝑖+𝑗) tel que 𝑦 = 𝑤(𝑥) = 𝑢𝑗(𝑥).  

𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠, 𝑢𝑖(𝑦) = 𝑢𝑖 (𝑢𝑗(𝑥)) = 𝑢𝑖+𝑗(𝑥) =⏟
𝑐𝑎𝑟

𝑥∈𝐾𝑒𝑟(𝑢𝑖+𝑗)

0 . J’en déduis que 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢𝑖). Ainsi, 𝐼𝑚(𝑤) ⊂  𝐾𝑒𝑟 (𝑢𝑖). 

b. En déduire que 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 𝑢𝑖+𝑗)  𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 (𝑢𝑖)  )  +  𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 (𝑢𝑗)  ).  

Le théorème du rang assure que dim (𝐼𝑚(𝑤)) + dim (𝐾𝑒𝑟(𝑤))=⏞
∗∗

dim (𝐾𝑒𝑟(𝑢𝑖+𝑗)).  

Or, 𝐼𝑚(𝑤) ⊂  𝐾𝑒𝑟 (𝑢𝑖) donc, dim(𝐼𝑚(𝑤)) ≤ dim( 𝐾𝑒𝑟 (𝑢𝑖)). 
De plus, 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑤) ⟹ 𝑤(𝑥) = 0 ⟹ 𝑢𝑗  (𝑥) = 0 ⟹ 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢𝑗) ; donc, 𝐾𝑒𝑟(𝑤) ⊂ 𝐾𝑒𝑟(𝑢𝑗) .   Et par conséquent, 

dim(𝐾𝑒𝑟(𝑤)) ≤ dim( 𝐾𝑒𝑟 (𝑢𝑗)). Il s’en suit, en utilisant **, que  dim(𝐾𝑒𝑟(𝑢𝑖+𝑗)) ≤ dim (𝐾𝑒𝑟(𝑢𝑖)) + dim (𝐾𝑒𝑟(𝑢𝑗)). 
3.  Soit 𝑢 un endomorphisme de 𝐸 vérifiant : 𝑢3 = 0 𝑒𝑡 𝑟𝑔(𝑢) = 2 

a. Montrer que 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 𝑢²) = 2 (on pourra utiliser deux fois la question 2b.) 
Tout d’abord , le théorème du rang assure que dim(𝐾𝑒𝑟(𝑢)) = 𝑑𝑖𝑚𝐸 − 𝑟𝑔(𝑢) = 3 − 2 = 1.  
Alors, d’après 2b),  dim(𝐾𝑒𝑟(𝑢2)) ≤⏟

2.𝑏.

dim(𝐾𝑒𝑟(𝑢)) + dim(𝐾𝑒𝑟(𝑢)) = 2. 

De plus, 3 =⏟
𝑐𝑎𝑟 𝑢3=0

𝑖.𝑒.  𝐾𝑒𝑟(𝑢3)=𝐸 

dim(𝐾𝑒𝑟(𝑢3)) ≤⏟
2.𝑏.

dim(𝐾𝑒𝑟(𝑢2)) + dim(𝐾𝑒𝑟(𝑢)) = dim(𝐾𝑒𝑟(𝑢2)) + 1.Donc, dim(𝐾𝑒𝑟(𝑢2)) ≥ 2.  

Ainsi, dim(𝐾𝑒𝑟(𝑢2)) = 2.  
b.  Montrer que l’on peut trouver un vecteur 𝑎 non nul de 𝐸 tel que 𝑢2(𝑎) ≠ 0  et en déduire que la famille 

(𝑢²(𝑎), 𝑢(𝑎), 𝑎) est une base de 𝐸. 
𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 𝑢2) = 2 < 3 = dim(𝐸). Donc, 𝐾𝑒𝑟 (𝑢2) ⊊ 𝐸. Donc 𝐸 contient un vecteur 𝑎 qui n’appartient pas à 𝐾𝑒𝑟 𝑢2 et qui 
vérifie par conséquent,  𝑢2(𝑎) ≠ 0. 
Montrons que (𝑢²(𝑎), 𝑢(𝑎), 𝑎) est une base de 𝐸. 
(𝑢²(𝑎), 𝑢(𝑎), 𝑎) est une famille de 3 vecteurs de 𝐸. Comme 3 = 𝑑𝑖𝑚𝐸, pour prouver que cette famille est une base de 𝐸, il 
suffit de prouver que cette famielle est libre.  

Soit 𝛼, 𝛽 𝑒𝑡 𝛾 des réels tels que 𝛼𝑢2(𝑎) + 𝛽 𝑢(𝑎) + 𝛾𝑎 =⏞
(∗)

0.  
Alors 𝑢²(𝛼𝑢2(𝑎) + 𝛽 𝑢(𝑎) + 𝛾𝑎) = 𝑢²(0) . Comme 𝑢 est linéaire, cette égalité s’écrit aussi  𝛼𝑢4(𝑎) + 𝛽 𝑢3(𝑎) + 𝛾𝑢2(𝑎) =
0 
Et finalement, puisque 𝑢3 = 0 et donc 𝑢4 = 0, il reste 𝛾𝑢²(𝑎) = 0.Je conclus en utilisant les règles de calcul sur les 
vecteurs : comme 𝑢2(𝑎) ≠ 0, 𝑛é𝑐𝑒𝑠𝑠𝑎𝑖𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝛾 = 0. Alors l’égalité (∗) s’écrit : 𝛼𝑢2(𝑎) + 𝛽 𝑢(𝑎) = 0.  
Alors 𝑢(𝛼𝑢2(𝑎) + 𝛽 𝑢(𝑎)) = 𝑢(0) . Comme 𝑢 est linéaire, cette égalité s’écrit aussi  𝛼𝑢3(𝑎) + 𝛽 𝑢2(𝑎) = 0 
Et finalement, puisque 𝑢3 = 0 ,il reste 𝛽𝑢²(𝑎) = 0. Je conclus en utilisant les règles de calcul sur les vecteurs, comme 
𝑢2(𝑎) ≠ 0, 𝑛é𝑐𝑒𝑠𝑠𝑎𝑖𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝛽 = 0. Alors l’égalité (*) s’écrit : 𝛼𝑢2(𝑎) = 0. comme 𝑢2(𝑎) ≠ 0, 𝑛é𝑐𝑒𝑠𝑠𝑎𝑖𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝛼 = 0. 
J’en conclus que la famille 𝐵 = (𝑢²(𝑎), 𝑢(𝑎), 𝑎) est libre et finalement est une base de 𝐸. 

c. Ecrire la matrice 𝑈 𝑑𝑒 𝑢 et la matrice 𝑉 𝑑𝑒 𝑢² − 𝑢 dans cette base. 

𝑈 = 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑢 =

                

( 0⏞
𝑢3(𝑎)

1⏞
𝑢2(𝑎)

0⏞
𝑢(𝑎)

0 0 1
0 0 0

)
𝑢2(𝑎)

𝑢(𝑎)
𝑎

 car {
𝑢(𝑢2(𝑎)) = 𝑢3(𝑎) = 0 = 0𝑢2(𝑎) + 0𝑢(𝑎) + 0𝑎

𝑢(𝑢(𝑎)) = 𝑢2(𝑎) = 1𝑢2(𝑎) + 0𝑢(𝑎) + 0𝑎

𝑢(𝑎) = 0𝑢2(𝑎) + 1𝑢(𝑎) + 0𝑎

 

 

𝑉 = 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑣 = 𝑈
2 − 𝑈 = (

0 −1 1
0 0 −1
0 0 0

).  

4. Soit u un endomorphisme de 𝐸 vérifiant : 𝑢² = 0 𝑒𝑡 𝑟𝑔(𝑢) = 1 

⟹En introduisant 𝐶’ la famille de vecteurs de ℝ3 définie 
matriciellement par 𝑃 = 𝑚𝑎𝑡𝐶𝐶′. 𝑃 inversible donc 𝐶’ base de 
𝐸 .  
⇐en posant 𝑃 = 𝑚𝑎𝑡𝐶′𝐶. 𝑃 inversible car 𝐶’ base de 𝐸. 
 



a. Montrer que l’on peut trouver un vecteur 𝑏 non nul de 𝐸 tel que 𝑢(𝑏) ≠ 0 
Le Théorème du rang assure que 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑢) = 2 . Donc 𝐾𝑒𝑟 (𝑢) ⊊ 𝐸. Donc 𝐸 contient un vecteur 𝑏 qui n’appartient pas à 
𝐾𝑒𝑟 (𝑢) et qui vérifie par conséquent,  𝑢(𝑏) ≠ 0. 

b. Justifier l’existence d’un vecteur 𝑐 de 𝐾𝑒𝑟 (𝑢 )tel que (𝑢(𝑏), 𝑐) soit libre puis montrer que la famille ( 𝑏, 𝑢(𝑏) , 𝑐) est 
une base de 𝐸. 

𝑢2(𝑏) = 0 𝑖. 𝑒 𝑢(𝑏) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢). Donc 𝑢(𝑏) est un vecteur non nul 𝑑𝑒 𝐾𝑒𝑟(𝑢). Comme 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟(𝑢) = 2 , on peut compléter 
la famille libre (𝑢(𝑏)) par un vecteur 𝑐 de 𝐾𝑒𝑟(𝑢) pour obtenir une base de 𝐾𝑒𝑟(𝑢). Ainsi, (𝑐, 𝑢(𝑏)) est une base de 
𝐾𝑒𝑟(𝑢) et est donc une famille libre de vecteur de E.  

Montrons que (𝑏, 𝑢(𝑏), 𝑐) est une base de 𝐸.il suffit comme précédemment de prouver que cette famille est libre.  

Soit 𝛼, 𝛽 𝑒𝑡 𝛾des réels tels que 𝛼𝑏 + 𝛽 𝑢(𝑏) + 𝛾𝑐 =⏞
(∗∗)

0. Alors 𝑢(𝛼𝑏 + 𝛽 𝑢(𝑏) + 𝛾𝑐) = 𝑢(0) . Comme 𝑢 est linéaire, cette 
égalité s’écrit aussi  𝛼𝑢(𝑏) + 𝛽 𝑢2(𝑏) + 𝛾𝑢(𝑐) = 0. Et finalement, puisque 𝑢2 = 0 et 𝑐 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢), il reste 𝛼𝑢(𝑏) = 0. Je 
conclus en utilisant les règles de calcul sur les vecteurs : comme 𝑢(𝑏) ≠ 0, 𝑛é𝑐𝑒𝑠𝑠𝑎𝑖𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝛼 = 0. Alors l’égalité (∗∗) 
s’écrit : 𝛽 𝑢(𝑏) + 𝛾𝑐 = 0. Comme (𝑐, 𝑢(𝑏)) est libre , nécessairement,𝛽 = 𝛾 = 0.J’en conclus que la famille 𝐵 =
(𝑏, 𝑢(𝑏), 𝑐) est libre et finalement est une base de 𝐸. 

c. Ecrire la matrice 𝑈’ 𝑑𝑒 𝑢 et la matrice 𝑉’ 𝑑𝑒 𝑢² − 𝑢 dans cette base. 

𝑈′ = 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑢 =

                

( 0⏞
𝑢(𝑏)

0⏞
𝑢2(𝑏)

0⏞
𝑢(𝑐)

1 0 0
0 0 0

)
𝑏
𝑢(𝑏)
𝑐

 car {
𝑢(𝑏) = 0𝑏 + 1𝑢(𝑏) + 0𝑐

𝑢(𝑢(𝑏)) = 𝑢2(𝑏) = 0 = 0𝑏⬚ + 0𝑢(𝑏) + 0𝑐

𝑢(𝑐) = 0 = 0𝑏⬚ + 0𝑢(𝑏) + 0𝑐

. 

𝑉′ = 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑣 = 𝑈
′2 − 𝑈′ = (

0 0 0
−1 0 0
0 0 0

).  

 
 

𝑷𝑨𝑹𝑻𝑰𝑬  𝑰𝑰𝑰 

Soit désormais une matrice 𝐴 de 𝑀3(ℝ) semblable à une matrice du type 𝑇=(
1 𝛼 𝛽
0 1 𝛾
0 0 1

) 

On se propose de montrer que 𝐴 est semblable à son inverse 𝐴−1 . 

On pose alors 𝑁=(
0 𝛼 𝛽
0 0 𝛾
0 0 0

)et soit 𝑃 de 𝐺𝐿3(ℝ) telle que 𝑃−1𝐴𝑃 =  𝑇 =  𝐼 + 𝑁  

5. Expliquer pourquoi la matrice 𝐴−1 existe. 
det(𝐴) =⏟

𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 1.𝑑.

det(𝑇) =⏟
𝑐𝑎𝑟 𝑇 𝑒𝑠𝑡 𝑡𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒

𝑑𝑜𝑛𝑐 det(𝑇)=𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑑𝑒𝑠
𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓 𝑑𝑒 𝑠𝑎 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒.

1 ≠ 0. Par conséquent, 𝐴 est inversible et 𝐴−1 existe. 

6. Calculer 𝑁3et montrer que  𝑃−1𝐴−1 𝑃 =  𝐼–  𝑁 + 𝑁² . 

𝑁2 = (
0 0 𝛼𝛾
0 0 0
0 0 0

) et 𝑁3 = (0). Donc, (𝐼 + 𝑁)( 𝐼–  𝑁 + 𝑁2) = 𝐼 − 𝑁3 = 𝐼.  

Par conséquent, 𝐼–  𝑁 + 𝑁2 = (𝐼 + 𝑁)−1 = 𝑇−1 = (𝑃−1𝐴𝑃)−1 =⏟
(𝑄𝑃)−1=𝑃−1𝑄−1

(𝐴𝑃)−1(𝑃−1)−1 = 𝑃−1𝐴−1𝑃⬚. 

7. Quel est le rang de N ?  
Le rang de 𝑁 dépend des valeurs de 𝛼, 𝛽 𝑒𝑡 𝛾.  
Si 𝛼 𝑒𝑡 𝛾 non nuls alors 𝑟𝑔(𝑁) = 2.  
Si (𝛼 = 0 𝑒𝑡 𝛾 ≠ 0) ou ((𝛼, 𝛽) ≠ (0,0) 𝑒𝑡 𝛾 = 0)   alors 𝑟𝑔(𝑁) = 1.  
Si 𝛼 = 0 =  𝛾 = 𝛽   alors 𝑟𝑔(𝑁) = 0.  
8. On suppose dans cette question que 𝑁 = 0  ie. 𝑟𝑔𝑁 = 0. Montrer alors que les matrices 𝐴 𝑒𝑡 𝐴−1 sont semblables. 

𝑁 = 0 donc 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝑇=(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) = 𝐼. 𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠  𝐴 = 𝑃𝐼𝑃−1 = 𝐼 𝑒𝑡 𝐴−1 = 𝐼 = 𝐴. Donc 𝐴 et 𝐴−1sont semblables. 

9. On suppose dans cette question que 𝑟𝑔(𝑁) = 2 . On pose 𝑀 = 𝑁² − 𝑁. 

a.  Montrer que la matrice 𝑁 est semblable à la matrice (
0 1 0
0 0 1
0 0 0

)et en déduire une matrice simple semblable à 𝑀.  

Prenons 𝐸 = ℝ3. Les résultats des parties 𝐼 et 𝐼𝐼 s’appliquent dans 𝐸.  

Soit 𝑢 l’endomorphisme de ℝ3 dont 𝑁 est la matrice dans la base canonique 𝐶 de ℝ3.  

Alors  𝑢3 = 0 𝑐𝑎𝑟 𝑁3 = 0 𝑒𝑡 𝑟𝑔(𝑢) = 𝑟𝑔(𝑁) = 2. Donc, les questions 3 b et c assurent qu’il existe une base B de ℝ3 telle 
que :  



𝑈 = 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑢 = (
0 1 0
0 0 1
0 0 0

) . 𝑈 et 𝑁 sont alors deux matrices d’un même endomorphisme ; la question 1. 𝑑. permet alors de 

conclure que 𝑈 et 𝑁 sont semblables i.e. il existe 𝑄 inversible telle que 𝑁 = 𝑄−1𝑈𝑄 .  

Alors, 𝑀 = 𝑁2 − 𝑁 = 𝑄−1𝑈𝑄𝑄−1𝑈𝑄 − 𝑄−1𝑈𝑄 = 𝑄−1𝑈2𝑄 − 𝑄−1𝑈𝑄 = 𝑄−1(𝑈2 −𝑈)𝑄 = 𝑄−1𝑉𝑄 . Donc 𝑀 est semblable à 
𝑉. 

 b. Calculer 𝑀3 et 𝑟𝑔(𝑀). 
Comme 𝑀 = 𝑄−1𝑉𝑄, 𝑀3 = 𝑄−1𝑉3𝑄 = 0  et 𝑟𝑔(𝑀) = 𝑟𝑔(𝑉) = 2. 
 c.  Montrer que les matrices 𝑁 𝑒𝑡 𝑀 sont semblables. 
𝑀 vérifie donc les mêmes propriétés que 𝑁 qui ont permis de prouver que 𝑁 est semblable à 𝑈. J’en déduis donc que 𝑀 
est elle-même semble à 𝑈. Et par conséquent, la question 1𝑐 permet de conclure que 𝑀 et 𝑁 sont semblables . 

 d.  Montrer que les matrices 𝐴 𝑒𝑡 𝐴
−1

 sont semblables.  
𝑀 et 𝑁 sont semblables donc il existe une matrice 𝐻 inversible telle que : 𝑀 = 𝐻−1𝑁𝐻 . 
 𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠, 𝑍 = 𝑃−1𝐴−1 𝑃 =  𝐼–  𝑁 + 𝑁2 = 𝐼 + 𝑀 = 𝐻−1𝐼𝐻 + 𝐻−1𝑁𝐻 = 𝐻−1(𝐼 + 𝑁)𝐻 = 𝐻−1𝐴𝐻.  
J’en déduis que 𝐴−1et 𝐴 sont semblables à une même matrice 𝑍 et par conséquent d’après 1d.,  𝐴−1𝑒𝑡 𝐴 sont semblables. 
10. On suppose dans cette question que 𝑟𝑔(𝑁) = 1 . On pose 𝑀 = 𝑁² − 𝑁. 

          Montrer que les matrices 𝐴 𝑒𝑡 𝐴
−1

 sont semblables. 
On montrer de même que 𝑁 𝑒𝑡 𝑈’ sont semblables puis 𝑀 𝑒𝑡 𝑉’ et enfin 𝑀 𝑒𝑡 𝑈’. J’en déduis que 𝑀 et 𝑁 sont semblables. 
Et comme au 9d., il en découle que 𝐴−1𝑒𝑡 𝐴 sont semblables. 

11. Exemple : soit la matrice 𝐴 = (
1 0 0
0 0 −1
0 1 2

) 

 Soit  𝑢 l’endomorphisme de ℝ3 canoniquement associé à la matrice 𝐴 . 
a. Déterminer tous les réels λ tels que l’équation 𝑢(𝑋) = 𝜆𝑋  admette une solution 𝑋 non nulle. Trouver alors une 

base 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − λ𝑖𝑑). 
∃𝑋 ≠ 0, 𝑢(𝑋) = 𝜆𝑋  ⟺∃𝑋 ≠ 0/(𝑢 − 𝜆𝑖𝑑)(𝑋) = 0 ⟺ 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝜆𝑖𝑑) ≠ {𝑂} ⟺ 𝑢 − 𝜆𝑖𝑑 𝑛′𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑠 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 
⟺ 𝑢 − 𝜆𝑖𝑑 𝑛′𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑠 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 ⟺⏟

𝑐𝑎𝑟 𝐴−𝜆𝐼=𝑚𝑎𝑡𝐶(𝑢−𝜆𝑖𝑑)

𝐴 − 𝜆𝐼 𝑛𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 ⟺ det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0. Or, 

 det(𝐴 − 𝜆𝐼) = |
1 − 𝜆 0 0
0 −𝜆 −1
0 1 2 − 𝜆

| = (1 − 𝜆) |
−𝜆 −1
1 2 − 𝜆

| =⏟
𝐶1←𝐶1+𝐶2

(1 − 𝜆) |
−𝜆 + 1 −1
−1 + 𝜆 2 − 𝜆

| = (1 − 𝜆)2 |
1 −1
−1 2 − 𝜆

| = (1 − 𝜆)3. 

Donc ∃𝑋 ≠ 0, 𝑢(𝑋) = 𝜆𝑋  ⟺𝜆 = 1.  

Cherchions une base de 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝑖𝑑).  𝑂𝑛 𝑠𝑎𝑖𝑡 𝑞𝑢𝑒 𝑚𝑎𝑡𝐶(𝑢 − 𝑖𝑑) = 𝐴 − 𝐼 = (
0 0 0
0 −1 −1
0 1 1

) . Soit 𝑋 = (𝑥, 𝑦, 𝑧).  

𝑋 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝑖𝑑) ⟺ (𝑢 − 𝑖𝑑)(𝑋) = 0 ⟺ (
0 0 0
0 −1 −1
0 1 1

) (
𝑥
𝑦
𝑧
) ⟺ 𝑦 = −𝑧.  

Donc, 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝑖𝑑) = {(𝑥, 𝑧, −𝑧)/𝑥, 𝑧 𝑟é𝑒𝑙𝑠} = 𝑣𝑒𝑐𝑡 ((1,0,0), (0,1,−1)).⏟            
𝑐𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑛𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠

 

Donc ((1,0,0), (0,1,−1)) est une base de 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝑖𝑑).  

b. Montrer que 𝐴 est semblable à 𝑇 = (
1 0 0
0 1 1
0 0 1

). Et conclure que les matrices 𝐴 𝑒𝑡 𝐴
−1

 sont semblables. 

Déterminer une base 𝐶’ = (𝑎, 𝑏, 𝑐) de ℝ3telle que 𝑚𝑎𝑡𝐶′𝑢 = 𝑇.  
Il existe une base 𝐶’ = (𝑎, 𝑏, 𝑐) de ℝ3 𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑚𝑎𝑡𝐶′𝑢 = 𝑇  

sietssi il existe trois vecteurs 𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 𝑐 linéairement indépendants tels que {
𝑢(𝑎) = 𝑎

𝑢(𝑏) = 𝑏
𝑢(𝑐) = 𝑏 + 𝑐

 

sietssi il existe trois vecteurs 𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 𝑐 linéairement indépendants tels que {
𝑎 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝑖𝑑)
𝑏 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝑖𝑑)

(𝑢 − 𝑖𝑑)(𝑐) = 𝑏
 

sietssi il existe trois vecteurs 𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 𝑐 linéairement indépendants tels que {
𝑎 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝑖𝑑)

𝑏 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝑖𝑑) ∩ 𝐼𝑚(𝑢 − 𝑖𝑑)

(𝑢 − 𝑖𝑑)(𝑐) = 𝑏
. 

Or, 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝑖𝑑) = 𝑣𝑒𝑐𝑡((1,0,0), (0,1,−1))et d' après la matrice de 𝑢 − 𝑖𝑑 dans 𝐶, (0,1,−1) = (𝑢 − 𝑖𝑑)((0,1,0)) ∈ 𝐼𝑚(𝑢 − 𝑖𝑑).   
donc (0,1,−1) ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝑖𝑑) ∩ 𝐼𝑚(𝑢 − 𝑖𝑑).  
Posons 𝑏 = (0,1,−1), 𝑐 = (0,1,0)𝑒𝑡 𝑎 = (1,0,0).  



Alors {
𝑎 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝑖𝑑)

𝑏 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑢 − 𝑖𝑑) ∩ 𝐼𝑚(𝑢 − 𝑖𝑑)

(𝑢 − 𝑖𝑑)(𝑐) = 𝑏
. De plus, la famille (𝑎, 𝑏, 𝑐) est échelonnée en 0 par la droite et ne contient pas le 

triplet nul et est donc libre. J’en déduis que (𝑎, 𝑏, 𝑐) est une base de ℝ3 telle que 𝑚𝑎𝑡𝐶′𝑢 = 𝑇 et ainsi on peut conclure que 
𝐴 et 𝑇 sont semblables. Alors d’après les questions précédentes, je peux désormais affirmer que 𝐴 𝑒𝑡 𝐴−1 sont 
semblables. 

12.   Toute matrice de 𝑀3(ℝ) semblable à son inverse est – elle semblable à une matrice du type 𝑇 ?  

NON . Donnons un contre-exemple. Soit 𝐴 = (
1 0 0

0
1

2
0

0 0 2

) = 𝑚𝑎𝑡𝐶𝑢 𝑜ù 𝐶 = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑐𝑎𝑛𝑜𝑛𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑑𝑒 ℝ
3.  

Alors 𝐴−1 = (
1 0 0
0 2 0

0 0
1

2

) .𝐷𝑜𝑛𝑐 𝐴 = 𝑚𝑎𝑡𝐶′𝑢 𝑜ù 𝐶′ = (𝑒1, 𝑒3, 𝑒2) 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒⏟          
𝑐′𝑒𝑠𝑡 é𝑣𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡

𝑝𝑢𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑛 𝑎 𝑗𝑢𝑠𝑡𝑒 
é𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔é 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠

 𝑑𝑒 𝐶

 𝑑𝑒 ℝ3 

Comme 𝐴 𝑒𝑡 𝐴−1sont deux matrices d’un même endomorphisme de ℝ3, 𝐴 𝑒𝑡 𝐴−1sont semblables.  
Justifions que 𝐴 n’est pas semblable à 𝑇.   
∀𝑃 ∈ 𝐺𝐿3(ℝ), det(𝑃

−1𝑇𝑃 − 2𝐼) =det(𝑃−1𝑇𝑃 − 𝑃−1(2𝐼)𝑃) =det(𝑃−1(𝑇 − 2𝐼)𝑃) 
                           det(𝑃−1𝑇𝑃 − 2𝐼) =det 𝑃−1 × 𝑑𝑒𝑡(𝑇 − 2𝐼) × 𝑑𝑒𝑡𝑃 = 1

det(𝑃)
× 𝑑𝑒𝑡(𝑇 − 2𝐼) × 𝑑𝑒𝑡𝑃 

                            det(𝑃−1𝑇𝑃 − 2𝐼) =𝑑𝑒𝑡(𝑇 − 2𝐼) = −1.  
Or det(A − 2I) = 0 ≠ det(𝑃−1𝑇𝑃 − 2𝐼). Donc ∀𝑃 ∈ 𝐺𝐿3(ℝ), 𝑃−1𝑇𝑃 ≠ 𝑇. Ainsi 𝑇 et 𝐴 ne sont pas semblables tandis que 
𝐴 𝑒𝑡 𝐴−1le sont. 
 

 

 

 

 


