Sup PCSI 2022-2023 Mathématiques

CORRIGEDU TD 4
Forme algébrique, forme trigonométrique d’un nombre complexe. Géométrie avec les nombres
complexes.

x et y désignent des réels, z un complexe, 1 un entier naturel et R = (0,1,]) est un repére orthonormé direct du plan.

EX 1 Soit z un nombre complexe et x un réel. Expliquer pourquoi ces nombres complexes sont réels ou imaginaires purs :

B=(z-2)/+7%) c=ZZ D=(ev+m) e E=imm
=(z z‘ (Z) Z. o : )— s = (e oix e T e-ix_gix
_ z-z _ 2im(2) _ 2im(z) _ Im(2) . . . 1\2 . .
B = 73423~ 73423 2Re(z3) Re(z3)l € iR. D= (elx + 97) = (e™ +e™™)? = (2cos(x))* € R*.
Radvcl) ) .
_ €R E=—»" —_' ___! R
z2-2z2  z%2-zZ  2ilm(z%)  2Im(z?). . e~iX_elX  2isin(-x) 2sin (x)
== = = = € iR
zZ+2 |z|2+2 1z|%+2 1z|2+2
ER
EX 2 Calculer les parties réelle et imaginaire, le module et un argument de chacun des complexes suivants et placer I'image ponctuelle de ce complexe dans le plan
e > Tktant) o iriiveel
L wan(x
21 1\8 1+ix 10. 1+e™* + %
2. (=%) 6 1u 11. Ypzietes
1_1\5 1+cosx+isinx k—f) 2016
3. (1 - 1)2 7o .. 2eix_p
5 1—-cosx+isinx 12. X .
4, (1+0)” 8. e*—e el2x—e'2

_ @i-3) _ @i-3)(2-d3 _ @i-3)@e-93 _ 1 . _ 3 20_: N2 _ 13
e T T EER (4i —3)(2% +3.22(=) + 3.2(=)* + (-)?)

= %(41’ —3)(8-12i—6+1i) = 5—2(41‘ —3)(2-11) = 5—13(411' + 38). Donc, Re(z) = :—;et Im(z) = z—g

|z]=

|4i-3|
[2=i3

= \/27—§ = \F 5 .Notons 6 l'argument principal de z. Alors z = \ﬁ 5 X 38 + ¥ X 41i |.Donc, 6 € ]0, E[ et tan(9) = sy
5 5 5 5\ 53 53 2 38

cos (6) sin (0)

Ainsi, 8 = Arctan %

10.

2e" '3

1-iv3. 2(%? -i V2 2

)
8

2= (1) = (_f(’?) _ (L) = (Belre) = (L) 2 L) 2 2o 2 L) - L (o (2) 4 sin (2)) = 2442
Ainsi, Re(z) = =L
z=(1-i)?=-2i= 2e_ilzt . Ainsi, Re(z) =0,Im(2)=-2,|z| =2etarg(z) = _7"[211].
o= e 0 = W22 D)™ = [ = W [e] 7 = Va0 = 2 () < v o)
=+/2.29, cos (%) — iv/2.2%%° sin G) = 2999 — (2999 Ainsi, Re(2) = 2°°%, Im(2) = —2°%, |z| = V2.2°% et arg(z) = iT[Zn].

L 1= _cost) __ cosln) cos(x) e = cos(x) (cos(x) — lsm(x)) = cos?(x) — isin(x) cos(x).

T 1titan(x) 1+i5i"(") cos(x)+isin(x) elx
cos(x)

_2 ,Im(z) = 3—‘/3, |z] = = - etarg(z) = —[271].

—x [2m] si cos(x) >0
Ainsi, Re(z) = cos?(x) , Im(z) = =sin(x) cos(x), |z| = |cos (x)| et arg(z) = { n'existe pas si cos(x) = 0.
—x + m [2m] si cos(x) < 0
_ I4ix _ (A+i0)? _ 1-x%42ix _ 1-x?

T 1-ix | 1+x2 | 14x2  14x2 +i 142" -Donc, Re(z) = 1+x2
Posons 8 = Arctan(x).Alors 8 € ]—— —[ et x = tan(0).
isin(6) l_Hsm(G) .
. 1+itan(6) cos (6) cos (6) cos (0)+isin(6) el 26 i2Arct
Par suite, z = =— = = = — = 20 = pi24rctan(x) ponc, |z| = 1 et arg (z) = Arctan(x)[2m
1-itan(6) 1_i151n(9) l_ism(ﬂ) cos (8)—isin(0) e—if | | g( ) ( )[ ]
cos (6) cos (6)
x ) i(x-T
1+cosx+isinx 1+elX 2 COS(g)elf cos(g)e”‘ cos(g)el(x 7) ) x
= —— = ——= g el L = cotan el = cotan cos (x — =) + icotan sin(x—-
1-cosx+isinx  1-e —2isin(—5)e i Lsm(g) sm(g) 2

z = cotan (2) sin(x) — icotan G) cos (x). Donc Re(z) = cotan (g) sin(x) et Im(z) = —cotan (E) cos (x).
{(x ——) [2r] si cotan( ) >0

Et|z| = |cotan (§)| Et arg(z) = { nexiste pas si cotan (;) =0.
k(x + E) [27] si cotan (g) <0

e — e = e (el — 1) = e (ZLsm ( ) (¥)) = 2sin (%) ei(XHZIM) .Donc, Re(z) = 2sin (x;—y) cos (xﬂzli) et Im(z) = 2sin (x;—y) sin (XHZ’J)
{ [2m] si sm( )>0

xX+y+m

Et|z| = |Zsm( )| Et arg(z) = < nexiste pas si sin (T) =

m—" [27] si sm( = )
P41+ VZel® = VZeli + V2ol = \/_(e ++ et ) e (el(g_x + 1) =+/2e™*2 cos (g— g)ei(g_g) = 2v2 cos (g— JZ—()ei(gJ')zi).
§+)Z—‘ [27] si cos(%—’z—‘) >0
Donc, Re(z) = 2v/2 cos (g - ;—‘) cos (g + g) et Im(z) = 2v2 cos (g - g) sin (g + g) Et|z| = |2\/7 cos (g — JZ—C)| Et arg(z) = { nexiste pas si cos (g — ’2—‘) =0.
%"+)Z—‘[2n] si cos(g—;—‘) <0
1+ e +e2% = 14 e2* + e = 2cos(x) e™ + e = (2 cos(x) + 1)e*. Donc, Re(z) = (2 cos(x) + 1) cos(x) et Im(z) = (2 cos(x) + 1) sin(x). Et |z| =
xsi 2cos(x)+1>0

|2 cos(x) + 1. Et arg(z) = { nexiste pas si 2cos(x) +1 = 0.
x +msi 2cos(x) +1<0



n six = 0[2r] n  six = 0[2n]

i plX —
11. Soitn € N*.z = YiZlellx = yn-lceixyk = ein?jl &= ! = 2isin(ﬁ)ei% ) = Sin(ﬁ)ei("%)x .
= = —— sie* %1 —2— six = 0[2m] —2—— six = 0[2n]
er-1 2isin(;£)elz sin(g)
n six = 0[2m] 0 six = 0[2m]

Donc, Re(z) = {sin("s)

()

et Im(z) = s:n(( ))51 (*=2x) six=o[2n]

|
[ =,

cos (@x) six = 0[2m]

nsix = 0[2m]

Et|z| = Sl"(z) si x % 0[27] et six # 0 [2r]alors arg(z) = x [2n] si Sm(z) >0 etsix = 0 [2n]alors arg(z) = 0 [27] car n # 0.
sm(;) m(;)
x + m [2m] SlSLle <0
Sln(;)

X+ 2016 2016 2016 2016 2016
2ei%_2 2016 2(ei*-1) 2016 4isin(§)eL§ 4isin(§) sin(g) —i3x sin(g) 3(2016) sm —1162x
12. = =\"—= =l =\ = =|2—7F%5e ¢ =\2—F 2 .Donc, Re(z) =
ei2x_ply ei2x_ply e?(e?x—l) ZiSin(;x)eL‘tx sm(;x) sm(;x) Sm x

—162x [2m] sisin (’Z—C) #0

—
X

in(2) 2016 in(2) 2016 n(?) 2016
(2 :m(;x)) cos(162x) et Im(z) = — <2 ssm(;x)> sin(162x). Et |z| = <2 :l:l(;x)> etarg(z) =

x
n'existe pas si sin (;)

EX 3 Déterminer tous les complexes z tels que :
1) 3z2-5|z%|+2=0. 3) Im(
2) z%2=1

1
zz+z+1)=0'
1
) lzZl=l1-z=]}.
1)3z2-5|z%|+2=0=322-5z1?+2 =0 © 3(x% + (iy)?> + 2ixy) = 5(x? + y*) + 2 =0 © 3(x? —y* + 2ixy) = 5(x>+y?) +2 =0
= = = x=0 = x = =
6xy =0 {x Oouy=0 { {y O(:){y_ {y 0

=1 1
2-2x2-8y7 =0 lx2+42 =1 =L M =1

(:)2—2x2—8y2+2i6(xy)=0<:>{

ainsi, Sol = {1,-1,1,—1}.

2

2)  Siz5Z = lalors z # 0. Désormais z # 0. Posons z = re'®
6 — r=1
55 — a5,y — 5 L5ll —ia — 6,i4a — io re=1 —
Alors, z°Z = 1 & (re'®)°>(re'®) = 1 @ r’e®re™? =1 & rfe™? = le (:){EikEZ/A}a:an {EikEZ/ kn(:)EIkEZ/Z ez.
Ainsi, Sol = {1,—-1,i,—i}.

14 Zm
3) z2+z+1=0o2z= L3

=ets . Désormais z € (C\{e— 3 }

Im(z1 )=04= > ERoz2+z+1ERS Z2+zERS 2 +z=2+z0 2% +tz=72+722-22—(2—-2)=0

z2+z+1 +z+1
(:y(Z—Z‘)(Z+Z_)—(z—z)=O(=>(2—Z_)[(Z+Z_)—1]=O(=>(Z=Z_0uZ+Z_=1)<=>(ZE]R0u2Re(Z)=1)4=’(ZE]ROuRe(Z)=§)-
Ainsi, Sol = {x;§+ ix/x € ]R}.

4) Soit z un complexe non nul.

2
=11—z=] —1—gl=t lzI? =1 oMz =1 { oM =1 {MeC(Ol) lz]* =1
=l -zl =[] = ld=n Z"m‘:’{m it at = lom = am = v € medgo,a1 = Wt € medro, 1 2 Re() =1

\f
Im2(z) + Re*(2) = 1 Im(2)? = 2 Im(z) = +— ; ; in  —in
4 t 2 1+L\/§'1—L\/§ _ i —im
1 = = . Ainsi, Sol = ;———(=1e3,es3 (.
{ Re(z) =3 Re(z) = 1 Re(z) == { 2 2 ] { ]

Ex 3 bis Soit (a, b,c,d) € R* et z € Ctels que: ad — bc > 0 et cz + d # 0. Montrer que : Im(z) > 0 = Im (az+b) > 0.

b b d 2+adz+bcz+bd 2+(ad+b bd d—b b
az+b _ (az+ )(cz7+ ) _ aclzl*+a z+zcz+ _ aclzl*+(ad+ c)zRe(z)+ +l(a cz)lm(z). Comme ad —be > 0 et |cz +d|2 > 0 , Im(z) > 0 = Im (az+ )> 0.
cz+d (cz+d)((cz+d) |lcz+d| |lcz+d| |lcz+d| cz+d
:Im(az+b)
cz+d
EX 4 Soient (u, v,w) € U3.
1. Montrer que: [u +v +w| = |uv + vw + wul.
lu—z|

1
Montrer que : pour tout complexe z non nul, |u =g|=5t

2
3. Onsuppose, ici, que: 1+ uv # 0. Montrer que : u;
4

On suppose, ici, que: u # 1. Montrer que Re (11u) =

. ut1\"
5.  Onsuppose, encore, que: u # 1. Pour quelles valeurs de I’entier naturel n, le complexe (;) est-il réel ?

Comme u, v et w sont de module 1, nous pouvons poser u = e!® ,v = e’ et w = e® tels que a, b et c réels.
1. Alors, [u+v+wlr=@+v+w)u+v+w)=@U+v+w) @+7+w) =(e%+el +e)(e7@+ e 4 ¢7ic)
=1+ ei(a—b) + ei(a—c) + ei(b—a) +1+ ei(b—c) + ei(c—a) + ei(c—b) +1
=3 + 2 cos(a — b) + Rices(@=1¢) + 2cos (b — ¢).
Ainsi, comme u, v et w sont des complexes de modules 1 quelconques, on a prouvé que pour tous réels AB et C, |eiA +el® + eic|2 =3+
2[cos(A — B) + cos(A — C) + cos(B — ()]
[uv + vw + wu|? = |el@+D) 4 gilc+d) 4 e"(a’“c)l2
en appliquant le résultat

précédent a A=a+b,
B=b+cet C=c+a

= 3+ 2[cos((a +b)—(c+ b)) + cos((a +b)—(c+ a)) +cos((b+c)—(c+ a))]
=3+ 2[cos(a — c) + cos(b — ¢) + cos(b — a)] = 3+ 2[cos(a —c) + cos(b—c) + cos(a—b)] = |lu+ v +w|?
car VteR,

cos(t)=cos(-t)
Comme les deuxréels |u + v + w| et luv + vw + wu| sont positifs et ont le méme carré, je peux conclure que |[uv + vw + wul| = [u + v + w|.

2. Soit zun complexe nonnul.AlorsZ # O et |z]| #0.
_lwl| car |u|=1

car |\:vl’|_ w car \ww'|=|w||w 1 =|w =|-
- [ ||uz__ ldoncu==0| (_ 1) | _| | ||u||( z)|caT|£| (-0l _ 7=l carl‘i_:l |w| 2] carlwﬂl |-w| -zl

uz-1

z

12| Izl IZI Izl Izl Izl lz|

1
u—-| =
z



ia ,ib ia i(b-a)y 12 cos(*=2 ‘JFTH a=b) .t b-a\ (b+a a-by a-b’
3. Onsuppose que 1+ uv # 0. Alors, % = 1;;:%) =¢ ﬁ::mb) )Ez Co(sa(+:) )51% = Z:E“ibg el[‘”( 2 ) ( 2 )] = :Z:EL) io ws( 2 ) € R.
cos|——)e

2

4.  Onsuppose, ici, que: u # 1.

1 1 1 -1 7e_i(¥) -1 a w .. a m\\_ -1 . (a . a\\ _1 i a
o == = o8 n(-9) = g (9 - () 2 b (2)
1 1
Ainsi, Re |— ) ==
uﬂ(lnu) :mﬂ n focos@ez\| feos(@))" cos(®) \" cos(9)\" ay\"
ut1N" _ _ 2 _ 2 —_(_ 2):) —(_ 2 o [ _ a P
5. (u—l) - (ei"—l) - (Zisin(%)e%) - <isin(§)> - ( sin(g) l) - < sin(%)) "= ( cotan (Z)) i

n
Ou bien cotan(%)=01.e.5lkEZ/ %=g+kni.e..3kEZ/ a=n+2kni.e.u=—1a|ors(g) =0€R.

Ou bien cotan (%) # 0 i.e.u # —1alors (E)n ER < i" € R & npair.
Ex 4 bis Montrer que f: (z » |1 + iz|? + |z + i|?) est constante sur U.
version géométrique
Soit z € U. On note M le point d’affixe z . Alors M est sur le cercle trigonométrique.
On note A le point d’affixe i est B celui d’affixe —i. Alors [4, B] est un diametre du cercle trigonométrique.
Par conséquent, (MA) L (MB).
f@=1+izP+lz+il?=li(—i+ 2+ |z+i|]?> =|il*|-i+z]* + |z + i|?
Pythagore
dans ABM

rectangle en M
-

f2)=lz—il*+ |z +il> = MA? + MB? 2 AB? = 4. Donc f est constante égale a 4 sur U.
OU BIEN (en version algébrique)
Soit z € U. Alors il existe un réel 6 tel que z = e,

Par conséquent, f(z) = |1 + ieiel2 + e + i|2
= |1 + el‘ge"9|2 + |ei9 + eigr
= |1 + ei(gw)r + |ei9 (1 + ei(g_e))|
2 2
2 cos (% (g + 9)) ei%(gw) €92 cos <% (g — 9)) ei%(g_g)
+§)ei(%+g) 2 ZCOS(%—g)ei(%+g) ’

2
(. 6
el(74+72)

2

+

2 cos +

2

- G- v -]
; . sin 2 2 2 cos 2 2
cos(t)zsm(i—t)

s G (-t

—
cos?(t)+sin?(t)=1

=1
EX 6 Montrer que pour tous complexes z et w,
1. 1<|1+z|+]|z| 1+]lzw—=1<s A +z=1D+ A + |w—1]).
2.zl +wl + |z +w| < [2z] + |2w] 5. lz4+wl?4+ |z —wl? =2(z]2 + [w|?).
3. |z|<z|2+ 11 —2|
1

e

1=1=|1+2)—2z| s |1+ z| + |z].
1ére I.T
car 2 €ER*
2. lz+w| <zl + |w|.Donc, |z| + lw| + |z + w| < 2(|z] + Iw]) = 2]z| + 2lw| 2= |2z] + |2w].

3. Posonst=z—1ets=w—1.Alors,
14+lzw =1 =14+ |t+ DG+ D) -1 =1+ |s+t+st| <1+ sl +t|+ st =1+ Is|+ [t| +Isllel = A+ sDA+ D =Q +|z—1) + (1 + |w—1]).
4. 1°cas|z| = 1.Alors |z|?> = |z| donc |z|> + |1 — z| = |z| car |1 — z| = 0.
2tmecas |z| < 1.Alors0 < 1—|z| =|1| —|z| < |1—z|donc|z|(1—|z]) < |z||1 —z| s |1 — z| et par conséquent, |z| — |z|?> < |1 — z|. )’en conclus
2 eémelT car |z|s1
que |z| < |z|? + |1 — z].
5. lz+wlP+lz—wPP=CZ+wWEZFW+Z-wEZ=wW)=CZ+w)Z+w)+Z-w)(Z—w) =2zZ+2ww = 2(|z|> + |w|?).

q 1—znt1 1—|z|n+1

Ex 7 Soit z € Ctel que |z| # 1 et n € N. Montrer que | — e

|1=z™1| _ |(-2)A+z+z2 42| 1é7:~iIT 1—|z|™*1
Comme |z| # 1,z # 1. = = YRz < XRolzKl =X lzlk = |

|1z | | 1-z | - 1-|z|

car |z|#1
Ex 8 Soit a et b deux complexes de module strictement inférieur a 1. Montrer que : |f__;b <1
Tout d’abord, |1 — ab| = ||1| - |c‘1b|| = ||1| - Idllbll = |1 - |a||b||. Or, la] < 1et|b| < 1.Dong, |a||b| < 1et aisni|1 - |a||b|| > 0 et par suite |1 — ab| > 0.
l1-ab|>0
[Er|<1eih <1 8 la-bl<i-ablela—bl<|1-abl & la—bP < |1-ab
or,l1—abl?—la—b?=(1—-ab)(1—ab)—(a-b)(a—b)=(1—ab)(1-ab)—(a—b)(@—b) =1+ aabb—aa— bb

=1+ lal?|b|*> = |al? = |b|* = (1 = |al*)(1 - |b|?) > 0.

car |a|<1donc|a|?<1
idem pour b

P _ . R ) - P . !
J’en déduis que |a — b|? < |1 — @b|? et par conséquent, I'|nega||te|1a_m| < 1qui lui est équivalente est vraie aussi.



Ex 9 Soit u € C\{1} et z € C\R. Montrer que : Zl%lf ER& Jul=1.

Z’“ZGR@Z’“Zz(Z’“Z) = W T e (z—uD)(1— 1) = (1 — W) (Z— 1iz) & 2 — 2l — UZ + uilZ = 7 — iz — uZ + uiiz
1-u 1-u 1-u — _ 1-u 1-u
(z—u2)=z—7u2=27—u2=27—ﬁ’=2—ﬁz
1-u T-u 1-u 1-u 1-u
oz—7-uPz-2)=0=2 -0 -|uH=0= z=2z oulu>’=1< lul*=1 = lu| = 1.
S—— e
impossible car |u| est
car zgR un réel positif

EX 10 Soit n € N\{0,1}. Montrer que les racines complexes de P(z) = z™ — z — 1 sont de module strictement compris entre 0 et 2.
Soit z une racine complexe de P.Alors P(z) = z" —z—1 = 0.Donc z" = z + 1 et par conséquent, |z|* = |z"| = |z + 1] < |z| + 1.

Soit @ :(t » t" —t—1). @ est dérivable sur Rt et Vt > 0,¢'(t) =nt™ ' —1.Doncp’'(t) 2 0= nt" 1> 1< "1 > % St > (i)E
t 1 ﬁ 1

0 - 2 + -1 ) :
- (n) @ 2>1> (%) ' Donc ¢ est strictement croissante sur [2, +oo].
@'(t) — + Comme @(2) > 0,vt = 2, (t) > 0.

o \ / Alors par contraposée, puisque ¢(|z]) < 0, nécessairement |z| < 2.

3
EX 11 Déterminer les entiers n tels que : (v/3 — i) "soit réel. Représenter les points d'affixe z, = (V3 — i) tq k € [0,5].
n
AN V3 1, _ _im\" _ —in®
(\/5—1) = (2 (7 _El)) = (Ze s) =2"e ..

Donc, (V3 - i)n ERe Ik €Z/arg ((\/5 - i)n) =kr < 3ke Z/—ng =kn & 3k € Z/n = —6k = n est un multiple de 6.

-28 -26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 _;Bk=14 6

EX 12 Déterminer une fonction polynémiale P tel que : pour tout réel x, sin(7x) = P(sin(x)) .
sin(7x) = Im(e'’*) = Im((e™*)”) = Im((cos(x) + isin(x))7).
FBN
or, (cos(x) + isin(x))7 2 (cos(x))7 + 7(cos(x))5(isin(x)) + 21(cos(x))s‘(isin(x))2 + 35(cos(x))‘*(isin(x))3 + 35(cos(x))3(isin(x))4 + 21(cos(x))2(isin(x))5 +
7(cos(x))(isin(x))® + (isin(x))” .
(cos(x) + isin(x))7 = [(cos(x))7 - 21(cos(x))5(sin(x))2 + 35(cos(x))3(sin(x))4 - 7(cos(x))1(sin(x))6]
+i [7(cos(x))6(sin(x)) - 35(cos(x))4(sin(x))3 + 21(cos(x))2(sin(x))5 - (sin(x))7] .
Donc, sin(7x) = 7(cos(x))®(sin(x)) — 35(cos(x))‘*(sin(x))3 + 21(cos(x))2(sin(x))5 — (sin(x))”
= 7(cos?(x))3(sin(x)) — 35(c052(x))2(sin(x))3 + 21(cos(x))2(sin(x))5 — (sin(x))”
= 7(1 — sin?(x))3(sin(x)) — 35(1 — sinz(x))z(sin(x))3 +21(1 - sinz(x))(sin(x))5 — (sin(x))”
= 7[1 = 3sin?(x) + 3sin*(x) — sin®(x)]sin (x) — 35[1 — 2sin?(x) + sin*(x)]sin3(x + 21[1 — sin?(x)]sin®(x) — sin” (x)
= 7(sin(x) — 3sin®(x) + 3sin®(x) — sin” (x)) — 35(sin3(x) — 2sin®(x) + sin”(x)) + 21(sin®(x) — sin’ (x)) — sin” (x) .
Ainsi, sin(7x) = 7 sin(x) — 56sin®(x) + 112sin®(x) — 64sin’ (x) = P(sin(x)) ou P(t) = —64t” + 112t5 — 56t> + 7t.

EX 13 Retrouver la relation entre cos(3t), cos®(t)et cos(t).
ccos3(t)et cos(t).

EX 14 Calculer I = [3 cos(3t) sin®(2t)dt .
Euler ei3t + e—i3t ei2t _ e—i2t
cos(3t) sin®(2t) = ( )( . )
i

5
(ei3t + e—i?’t)(eizt _ e—iZt)S

2 2 " 2008
FBN 1 i . . . ) ) ) . ' ' ' '
=} _26i4i (el3t + e—LSt)[(eLZt)S + S(eLZt)4(_e—12t)1 + 10(812t)3(_e—12t)2 + 10(812t)2(_e—12t)3 + S(ezzz:)1(_e—12r)4 + (_e—LZt)S]
= E(ei3t + e—i3t)(ei10t — 58i6t + 1Oei2t - 10 e—i2t + Se—i6t _ e—ilOt)
= %(ei13t — SeiQE + 1081'5[ —10 eit + 58—i3t — e—i7t + ei7t — Sei3t + 10e—it _ 10e—i5t + Se—i‘)t _ e—i13t)
= %(eimt = SeiQt + loeist - 10 eit Iy Se—i3t__ Sei3t L 1Oe—it _ loe—ist + se—i‘)t _ e—i13t)

Euler 1
=) 261 [2isin(13t) |= 10isin(9¢) + 20i sin(5¢) — 10isin (3¢t) — 20isin(t) + -]



1

= [sin(13t) — 5sin(9t) + 10 sin(5t) — 5sin (3t) — 10sin(t) + sin(7t)]

Dong, | = Fi [sin(13t) — 5sin(9t) + 10sin(5t) — 5sin (3t) — 10sin(t) + sin(7t)]dt
1 5 5 1
25 [ 13 —cos(13t) + = cos(‘)t) — 2 cos(5t) + —cos(3t) + 10cos(t) — —cos(7t)]
5 T T 5 1 T 1 5 5 1
25 [ 13 —cos (135) +§cos (95) - 2cos(5§) +§cos(3§) + 10cos (5) —;cos (75) - <_E+5_ 2 +§+ 10 —;)]
T 5 T 5 T 1 T 1 5 5 1

= ?[—Ecos (E) —5—2cos(§) —§+ 10cos (g) —;cos(g) - <_E+6+§+8 —;)]

1= Hl(dtee)im e i tmeed)] —f-eed-3]- A

EX 15 Soit x et y des réels, n un entier naturel non nul. Calculer les sommes suivantes :

—yn  in (K sdui i Sn _yn (M
1. S, =Xr_;sin (n n). En déduire "l_l)rpw - 6 Vi = Y=o (k) cos(2kx)
2. R,=X%_,sin(kx +y) 7. S,=X"_,sin?(kx)
_yn-1_. .3
3. S=cos ( ) + cos ( ) + cos ( ) + cos (%) 8. T, = Xi=gcos®(kx)
—_yn (T o2
4 U _ Z sin(kx) 9 VVn = 2k=1 (k) N (kx)
: k= 1cask(x)
1 kTt
5. Xp=ZXilijzmsin (?)
LT
nsien=1
TNk n TNk " T= =
1. S, =Xr 1sm( ) p 1Im e " Im r_1(e™) ] Or, Yr_q(en)f = (e‘n) 1 p Or, == 0[2r] © m = 0[2nn].
n —_—
Z_ . e n Sl e'n#1 impossible
e
elm—1 il -2 i 1 i(£+1l) 1 b o
e = em = e\zn’2) = ——<COS +-)+i—F=sin + -
Zk 1( n) Ie v 215m " 2isin(%) " sin(%l) " sm( ) ( 2) (211) (Zn 2) n
=1 ! =141 ). Ainsi, S, = Bz, Im(z)—lmZz
pi 1(e n ) Sm(%)( sm( )) + Lsm(;l) cos( ) 1 + icotan (Zn). Ainsi, S, = cotan (2n)' z k L k
S 1 2 o lim i =0 - S
Sn _ _2|_m n-+oo I Re(z;) = Re z
n = man() n[mn(%)]. Comme B g o e x 1 g je peux conclure , en composant, que 1_12100 an(T) = 1 et par s| Z (z) = k
x-0 X x—0 tan (x) 1
) . . ) ) (™) =1 ix oo i
2. R, = Z;=1 sin(kx + y) — 7::1Im(el(kx+y)).lm(27€1=1el(kx+y))' or, Z;{lzlel(kx+y) Zn elkxoly — oiy Zn (elx)k = eV x [eix—_lelx sie* %1 '
nsie* =1
Or,e* =1 3k € Z,x = 2kn.
inx )
1 cas: Yk € Zox # 2km. Y7, eilorty) = lyweix = ¢ i) M elx+y) = ﬁe (B-Zexy) _ ﬂei((n%)ﬂﬂ
’ k=1 e-1 e”‘ 1 ZlSln( )eZ Sln(g) Sln(g)
(™) (e e +1=2cos
Donc, R, = Sin@ cos (( x + y))
z‘ cas: EI!E € Z xX= ZEEE n L(kx+y) — iy — o-q
— = 5Z = ne”. bone, R4 ncofz(’;)?l)n (2k+1)n (2k+1)n e 1 = 2 s
3. S—cos(11)+cos( )+cos( )+cos(1)= k=1C05(T)= 1Re IRe Zk AT )
(k) . 2\ K . emyt_ 8Ty _ isi 4T p in(4%
EtYi_ e = elﬁ Yroq (elﬁ) = el% (e _121,,) leli_rlr = %e%r 2isinG) (e} ) i _ sy e i;r Dong, S = sm(l,,l) cos (6—71)
el11-1 e'11-1 Ztsm(—) (e‘ sm( ) sm(ﬁ) =
_yn 2 = lyn _1lyn 1 nt1 2ikx

4. S, =Y sin®(kx) = —Yreoll — cos(Zkx)] = -XR_01 — = Xi_, cos(2kx) B — — —Re(Ek o e2tx),

e2in)™_q 2ix
Or, Y o e = Ji_(e?™)k =[ oo SLe™ # 1 peplus, 2 = 1 & 2x = 0[2n] & x = 0[]
) n+1si e?™ =1
Six = 0[r] alors Re(Th_,e?**)=n+1etS, = 0.
n ! .
. n 2ikx _ (e2%)" 1 _ eZ‘("+1)"—1I2isin((n+1)x) el Dx  sin((n+1)x) i((+Dx-x) — sin((n+1)x) pinx) — sin((n+1)x)
Six # 0[m] alors Xp_pe T T et (e = e © =" ¢ e [cos(nx) + isin(nx)].
sin((n+1)x) n+1  1sin((n+1)x)
e cos(nx). Alors S, = o

Donc, Re(Xh_, e?**) =
T, = Y?Zt cos3(kx).

cos(nx).

Euler | ikx g-ikxy3 FBN = ) ) ) . . ' . . . 1
cos(3kx) (—2 ) = 5((3”"‘)3 + 3(etk¥)2e=ikx  3eikx(gtkx)2 4 (g=tkx)3) = 5(3‘3"" + 3eikx + 3emikx 4 g=3ikx) = = (2 cos(3kx) + 6 cos(kx))

cos(3kx) = : (cos(3kx) + 3 cos(kx)) .
Donc, T, = Zk (cos(3kx) + 3 cos(kx)) = —Z 2 cos(3kx) += Z Z4 cos(kx).

Calculons plus generalement S(0) =Xrlo cos(kG)

"1 i )
n_cos(k) = TPzt Re(e®) BlRe[Irzi e0] et YRolelk® = Yz 1(e‘9) oo Sie” #1 or, e =1 < 3k € 2/ = 2kn
n sie? =1

1ecas: 3k € 7./0 = 2km. Alors, YiZ3cos(kf) =n

10N ; .. (o) 1Y o (n no
2mecas: Vk € 7.0 = 2km. Alors, (eliee) . el:l:_l zisin( )ei: = Sl_n(e ) 5 2 ;donc YRz cos(kf) = #COS (M)
er-1 er-1 2isin(g) ez Sm(i) (5)

RetouraT,:
1 cas: 3k € Z/x = 2km. Alors 3x = 2km donc T, = in aF %n =n

3sin(3) o =)

4 sin@) co 2
cos (22522) 3573 os () sik ERetzeC,
2 4 sm( ) 2 a|0rS
Re(az) = aRe(2)
et Im(az) = alm(z).

28mecas: Ik € Z/3x = 2km et Vp € Z/x # 2pm. Alors T, = i

1)

3émecas: Vp € Z/3x # 2km et x # 2pm. AlorsT, = -

4 sin(%x)




9.

1
AT sk (x)E]R

_ vn-18in(kx) _ ",llm(e”"‘) - n I etkx )
Un = k=0 cosk(x) — “K=0 cosk(x) - Zk cosk(x) Im =1 cosk(x)
ix \"
(e—) -1 ix
. o el gLy
n-1_e™ _ ",1( ei* ) _ ) = cos(x) il 1 o e = cos(x) & cos(x) + isin(x) = cos(x) & sin(x) =0 & Ik € Z/x = kn
k=0 cosk(x) k=0 1\ cos(x) cos(x) . cos(x) :
n st cos(x) =
lercas:Vk € Z. x # ki .
elx n emx
(cos(x)) -1 (cgg(x))n -1 _ el"X_(cos(x))" 1 _ 1 cos(nx)—(cos(x))"+isin(nx) _ 1 cos(nx)—(cos(x))+isin(nx)
_e* elx - eiX—cos(x) (cos(x))n1 - (cos(x)™ 1 cos(x)+isin(x)—cos(x) - (cos(x)n—1 isin(x)
cos(x) cos()
( elx ) 1 car -=-1
cos) ~ = 1 o _ N fes _ 1 . . _ n _ cos(nx)—(cos(x)"
eizc)_l = Sin<x)<ms<x))n_1( i)[cos(nx) — (cos(x)™ + isin(nx)] = 0 GosGy [sin(nx) — i(cos(nx) — (cos(x))™)]. Donc, U, = T
cosl(x,
28mecas: Ik € Z.x = km. U, = Im(n) = 0.
car;kﬂ—lelm
_yn-1_1 . (kT _ yn-1_1 L o) n-1 1 ke — n-1_1 %
X, = k=12k+1sm(?)— k=12k+11m(e 3) = 2k=11m(me 3)—1m( k=15771 € 3).
n-1
e3)  _ n p n p LN N
o, gno1 L Lynii(e il)" _lyn A\ 1 <2> eF 1 (5) e (o) e i[(“) ‘2"_1‘"3“9 g
) Zk= 12k+1 k=1%k T p&k=1\", -3 <£>_1 2 on eig_z T on eig_z T oon eig—z‘z
2
1T n-1 T\ ST
iz _ iz) _on-1 iz
_ i(e 3) 2(e 3) 2n"142me’3 __1 [ei(n_l)g _ Zeing _gn-14 Z”elg].
R = 2n 3 3x2n
e'3-2 =§+i¢—f—z =‘73+ii2E
T 2
donc |elg—2 =3+2=%= 3
—-_1 ; T i I I T ngin (X _ — 25 T n-1 ]
Donc X,, = Py [sm ((n 1) 3) 2 sin (n 3) +2 sm( )] T [ ((n 1) ) 2 sin (n 3) + 213,
PP km 1 . (7 V3 . . 1 [3V3 \E
. =L =¥ T _ T =1 [ =¥ 1
Vérification : X, = Y 12k+1 Sm( ) sm( ) s 3X22 [sm (3) 2sin (2 3) + 2\/§] o [ 5 ] . Ok !
i (2 Zn () S () £ E2 2 on (03] -2 52)+ 28] = 5 0] =22 o
X; =251 S Sin ( 3 22sm 5) T =sin s T e = 10 St ogs |SID 2 3 2sin +2%/3 w6 125 o Ok !!

car ER

v, = Z=0( )cos(ka) = ( )Re(elz"") = »_oRe ((Z) eiz"") = Re (Z’,}zo (Z) eiZk").

o (7]:) eikx = yn_ (k) (e?¥)e=3n_ 0( ) (e2X)k 1=k = (1 + )" = (2 cos(x) ™)™ = 2™ cos(x)™ e™™*. Donc, V, = 2" cos(x)" cos (nx).

&3
T2

je linéarise
sin?(kx)
avec cos(260)=1-2sin?*(8) 3 . . L
Sp = Xr_,sin? (kx) = ; R o[l —cos(2kx)] = EE};:O 1- ;ZEZO cos(2kx) % —SRe (X, e2ikx).

n+1

e2ix

. . 1 2ix .
Or, Xr_, ekx = yn_ (e2ix)k ={ oy Ste?" # 1 pe plus, e?* = 1 & 2x = 0[2n] & x = 0=l

n+1si e?* =1

Six = 0[r] alors Re(Th_oe?**)=n+1etS, = 0.

nt ] .
. n 2ikx _ (e2)" " _q _ ez‘("“)"—llzisin((n+1)x) el Dx  sin((n+1)x) (4 Dx-x) — sin((n+1)x) i) — sin((n+1)x)
Six # 0[m] alors Yjp_,e?" ™ = P vietn () = T ¢ = o € = T [cos(nx) + isin(nx)].
Donc, Re(Xh—o e2ikxy = %cos(nx) Alors S,, = %1 - %W cos(nx).
10. T, = X}Z3cos3(kx). eLinéarisons cos®(kx)
Euler

11.

ika 4 g—ikxy 3 FBN ) ) . . . . . ; . .
cos(3kx) (—g +2e ) = é((e”"‘)3 + 3(e**)2g~ikx 4 3eikx(g=ikx)2 4 (g=ikx)3) = %(6‘3"" + 3etkx 4 3eikx 4 =3ikx) = é(Z cos(3kx) + 6 cos(kx))

cos(3kx) = %(Cos(Skx) + 3 cos(kx)) .
Donc, T, = Zﬁ;éi (cos(3kx) + 3 cos(kx)) = iz‘,}(‘;é cos(3kx) + 327@;3 cos(kx).
eCalculons plus généralement S(8) = Y.7-3 cos(k9) :

91 .
n-dcos(kg) = YrZiRe(e0) BRe[LRzL e*0] et pztetk® = ¥0- 1(3‘9) ey St el # Lor e =1 3kez/ =2kn
n sie =
1ecas: 3k € 7/0 = 2k, Alors, YrZdcos(kf) =n
noy M0 o n .

- ) Alors, (exiee) -1_ ez:tee_l zisin(;)ei: _ Sl_n(e?e)el(n 16 . done COS(kH) — (979) cos (w) Sl € Retz € (C,
Zraasivle e 1.0 2 2k et el @)y sin(3) sin(2) 2 alors
Retoura T, : I Re(az) = aRe(2)
1°cas: 3k € Z/x = 2km. Alors 3x = 2kmdonc T, = n+ n=n et Im(az) = alm(z).
2!mecas: Ik € Z/3x = 2km et Vp € Z/x + 2pm. Alors T, = in aF 35;11;((5) cos (@)

ny . T 1-cos(2kx) n n n n
W = i) sin? O = Xieo (1) =757 = 520 () =12 (i) c0s(@) = £ [T ()] = [k (i) st |
le terme
k=0
est nul.

1 1
W, = 5 [2™] + 5 [27 cos(2x)™ cos(2nx) | = 21 + 2™ cos(2x)™ ! cos(2nx)

EX 16 1) Calculer de deux maniéres (1 + i)™ et en déduire : S, = Yg<zr<n (Zr;{) (—1)* et T, = Yocoksizn (Zkrfl- 1) (=D)*.

LT
2) On pose j = e*'3
a. Calculer 1+ j + j2? et jP suivant les valeurs de I'entier naturel p puis placer les points M, d’affixe jP dans le plan complexe.

b.  En déduire les valeurs des sommes : U, = Y o<r<n (32) , = M o<kzn (3k3i 1) et W, = Yo<ken (3k3i 2).

1) D'unepart,z=(1+0)"= (\/Eei%)n = (\/E)nei% = (\/E) cos (nTn) +i (ﬁ)nsin (%n) . Donc (\/7)” cos (%) = Re(2)et (\/f)n sin (%) = Im(2).



D'autre part, z = (1 + )" = X7, (;l) P =3"0 (;l) P 43" poo (Z) iP = E:JO( n) i2k + Zl J(Zk 1 )iZk“
p pair p impair
z=(1+)"= l J (Zk)( Dk + ZL OJ (Zkrfl— 1)( 1*i = S, + iT,. Comme S, et T, sont des réels, S, = Re(z) et T,, = Im(z). Alors par unicité des parties réelle et in

d’un complexe, S, —(\/—) cos( )etT —(\/—) sm( )

2)
1 sip=0[3] 1 sip=0[3]
a. jP=e¥i={e*asip=1[3] ={ jsip=1[3]
e i p= 2[3] 2 sip = 2[3]
X 3n 3n\ . 3n\ . 3n\ . 3n 3n\ . 3n)\ .,
b ()= f’n"(p )’p "o (p )’p +2%=0 (p )’p +2%=0 (p )’p =X%=0 (p ) +2%=0 (p )’ +2%5=0 (p)JZ
p=0[3] p=1[3] p=2[3] p=0[3] p=1[3] p=2[3]

(=33 = Uy + Vuj + Wyj? Donc, (=1)375" = U, + Vyj + Wpj?.

Donc, (D" =U, +V,j+ W, j2=U, +V, (—— + l£) + W, (—— - l?) =U, —%V,} - iW + iﬁ[l/}L — W,,].Donc, par unicité des parties réelles et imaginaires d’un

3n
complexe, U, — iVn _§W" =(-D"etV, — W, = 0.De plus, U, +V, + W, = 13, (p ) 23" = 8", Ainsi U, V,, et W, vérifient le systéme linéaire :

Vo~ W, =0 V= 1, = W, W—-[B“—(—l)”l-
Un1+ Vu j‘ Wo=8"  ponc U, + 2V, =8" Donc{ 3V, =8"—(—1)" .Ainsi, = 5[8“ - (=D .
Un—;Vn—;W (=1 U,—V, = ( nn" 3U, =8"+2(-D)"

n =318 +2(-1)")

EX 17 Soit a un réel fixé . Déterminer le lieu géométrique des points M d’affixe z telle que :

1. [|2z—-iz+1]=3 5. arg((2z—i)(iz—1)) = 0[x] g AHSicp-s
2iz+1 z=3i\ _ n z—3i
1-2i-(1+iv3)z| 6. arg (E{+Hz‘i))z_ 2 [an 9. zi € iR.

z+1-if 7. arg(—— =—-[2n i-z \ _
= 2zl 2 . g (2“(2_1)) 4[ ] — Re (22+3—i) =
4. arg(z—1)=- [TE]
2z —iz+1] _3@ l2-Dz+1l=3e|@-D[z+]|=3e1@-Dl|z+ | =3=VE|z+ 1| =3 |2+ =%
= MA=2oM appartient au cercle de centre A et de rayon —. =

Aff=2=-(3)

5

6.Soit M(z) unpointtelque:Z—3i#0 et 54+i—Z#0ie.z# —3ietz#—-5—iie.

arg (52::12) = g[Zn] S arg (::ilz) = ——[27'[] = arg(Z 312) = —g[Zn] < (MA,BM) = —g[Zn] < (AM,BM) = g[Zn] S M#BetM #
A et M est sur le demi — cercle supérieur de diamétre et délimité par [A, B].
7.arg (%) = ——[271] S1-(1—-Dz #0et2+i(z—1) # Oetarg(—X21 ;jz) = —%[21:]
1+i
1 1+ z
= thm:—l etz #1 +ZLetarg<(1 +i) X — (1j21)> ——[2n]

1+l
=>Z¢—etz qt1+2u3targ(1+t)+arg<Z >——§[2n]

z—(1+2i)
Aff(A)=(1+2i)
AffB)=1

~

S  M+BetM ¢Aet%+(m,m)=—§[2n]
& M#BetM # Aet (AM,BM) = —g[Zn]
< M #BetM # Aet M est sur le demi — cercle supérieur de diamétre et délimité par [A, B].

. . . . _1-2i
8. Soitzuncomplexetelque 1 —2i— (1+iV3)z# 0i.e. z= s
AfF(A)=1i
|2i|=2=|1+i‘/§| 1. 1. AFf(B)= (1 2‘/») (2:‘6)1'
| 2iz+1 | | 21(2‘*‘ ) 12i] | Z+7 ~ | z—3l |Z—§l| ~ MA
: . 1-21 = 1-20 =1 = =1& =1 L d —=1
ll_ZL_(lﬂﬁ)zl |(1+L‘F) 1+i\/§_z) [1+iv3] |1+uf |(1_‘/§)_(1+§)l_z |(#§)—(¥)i—z| MB
< MA = MB < M € med|[A4, B].
9.  Soit z un complexe tel que : z # 3i.
Aff(B)=-2-5i
Aff(A)=3i
Z+2+5i

— ER™ & z=-2-05i et arg (i;sl) = n[2m] = M # B et (W,W) =n[2n] © M #B et (W,W) = n[2m]
<:> M € [A,BI\{4, B}
EX 18 1) Déterminer I’ensemble des points M d’affixe complexe z tels que : M, P d’affixe z2 et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle rectangle (puis
isocele).
2) Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que les points M (z), P(z*) et Q(z*) sont alignés.
3) Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que les points M (z), A(1) et P(1 + z°) sont alignés.
1)Alorss M=PouP=QouM=Q @ z=z?0uz’*=z%uz=2z(1-2)=00uz?(1-2)=00uz(l1-2)(1+2) =0 < z € {-1,1,0}.
Désormais z & {—1,1,0}. (sinon MPQ n’est pas un triangle !!)
TRIANGLE RECTANGLE :
. M, P d’affixe z2 et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle rectangle en M

=(PM) L (QM) « (PM,QM) =[] = arg(

—

) =inl@argl+2)=2 [7':] e (L, BM) = g[rr] & M est sur la droite D passant par B et dirigée par J.

ou
Aff(B)=-1
. M, P d’affixe z2 et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle rectangle en P



— 2_,3 .
<(PM) L (QP) & (MP, PQ) = g[n] & arg (222722) = g[n] o arg(z) = g[n] e I,0M) = g[n] & M est sur la droite des imaginaires.
ol Aff(B)=—1

. M, P d’affixe z% et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle rectangle en Q

=(QM) L (QP) & (W, m) = g[n] & arg (z;—j) = g[n] & arg (Zj—l) = g[n] e (W, W) = g[n] & M est sur le cercle de diamétre [0,B] .
ol Aff(B)=—1

Ainsi, Sol = (D U (0y) U Cjo,5)\{0, B}
TRIANGLE ISOCELE :
. M, P d’affixe z2 et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle isocéle en M

—73
@PM=QM(=)|Z—ZS|=|Z—ZZ|@|ZZ|=1@

z—2z3

=1 |z+ 1] =1 BM =1 & M estsur le cercle de centre B et de rayon 1.

|z—2z2| z-z2

. M, P d’affixe z2 et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle isocele en P
=2 _ o
lz=2z2|

z2-z3

SPM=QP = |22 -23|=|z-7} =1 |z| =1 OM =1 & M estsurle cercle de centre O et de rayon 1.

. M, P d’affixe z? et Q d’affixe z3 soient les sommets d un triangle en Q
|22-22|
1z3-z
Ainsi, Sol = (€(0,1) U C(B,1) U med]0,B])
2) SiM =PouM = QouP = Q alorsles points M, P et Q sont alignés.
OrM=Po zZ=zz2z-1)=0=z=00uz=1.
M=Q oz*=z2z-1)=0=22zz-1)(Z*+z+1)=0 e z=0ouz=1ouz=jouz=j%
car les solutions
de 1+z+z2%2=0

sont les racines 3iemes
de l'unité sauf 1

P=Q © z*=2z? o227 N0 2z-1)Ez+1)=0=z=00uz=1louz= -1
Donc finalement, si M € {0,A(1), B(—1),C(j),D(j?)} alors M,P et Q sont alignés.
Prenons maintenant z ¢ {0,1, —1; j; j2}. Alors, M,P et Q sont distincts. Par conséquent,
2%(2-1)(z+1)
M,P et Q sont alignés @(MP PQ) =0[n] & arg ( ) = 0[r] & arg (ZZ(Z—_i:
Szz+D)=zz+ D)o zE+ 1) =27+ 1)=z2 - 724+2z-7=0=2@2-2)(@Ez+7+1) =0 z=70u2Re(z) = -1 < z€ RouRe(z) = —-.

z

z+1

=1le ﬁ =1 |z+1| = |z| © BM = OM < M est sur la médiatrice de [0,B].

SQM =QP = |23 -2 =2 -zl &

) = 0[r] ® arg(z(z+ 1)) = 0[n] © z(z+ 1) ER*

& M est sur l'axe réel ou sur la droite Dvertciale d'équation x = —%.
Ainsi, So/=D U (Ox) puisque les points 0,4,B,C et D sont aussi dans cet ensemble.
1) SiM=A(iez=1)ouAd=P(iez=0) ouP =M ((i.ez= eliz=e ) alors les points M, P et A sont alignés.
(eneffet, P=M o 1+z22=z<22—2+1=0 e z=1+Ti‘6=eiT5[ouz Hl‘r e ).
A=1—4=—3=(i\6)2
Donc finalement, si M € {0,A(1),C (eig) ,D (e_ig)} alors A, M et P sont alignés.

LT
—iZ

LT
Prenons maintenant z & {0,1, e's,e 3}. Alors, M,P et Q sont distincts. Par conséquent,

M,P et A sont alignés :}(MP PA) = 0[n] & arg (HZ ) =0[r] & arg( 21)) =0[rleoae —1) ER* & (22—21) = ((22-21)) = (22_21) = (;—_Zl)

©22(7-1)=720V2(22) —72(z2) — (22 —7) =0 (z—-2D)|zI> - (2 —Z)(Z+ D=0 z-[zP-(=Z+2)]=0
Sz—72=00ulz?-(z+2) =0 z=7Zoulz|? =2Re(z)=z€Roux*+y?-2x=0=zERou(x—1)?-1+y2=0
szeRouu(x—1D?+y?’=1ozeRoulz—1>?=1=z€Roulz—1| =1 M est sur 'axe réel ou AM = 1

& M est sur l'axe réel ou M est sur le cercle de centre A et de rayon 1.

Comme O, D et C sont sur le cercle de centre A et de rayon 1, je peux conclure que Sol = C(4,1) U (axe réel).

L2TC
EX 19 Soit a, b et c trois complexes distincts et 4, B et C leurs images ponctuelles respectives. On note j = e'3 .

1. Compléter j3 =-.et 14j+j2="--.
2. Montrer que: le triangle ABC est équilateére direct (Cf dessin)si et ssi a + bj + cj? = 0 @
; C
1. j3=1,j= e 3 =—- + L‘F etj?= (e 3 )2 = —% - i? =e '3 =J.Donc, 1;j etj* sotn les racines troisiémes de I’unité, leur somme est nulle i.e.
1+j+j%==
2. ABCest eqwlatere direct sietssi (AB AC) =- [271] et AB = AC sietssi arg (g) = g[Zn] et|lb—al =|c—al
sietssi arg( ) =I2n]et |—| = 1 sietssi ;— = le 3 sietssi g =1+jsietssi (c—a)—(1+j)(b—a)=0

care.g——jz 1+j
s . N cipect 2
sietssi ]a—(1+])b+c—05|et55|a—( +1)b+ c =0 sietssi a+ (*+ Db+ j*c=0 sietssi a+jb+j%c=0.
carf—] 2 car 1+j+j2=1
EX 20

1) Soita = f Représenter les points M,, d'affixe a™ tqn € N.

2)  Soit (Up)nen telleque:uy = 1let Vn € N, u,q = ;un + ;l et u, affixe de M,

a)  Montrer que tous les points M,, sont alignés.

b)  Exprimer u, en fonction de n. Déterminer la limite des suites Re(u,, ) et Im(u,, ).
Zn+2(1-0)

3)  Soit (z,) la suite de nombres complexes définie par: z, = ietVn € N,z,,, = P
-

On note M, le point image de z,.
a) Calculer z; et z, .

b)  Trouver deux suites constantes égales a p et q (telles que |p| > |ql|.)qui vérifient la méme relation de récurrence (*x) que la suite (z,) .

c)  Montrer que la suite (z"_p) est géométrique.
Zn~q/ neN
d) Endéduire z, en fonction de n et Déterminer la limite des suites Re(z, ) et Im(z, ).

x+ay+a’z=0

Ex 21 Soit @ un nombre complexe . Résoudre le systéme (S) : 4 @x +y + az = 0 d'inconnue (x,y,z) € C°.
ax+ay+z=0

Cf corrigé DL 3



