Corrigé du TD 23 Espaces euclidiens

Ex 0 Est-ce un produit scalaire ?

0 0 1
SoitA = (1 0 O). L’application ¢: ((X,Y) = XTAY) est-elle un produit scalaire sur M5 ; (R)?
010

. R? - R
L . . ‘, A 0

Ex 1 Est-ce un produit scalaire ? Soita, b, c et d desréels et ¢: ((x, ), (x',y") o axx’ + bxy’ + cx'y + dyy’)'
a) Justifier que ¢ est bilinéaire et symétrique.
b=c
b) Montrer que @ est produit scalaire sur R? sietssi { a>0

b2—ad<0
Ex 2 Montrer que @: ((P, Q) — Y15 P(n)Q(n)e ™) définit un produit scalaire sur R[X].

Ex 3 Soit a = (a,,)une suite d’éléments de [0,1]. On note A = {a, /n € N}.

A.Préliminaire : A est dense dans [0,1] lorsque tout intervalle inclus dans [0,1] contient au moins un élément de A4 ; autrement dit
lorsqu’ entre deux réels de [0,1], ily a toujours un élément de A.

Montrer que si A est dense dans [0,1] alors tout élément de [0,1] est limite d’une suite d’éléments de A.

B.Soit £ = C°([0,1], R) et ¢(f,9) = N0 f (@n)g(@n) -
1. Justifier que : V(f, g) € E?, o(f, g) existe bien.
2. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E sietssi A est dense dans [0,1].
u v

Ex 4 Soientu et v deux vecteurs non nuls d’un espace préhilbertien. Montrer que ”W e

_ Mlu=vll

vl

Ex 5 CAUCHY-SCHWARZ.... Dans R"
1. Soitx, y, et zdes réels tels que 2x% + y? + 3z < 1. Montrerque (x + y + z)? < %.
2. Soit (xq,x5,..,%,) € R™
a) Démontrer que (XR_; x,)2 < nYR_, x2.
b) Onsupposeicique Vk € [1,n],x;, > 0 et Y7_; x; = 1. Démontrer que Zﬁzlxi > n?. Etudier le cas d’égalité.

3. Soita,betctroisréelstelsquea? +b?>+c?2=1.0nposes=a+b+c etD =

=
a b
c a
b ¢

Q T 0

a) MontrerqueD = %5(3 —s2).

b) Justifier que |s| < V3.
c) Endéduire que|D| < 1.

2
4. Démontrer que : si X est une variable aléatoire non nulle a valeurs dans N et sur un univers fini alors % < P(X 21) (ctmo

variables
aléatoires)

Ex 6 CAUCHY-SCHWARZ.... Dans M,,(R) Justifier que V(4, B) € S,,(R)?, [tr(AB)]? < tr(4®)tr(B?).

Ex 7 CAUCHY-SCHWARZ.... Dans C°([a, b], R).
1. Soitf € €°([0,1],R*).Vk € N, on pose I, = f01 x*f(x)dx. Montrer que V(n,p) € N2, 12, < I l5,.

2. Déterminer inf {(ff f) (f: j—lr) /f € C°([a, b],IR{’r*)}.
3. Soit f une fonction de classe C* sur [0,1] & valeurs réelles et telle que f(0) = 0.
a) Soitx € [0,1] .Montrer que: f(x)? < xfox f'(t)2de .
b) En déduire que : folf(x)zdx < %folf’(x)zdx.
4. Soit f et g réelles et continues sur [0,1] et telles que folf =0.
Montrer que (folf(x)g(x)dx)2 < (folf(x)zdx) (folg(x)zdx - (folg(x)dx) 2).
1. Onmunit €°([0,1], R) du p.s. (flg) = [ fF(©)g(t)dc.

Soit f € C°([0,1],R") et (n,p) € N%2. On pose.Vk € N, g, = x*/f (x).

Alors, gx € C°([0,1],R) et I,,,, = fol x™Pf(x)dx = folx"./f(x X xP f(x)dx=(gn|gp).Alors Cauchy-Schwarz assure que :
2 . 2 2
(gn|gp) < II‘(]nHZ”gp”2 e Iiy < fol(x”./f(x)) dx % fol(x”,/f(x)) dx = folxznf(x)dx X fol xPf(x)dx = Iy X I,. OK!!



Ex 8 CAUCHY-SCHWARZ....Dans R[X]Justifier que VP € R[X], [, tP(t)dt]* < 2 [ (P(t))%dt.

Ex 9 Soit (n,p) € (N*)%et (E, (. /.)) un espace vectoriel euclidien de dimension n. Soit e, e, ..., e, p vecteurs de E tels que :
Vk, llegll = 1et Vx € E, [|x||? = Xh_, (x/ex) %
1. Montrer que B = (ey, €y, ..., €,) est une famille orthonormée. Déterminer (vect(B))".
2. Endéduire que B estune basede E etp = n.
1. Par «définition », les vecteurs de B sont unitaires. Soit i € [[1,n].
1= lell* = Xhoq(ei/en) * = Tiema(ei/en) * + (ei/e)® = Ti—i(ei/ex) * + 1. Donc Xy (ei/ex)* = 0.

k#i =|legll4=1 k#i k=#i

Y _i(ei/ex)* estdonc une somme nulle de réels positifs. Ces réels sont donc tous nuls : Vk € [1,p]\{i}, (e;/ex)>*= 0
ki
i.e. (e;/er) = 0. Ainsi, e; est orthogonal a tous les autres vecteurs de B.

Ainsi, B = (ey, ey, ..., ep) est une famille orthonormée de vecteurs de E.
2. Og € (vect(B))* car Vk € [1,p], (0g/e;) = 0.
Soity € (vect(B))*. Alors, : Vk € [1,p], (v/ex) = 0.Par conséquent, |lyll*> = X}_,(¥/ex) * = 0. Par suite, y = Og.
J’en déduis que (vect(B))* = {0z}
3. {0g} estle seul supplémentaire de E dans E. De plus, {0z} 1 E. Donc, comme dimE < +o, E+ = {Og}et E = {Og}*.
E = {0g}* = ((vect(B)H)* = vect(B).
car dim(vect(B)))<+o
Cela signifie que B est génératrice de E. Comme B est orthonormée, B est libre. Ainsi, B est une base orthonormée de E.

Ex10 Soit E un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E. On note pr la projection orthogonale sur F. Montrer que :
v(w,v) € E?, (pr(W)/v) = (u/pr(v)) = (pr(w)/pr(v)).

Soit (u,v) € E2. Alors u = pp(u) + ppi(u) et v = pp(v) + ppL(v). Donc,

(r)/v) = (pr(W)/pr(W) + p (V) = (PrW)/pr(W)) + (PrW)/PrL(¥)) = (Pr(W) /Pr(V)).

=0car
pr(U)EF et

pFJ. (V)EFJ_

De méme, (u/pr(v)) = (pr(w)/pr(v))

Ex11 V(P, Q) € R, [X]% onpose (P,Q) = Y}¥_, P®(0)Q™ (0).

1. Montrer que ((P,Q) = (P, Q)) est un produit scalaire (p.s) sur R, [X].On munit désormais R, [X] de ce produit scalaire.
2. SoitH = {P € R, [X]/P(1) = 0}. Justifier que H estun ss-e-v de R,,[X] et déterminer H*. Calculer la distance de X a H.

3. Déterminer les uniques réels positifs g, A4, ..., A, tels que (4,X*);-o.» €St une base orthonormée de R, [X] pour ce p.s.
4. Endéduire le projeté orthogonalde T = 3X™ —4X™™ 1 + 5X3 + 2X2 — 1surF = {P € R, [X]/P(X) = P(—X)}.

1 ~ ~
Ex12 V(P,Q) € R,[X]% (P/Q) = [, P()Q(t)dt.

1. Montrer que (./.) estun p. s sur R, [X].

2. Pourn = 3, trouver une BON de R3[X] muni de ce p.s.

3. SoitH = {P € R, [X]/XP(X) = P(X?)}.Montrer que VQ € R, [X],py(Q) = Ef_ll t(j(t)dt] X.

Ex 13 On munit R*du produit scalaire canonique. Soit H = {(x,v,z,t)/x —y+z—t = 0}etF = {(x,y,z,t)/x+y=y+z=z+ t}
1. Montrer que H est un hyperplan et préciser H*.

2. Déterminer une base orthonormée de H.

3. Déterminer la matrice de py et celle de p,Ldans la base canonique de R*.

4. SoitX = (x,y,zt) € R% Déterminer d(X, F).

Ex 14 On munit M,, (R) du produit scalaire usuel : (A/B) = tr(ATB).

1. Prouver qu’il s’agit bien d’un p. s. sur M, (R)

Déterminer D, (R)".

Montrer que VA € M,,(R), |tr(4)| < Vn|lA]|.

Montre que V(4,B) € M,,(R)?, ||AB]| < ||A|llIBII.

1. SoitA = (a;;),Bet C € M,(R).Soitaetbréels. (4/B) = tr(A"B) € R.

(aA + bB|C) = tr((aA + bB)"B) = tr((aA” + bBT)C) = tr(aA”C + bB”C) = atr(aA’C) + btr(BTC) = a(4|C) + b(B|C).
(A|B) = tr(ATB) = tr((A"B)T) = tr(BT(AT)T) = tr(BTA) = (B|4).

(AlA) = tr(ATA) = ¥}, X}, a}; = 0. Enfin,

g > @ N



(Al1A) =0 = V(i) € [Ln]? T, S0, af =0 = V(i) € [Ln]% a} =0 & V(i,j) € [Ln]%a;; =0 = A=0,.

[N A —
somme nulle de
réels positifs.

Dong, il s’agit bien d’un p. s. sur M, (R).

2. D,(R) = vect((Ey)i=1.n)". Donc, D, (R)* = {4 € M, (R)/Vk € [[1 n], (A|Ekk) = 0}.
SoitA = (au) etk € [1,n].0On pose Ey; = (eu) vk € [1,n], (A|Ey) = fei

Apq i

C.S.
4. Soit A€ My(R), |tr(A)| = [er(l," A)| = |Unl DI 2 U1V (AIA) = VrllAll
5. Soit (A,B) € M,,(R)?. Posons A = (aij) etB = (bij) etAB = (cij).Alors Cij = Xi=1 Aikby;

2
Done, I4BII* = T, Ty ¢f; = Ty X1 (Tkes auchy)

Or, C.Sdans R™, muni de son p.s. usuel, assure que : (Y- 1alkbk1) <R 1alk) (r 1b,ﬁj).Donc,

w35 (S 550 - SwnSu- (S5 (S 5n)

n
i=1] i=1j=1 Prodult de 737 j=1
deux sommes

Jen conclus que: [|AB]|? < ||A|I?IBII?.

Ex15 v(P,Q) € R[X]% (P/Q) = [, P(O(t)V1 - t2dt.
1. Montrer que (./.) est un produit scalaire sur R[X].
2. Montrer qu’il existe une unique suite de polynémes réels (Q,)ncy telle que Vn € N,Vu € R, sin((n + 1)u) =
sin (1)@, (cos(w)). Déterminer le degré et coefficient dominant de Q,,.
3. Montrer que la famille (Q,),enest orthogonale.
. R3 = [R .o . ;. s
4. Soit g: ((a, b,c) > f_ll(t3 +at? + bt + 0)/1 — ¢2 dt)' Montrer que g admet un minimum et préciser en quels points ce
minimum est atteint.
1. |On montrer facilement que (./.) est bilinéaire, symétrique et positive.
car (tH\/l—Tﬁ(t)z)est continue

positive et d’ intégrale nulle sur [—1,1]

1
(P/P)=0= f J1—t2P(t)2%dt =0 S vt € [-1,1],y1—-t2P(t)? =0 = VvVt €] - 1,1[,P(t) = 0
-1
< P admet tous les réels de | — 1; 1] comme racines = P est le polynome nul.

[——7
le polynome
nul est le seul
polyndéme ayant
une infinité de racinces

Ainsi, (./.) est un produit scalaire sur R[X].
2. Soitne€Netu€eR

sin((n + Du) = Im(e!®D%) = tm((e™)™*1) = Im((cos(u) + isin(w))**1). Or,

k

= Zn;:o (n : )cos(u)"“ ~* (isin(w)* + Z reo (n Z 1) cos(w)™ 1k (isin(w))*.

k pair k impair

(cos(u) + isin@)™1 = > (" 1) cos(uyr i isinu))*
k=0

réel imaginaire pur



. _ yntl n+1 1=k (;oi k: (”"‘ ) n+1-(2p+1) (i o
Donc,lsm((n+ 1)u) kiﬁmzp(:lir( i )Cos(u) (lsm(u)) H 2+ 1 cos(u) (lsm(u))

2p+1

Donc, sm((n + 1)u) = sin(u) ZS;“H (Zp +11) cos(u)™ 2P (=1)P(1 — cos*(w))? = sin(u) Q,,(cos(w))

en posant Q,,(X) = Z:‘:’i“ln] (27;-:11)X"‘21’(—1)1’(1 — X?)P.

degQ,? codomq@Q,?
deg (27;111) X"2P(—1)P(1 — X*)? = n — 2p + 2p = n donc Q,est la somme de polyndme de degré n. De
N+ 1\ vnapc 1yo(q — 2p_(n+1) P p_(n+1) e (n+1) ) .
plus, codom (Zp + 1)X (P - Xx*)P = 2+ 1 (-DP(-1) 2+ 1 Comme 20<p<l m\2p+1 est strictement positif
s n+1 _
donc non nul, degQ,, = n et codomQ,, = Zo<p<an <2p 4 1) Calculons ce codom :
5 (n +1 > 4y (n + 1) o (n + 1) _ o1
o<p<l J Zp +1 0<p<[n+1J Zp 0sksn k -

et 3 nny (") = By (5 1 1) = Zosken -0 (T 1) = L= 1 =0,

o n+1Y)_ onit pioa _ on
Donc, 22 pel?] (Zp n 1) = 2™"*1 Ainsi, codomQ,, = 2™

3. Soitn et m deux entiers naturels distincts.

1 0
@/ = | GOGWVT=Ca = [ Gcos) (o) T= 052 (—sin(uw))du
-1 cv T
ate s
i

= fﬂ@(cos(u))@n(cos(u))Isin(u)l(sin(u))du f Q,,(cos(u))Q,, (cos(u))sin®(w)du
0

car 51n(u)>0
pour uelo,r]

= Jnsin((n + Du) sin ((m + Du)du

sinasinb:%[cos(a—b)—cos(a+b)]

2 fo > [cos((n — m)u) — cos((n + m + 2)u)|du
car n#m
"“’}32*0 1 [sin((n - m)u) sin((n +m+ 2)u) i
2 n—m n—m+2 0
= 0

car VkeZ,sin(km)=sin(0)=0
Donc, lafamille (Q,) est orthogonale sans polynéme nul donc cette famille est libre.
R3 - R
4. Soit g: .
I\ (@b, » [1(¢3 +at? + bt + o)1 - dt

A={g(a,b,c)/(a,b,c) € R} estun ss-ensemble non vide de R, minorée par 0 . Donc inf (4) existe et est finie. Je remarque que
gla,b,c) = 1X3 +aX?+ bX +c|? = ||1X3 — (—aX? — bX — 0)|%.
Donc, A = {d(X3,—aX? — bX — ¢)?/a,b,c réels} = {d(X3,aX? + bX + ¢)?/a,b,c réels} = {d(X3, P)?/P € R,[X]}. Alors d’apres le
cours, inf (4) = mind = d(X3, Ry[X])? = ||X* — pr,x (X3)||2.Ainsi, min(g) existe etmin(g) = || X3 — pRZ[X](X3)||2.

Déterminons pr,x (X3) :
Comme (Q,, Q1, Q2) est une famille orthogonale, libre et maximale dans R,[X], (Q,, @1, @) est une base orthogonale

de R,[X].Alors, ( Q_ % 9% ) estune BON de R, [X]. Par conséquent

Qoll” Q" llQ2ll
X3 3\ Qo Q1 3) Q1 Q2 _ X3
Pr,[x)(X°) = (IIQoII /X )||Qo||+(||ol|| /X )||Ql||+(||oz||/ =(Qo/X Via

+ (Qu/X) 2

(QZ/ 3)"Q|P

IIQ [ 1o I|z lQ1 I|2



Vu € R,sin (u) = sin(u) X 1 donc Q, = 1.

Vu € R,sin (2u) = 2sin(u) x cos (u) donc Q; = X.

vu € R,sin(3u) = sin(2u) x cos(u) + sin(u) cos(2u) = 2sin(u) x cos?(u) + sin(u) (2cos?(u) — 1) = sin(u) [4cos?(u) —
1] donc Q, = 4X% — 1.

1 0
(Qo/X®) = f t3J1 —t?dt = f cos3(u)4/1 — cos2(u) (—sin(u))du = f

s 0

_ [sin*w) sins(u)n_
S

7Tcos3(u) sin*(uw)du = jncos(u)(sin2 (w) — sin*(w))du

B 3
T

(0,/X3) = fl t4/1—t2dt = focos“(u),/l — cos2(u) (—sin(w))du = J- cos*(u) sin?(u)du

T 0

1 (" -
= ﬁj; cos(2u) — cos(6u) — 2 cos(4u) + 2du = e

1 0
(Q,/X3) = j (4t> —t3)y1 —t2dt = J [4cos®(u) — cos®(u)]y/1 — cos?(u) (— sin(u))du

=4 jncoss(u) sin?(u)du — J- cos3(u) sin®(u)du = 0.
0 0

De plus, [|0;]1? = (X/X) = f_ll t2V1 —t2dt = f: cos?(u){/1 — cos?(u) (— sin(w))du = fon cos?(u) sin?(w)du = ifon sin?(2u) du =
lf” 1-cos(4w)  ~_ 1[4u—sin(4w) "
4], 2 “ -

T4 8

A

o 8

1
Donc, lez[X](Xs) =L X = EX

SIENE

Alors, min (g) = ||X3 — p]RZ[X](X3)||2 = ||X3 - %X”2 = f_ll(t3 - %t)z 1—t3dt = f: (cos3(u) - %(u))zsinz(u)du = 1:_8

Ex 16 Calculer inf , per: f:(ex —acos(x) — bsin(x))%dx.=

Ex 17 Soit E = C*([—1,1], R)muni du produit scalaire (f/g) = f_llf(t)g(t)dt.
A. SoitH = {f € E/f(0) = 0}. Montrer que H est ss-e-vde E et H* = {0}. Que pensez-vous de (H1)* ?
B. Etudions deuxfamilles orthogonales.

[-1,1]-R
x e (x2—1)"

2. a) Montrer que pour tout entier naturel n, ’équation xtan(x) = 1 admet une unique solution x,, dans ' intervalle]nm, nm + g [-

1. Vn €N, on pose un:< ) etp, = ufln).Montrer que (p,)nenest une famille orthogonale de E.

b) Justifier que 1ir11 X, = +0o0 et donner un équivalent simple de x,,.
n—-+oco

¢)Onposea, = 240 ot fu: ( ., €08 (tnt) ) Montrer que (f;)nenest une famille orthonormée de E.

1+x,° t

an



