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Chapitre 22 Espaces préhilbertiens réels
| Produit scalaire et norme

e  Définition d’un produit scalaire . Définition d’un espace préhilbertien réel E.
Uapplication ¢ : ((f’ g)z:g/f/)) est un produit scalaire sur le R-e-v E lorsque
v @estbilingaire :V(%,y,7) € E3, (aX + By/z) = a(X/Z) + B(J/Z) et(Z/aX + BY) = a(Z/%) + B(Z/)
v’ @estsymétrique:V(%,y) € E2, (¥/y) = (3/%).
v @ estdéfinie positive : VZ € E, (#/%) = 0et[(%/%) =0 %=0
e Produit scalaire usuel (canonique) dans R", R, [X], M, (R), C°([a, b], R), R[X].
e Regles de calcul et inégalité de Cauchy-Schwarz.
v VEZEE, (%/0)=0
v V(Tpx_z): "'-XT],)IE)) Ev %) € En+p’v(a1, ey Oy, .31' ""ﬁp) € R™*P ) (2?:105;'7{/2?:1.&%) = ?=1 27:1 alﬂ](x_)l/?])) °
cs

v V(&) € B (/9)22 @D/ = 12121712
° Définition d’une norme .

l'application N : (§ _)qR> est une norme sur le R-e-v E lorsque
x o ||x]|

v VXEEI|X|=0
v VZE€EI[IXl=0e %=0]

v VX €E,VAER,|AX| = |AllIX]|
I.T

v V@) € E? 1%+ 71l 2 1ZI + I7]l.Inégalité triangulaire

e Norme euclidienne (norme associée a un produit scalaire). Nouvelle écriture de U'inégalité de Cauchy-Schwarz.
cS

V(%,9) € B2, 1E/H)| 2 IIZN7I.
e Identité de polarisation¥ (X, y) € E?, (X/y) = % [z + y1 = 112 =9Il .

Il Orthogonalité dans un espace préhilbertien E

e  Définition de deux vecteurs de E orthogonaux: X L i lorsque(X/u1) = 0, d’un vecteur orthogonal a une partie X de E : i L
X lorsque VX € X, (/1) = 0, de deux parties de E orthogonales :Y L X lorsque VX € X,Vy € Y, (X/y) =0
e  Définition de Uorthogonal d’une partie de E. L’orthogonal X* = {ii € E/VX € X, (¥/1d) = 0}.
e  L’orthogonal X* d’une partie X de E est un sous-espace-vectorielde E et X+ = (vect(X))*.
e  Propriétés:
v SiXcVYalorsYt c Xt
v" Sideuxss-e-vF et G de E sont orthogonaux alors F et G sont en somme directe et G est un ss-e-v de F* et F est un ss-e-v de
GJ_
e  Caractérisation de U'orthogonal d’un ss-e-v de E engendré par une famille de vecteurs :
v SiF = vect(uy, ..., up) alors [¥ € F+ & Vi € [1,n], (X/u;) = 0].
v SiF = vect(uy, ..., Uy) et G = vect(7y, ..., v,) alors [F L G < Vi € [1,n],Vj € [1,/], (@,/v) = 0].
e  Définition d’une famille orthogonale, orthonormale, d’une base orthogonale et d’une base orthonormale.
e Base orthonormée de R™muni du p.s canonique . Idem dans R, [X], M, (R).
e Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre. Toute famille orthonormée est libre.
e Théoréme de Pythagore : ¥ 1 i < ||X + 1|2 = ||£]|? + ||2]|?. Et la généralisation de « = »: Si (U, ..., Up) est une famille
orthogonale alors || By a1 = Bty la: Pl 1.
e Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt : Si (75, ..., 7,) est une famille libre de vecteurs de E alors il existe une famille
orthonormée de vecteurs (e, ..., &,) de E tel que Vi, e, € vect((Vy, ..., ;).

lll Espace euclidien E

e  Définition d’un espace euclidien E.

e Existence d’une BON : tout espace euclidien de dimension non nulle posséde une BON.

e Théoréme de la base incompléte : toute famille orthonormée d’un espace euclidien peut étre complétée pour obtenir une BON
de cet espace.

e Ecriture dans une BON : Soit B = (ej, ..., &;) une BON de U’espace euclidien E. Alors pour tout (¥, ) € E? tels que ¥ =

Yho1Xkex et y=YR_Yyrex, ona: x, = (X/eg),(X/V) = Xioy xkyr et IX]l = VXioq e’



IV Orthogonal d’un ss-e-v de dim. finie. Projection orthogonale sur un tel ss-e-v.

e Théoreme sur le supplémentaire orthogonal Si F est un ss-e-v de dimension finie d’un espace préhilbertien réel
alors F* estle seul ss-e-vde E, orthogonal a F et supplémentaire de F dansEi.e. F@ Ft =Eet FX 1 F .Flestalorsappelé
le supplémentaire orthogonal de F.

e SiF estun ss-e-vde dimension finie d’un espace préhilbertien réel alors la projection orthogonale sur F notée pr est alors la
projection sur F et parallélement & FL.

e  Caractérisation du projeté orthogonal sur F :
v’ VX € E,pp(%) est le seul vecteur de E qui vérifie : {f —Z);S?J?)EEFFL .

v SiB = (uj, ..., up) estune base de F alors VX € E, pr(¥) est le seul vecteur de E qui vérifie:

{ Pr(®) = Siy oy Ux

v SiB=(ej,..,e,) estune BON deF alors V¥ € E,pp(X) = Y5_1(ex/X) e -

e  Projeté orthogonal sur une droite vectorielle : Soit D = vect (i), droite vectorielle engendrée par U. VX € E, pp(X) = /)

G/

e  Caractérisation du projection orthogonale: Si E est un espace euclidien et F est un ss-e-vde E alors
fe s (E)
f est la projection orthogonale sur F si et seulement si fof=f .
Im(f) L Ker(f)

e Distance a un ss-e-v de dimension finie F:
v VIE€EVfEeFI|Z-pr@®I<|Z-f].
v VREE, d(&F) = inf{||# - f|/f € F} = min {||£ - ||/f € F} = lIpp2 (DIl = I ~ pr D
e Hyperplan dans un espace euclidien: Soit H un hyperplan d’un espace euclidien E.
v Tout vecteur N engendrant H+ est un vecteur normal 3 H.
v Soit (¢;) une BON de E. SiN=Y" , a;e, normal a H alors H = {Y™ , x;&, / X%, a;x; = 0}.

v Vie€EdH) =@Ml _ Zieax
M~ ot

Chapitre 21 Dénombrement
| Compléments sur les ensembles

Soit E un ensemble .

.7 (E) est ’ensemble de toutes les parties de E.

A et B sont deux ensembles disjoints lorsque AN B = @.

(A1, Ay, ..., Apy) est une partition de E lorsque : Vi, A; c E et U2, A; = Eet (i #j = A; N 4; = @).
La réunion est distributive sur Uintersection et Uintersection est distributive sur la réunion.

QR est une relation d’équivalence sur E lorsque : ® met en relation deux par deux des éléments de E et vérifie :
Vx € E,x Rx . (R estréflexive)
Y(x,y) €EE*, xRy =y Rx (R symétrique)

V(x,y,z) EE3,(x Ry ety Rz = x R z) (R transitive) Soit x € E.
La classe de x est noté cl(x) ou x des élements de E en relation avec x par R i.e.x = {y € E /xRy} .
L’ensemble des classes d’équivalence de R est une partition de E.

Il Ensembles finis
e card(E),le cardinal d’un ensemble fini E, est le nombre d’éléments distincts de E.
e Cardinal d’un sous ensemble et cas d’égalité
Si A c E tel que E estfini alors A est finie, card(4) < card(E) et (card(A) = card(E) & A = E).
e Cardinal d’une réunion deux ensembles disjoints. Cardinal d’une union finie d’ensembles deux a deux
disjoints.
SiEy, E,, ...., E, sont des ensembles deux a deux disjoints alors card U}~ E; = ).]-, cardE;.
e Cardinal d’une partitionde E.
Si la famille (44,45, ...., A,) est une partition de E alors cardE = Y;I-, cardA,;.
e Cardinal d’un complémentaire
Soit A et B deux sous-ensembles de E.cardA = cardE — cardA et card(B\A) = cardB — card(A n B).
e Cardinal d’une réunion de deux ensembles quelconques
Soit E et F deux ensembles. card(E) + card(F) = card(E U F) + card(E n F).
e Cardinal d’un produit cartésien et de E?(ensemble des g-uplets d’éléments de E) .




Soit g € N*.Si Ey, E;, ..., E, sontdes ensembles finis alors E; X E, X ....x E, estfini et card(E; X E, X ... X E,) =
card(E,) X card(E;) X ....X card(Ey).

Si E est un ensemble fini alors card(E?) = (card(E))4. Autrement dit, card(E)? est le nombre de g-uplets d’éléments
d’un ensemble fini de cardinal p.

Ill g — uplets et Applications entre ensembles finis

o Relation entre application injective (resp. surjective-bijective) et cardinal
Soit E et F deux ensembles finis.
S‘il existe une application f:E — F injective alors card(E) < card(F).
S’il existe une application f:E — F surjective de E sur F alors card(E) = card(F).
Si E estfini et f bijective de E sur F alors F est fini et de méme cardinal que E.
Si F est fini et f bijective de E sur F alors E est fini et de méme cardinal que F.
Une application entre deux ensembles finis de méme cardinal est injective si et ssi elle est surjective ssetssi elle est
bijective

e Définition d’un arrangement.
Pour tous entiers naturels p et g,

!
o= =a+3)= (pli.q)! Sta=p_ q! (p) A est 'arrangement de q éléments choisis parmi p.
0 sig>p q P

e Nombre de q — uplets d'éléménts (+distincts) d'un ensemble fini.

card(E)4 est le nombre de g-uplets d’éléments d’un ensemble fini de cardinal p.

onpose: A} ={

Le nombre de g-uplets d’éléments de 'ensemble fini E &8 composantes toutes distinctes est A‘C’am(E).
e Nombre d’applications (+ injectives)ou E et F sont finis.

L’ensemble des applications de E dans F,deux ensembles finis, est un ensemble fini de cardinal card(F)C‘"d(E).
card(E)

Si E et F sont finis alors le nombre d’applications de £ dans F injectives est A, ; 1)

e Permutations de E.
Une permutation d’un ensemble fini E est une bijection de E sur E.
Le nombre de permutations d’un ensemble fini de cardinal p est p!.

lll Ensemble des parties d’un ensemble fini

Le nombre de parties a k éléments d’un ensemble de cardinal p est (Z)

L’ensemble des parties d’un ensemble fini de cardinal p est un ensemble fini de cardinal 2P.
Autrement dit, card(. » (E)) = 2¢474®),

Questions de cours :

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. Théoréme sur le supplémentaire orthogonal: si F est un ss-e-v de dimension finie d’un
espace préhilbertien réel alors F! est le seul ss-e-vde E, orthogonal a F et supplémentaire
de Fdans Eet (F1): =F.

3. Retrouver le nombre de g-uplets d’éléments choisis parmi n éléments et le nombre d’applications
entre deux ensembles finis.

4. Retrouver le nombre de g-uplets a composantes distinctes choisis parmi n éléments et le nombre
d’injections entre deux ensembles finis.

5. Retrouver le nombre de sous-ensembles d’un ensemble a p éléments.



