Sup PCSI 2024-2025 Chapitre 1 Mathématiques.

Opérations dans RR.
Formules sommatoires.
Systémes linéaires.

I.  Opérations dans R (valable dans C).

1. Lensemble R des nombres réels posséde deux lois internes (opérations) : une addition (+) et une multiplication (X) qui
vérifient les propriétés suivantes et qui en font un corps commutatif :

® Tousréelsx,y, et zvérifient:(x +y) +z=x+ (y+2z) et (x Xy)xXz=2xX(yXxXz).0nditque les deux opérations
(4) et (X)sont associatives.

® Tousréelsxety, x+y=y+x et x Xy =1y XXx.Lesdeux opérations sont dites commutatives.

® Tout réel x vérifie x + 0 = x (ajouter 0 n'a aucun effet). On dit que 0 est I'élément neutre pour (+).

® Pourtoutréel x x X 1 = x (multiplier par 1 n'a aucun effet). cela signifie que 1 est I'élément neutre pour (x).

® Tout réel x a un symétrique pour I'addition appelé opposé de x qui est — x car il vérifie : x + (—x) = 0 (ajouter a un réel son

opposé donne I’élément neutre 0 de I'addition)
par définition, a — b = a + (—b) . On définit ainsi la soustraction de réels.

e Tout réel x non nul a un symétrique pour la multiplication appelé inverse de x qui est x~!

1 . s epe 1
ou —car il vérifiex X = = 1.
X X
.. P . 212 T . L sas . 1 a
(multiplier un réel par son inverse donne I'élément neutre 1 de la multiplication). Par définition, si b # 0 alors a X (Z) =

On définit ainsi la division de réels.

Pour tous réels x,y et z,(x + y) X z = (x X z) + (y X z) . La multiplication est dite distributive sur I'addition.

Pour tous réels x et y, (x X y = 0 si et ssi x = 0 ou y = 0). On dit alors que la multiplication de R est INTEGRE. (ou R est
INTEGRE). Cette propriété est essentielle pour résoudre les équations.

2. Equations: Soient a, b, et x réels (ou complexes).

on soustrait a on multiplie par 1/a
de part et d' autre de part et d' autre b .
~ = x=-sia=0
> =b ~ =b =b = .
atx= . S et = - x quelconque sia= b =10
o , , .
on ajoute a onmultipliepara \impossible sia=0et b # 0
de part et d' autre de part et d' autre

» Soit A et B deux expressions dépendantes de x. A(x)B(x) = 0 & A(x) = 0 ou B(x) = 0.

3. Reégles de calcul sur les fractions : Pour tous réels (ou complexes) k, a, b, c et d éventuellement non nuls,

a (o
a B c ad+cb a_ ¢ ac a ka ka a 1 b D a (3) c_b cb
b7 a" bd b a " ba P Wb Ol c " be @ Ta%aTaa
) @ c e (3) a ¢
a+ta a a c a+c
4, ATTENTION:— #-et —+-%#— .
a+b¢b b+d¢b+d

5. Méthode : Pour additionner deux fractions, on cherche le plus petit dénominateur commun qui n’est pas forcément le
produit des deux dénominateurs. Lorsque ces dénominateurs sont entiers, ce plus petit dénominatuer commun est le PPCM des
deux dénominateurs.

- 1 3 2 1 3 2 7 3x8 2X5 7—-24+10 =7 1
Sbis. Exemples: 1) ———4+—=—-—+4+—= — = — = et
40 35 56 8X5 7X5 7x8 8X5%X7 7X5x8 7X8X5 8X5%X7 8X5x7 40 i ;
2) 11 1 1 1 + 1 ab ___blath) a(a—b) _ ab+b(at+b)+a(a—b) _  ab+b*+a’
a?-b>  a?-ab = ab+b?  (a—b)(a+b) a(a—b) = b(a+b)  abla—b)(a+b) ala—b)b(a+b) ' b(a+b)ala—b) b(a+b)a(a—b)  b(a+b)ala—b)’

7. Définition: pour tout réel (ou complexe) x et tout entier naturelp nonnul, x° =1 et ¥’ =x Xx X .. X x = xP71 X x
LR X m
p fois

, . _ 1 1\P
Pour tout réel (ou complexe) x non nul et tout entier naturel p , x™P = e (;) L




8. On définit et représente alors les fonctions puissances :

/ -1

-1.2

9.Régles de calcul sur les puissances entiéres : Pour tous entiers p et g, pour tous réels (ou complexes si p et g sont entiers) x et y

, xP _ xP x\P
éventuellement non nuls, xPx? = xP*4 o xP~4 (xP)T =xP1  xPyP = (xy)P v (;) .
obisExemples - (Gt A G Gl 2 it A (22K 42k 5 K-L+k=1)(F _ 4 5 32k=2

akx3—k+1 22ky3—k+1

10. Identités remarquables et plus : Pour tous réels (ou complexes) aetb et c ,

(a+ b)? = a? + 2ab + b* () et (a — b)? = a? —2ab + b? et (a + b + c)? = a® + b? + ¢? + 2ab + 2ac + 2bc
a’? —b*=(a—b)(a+b)

(a + b)® = a® + 3a®b + 3ab?* + b3 (xxx) et (a — b)® = a® — 3a?b + 3ab? — b3
a®>—b®=(a—b)(a®+ab+b* (xx) et a®>+b3=(a+b)(a®—ab +b?

: il suffit de développer la forme factorisée pour obtenir la forme développée.
(a+b)?>=(a+b)(a+h) = (a+b)a+ (a+b)b = (a? + ba) + (ab + b?) = a? + 2ab + b?(*)

-
(xX)distributive sur (+) (x)distributive sur (+) (+)associative et
(x)commutative

(a+ b)(a—b) =a?+ba—ab—b? =a?—b?et (a—b)(a®+ ab + b?) = a® + a?b + ab? — a?h — ab? — b®> = a® — b3 (**)

(a+b+c)? =((a+b)+t:)2 = (a+b)?+2(a+b)c+c? = (a? + 2ab + b?) + (2ac + 2bc) + c?
méthode a retenir on applique (x) (X)distributive sur (+)
a(a+b)etc et formiule précédente
Ainsi, (a + b + ¢)? = a? + b% + c% + 2ab + 2ac + 2bc.

(+)assa;;ative et
commutative
Deméme,, (a—b)* = (a+(=b))° =  a®+2a(~b)+(~b)* = a* — 2ab + b,
T tthode s retentr  onapplique ()
aaet—b
Ensuite, (@ + b)* = (a + b)*(a + b) = (a® + 2ab + b*)(a+ b) = .= a® + 3a’b + 3ab® + b> (xxx).
Alors, (a — b)® = (a + (-b))? = a® +3a*(—b) + 3a(—b)* + (—=b)® = a® — 3a%b + 3ab? — b®.
onap;lique
(xxx)daet—b
Enfin,a® + b3 =a® — (=b)® =  (a—(=b))(a® + a(=b) + (—b)?) = (a + b)(a? — ab + b?).
onap;lique
(*x)aaet—b

Il. Généralisation (valable dans C).

n — B —
. k=p Uk = Dielpm] Yk = Up + Ups1t. . FUp_1 + Uy, et

_—_\n _ — n —
*  Yiefozn]Uk = Xj=oUzj = Ug + Uy + Ugt... FUpp_p + Upy et Jliepozng e = [lj=otzj = to X Uz X... X Upy

k pair k pair
_n _ —_1n _

o Dkelizn+1]Uk = Xj=oUzj1 = U T Uzt FUpng FUsnyr 8 [lieo2nsaUn = Hj:o Uzjyr = Up XU Xoo. X Uppyg
k impair k impair

12. Exemples importants : Y7 _, l=n+1 et YreiA=nlet Yi;1=net [ A=2"

Uk

13.NB: Z}(":p 1 =m—p + 1 =nombre de termes d’une somme allantdepam.




14.Exemple Calculons S,, = ¥*_, (—D*k .
S

Uk
SinestpairalorsSn=—1+2—3+4—5+6—---—(n—1)+n=1+1+---+1=§.
=1 =1 =1 =1 %termes
SinestimpairalorsSn:—1+2—3+4—5+6—-~~—(n—2)+(n—1)—n:1+1+--~+1—n:"7_1—n:—n7+1.
=1 =1 =il =il Etermes
Vérification : S3 = =1+ 2 — 3——2——E0K Se=—1+2-3+4- 5+6—3——0K

15.Propriétés Pour tous entiers naturels n et p tels que p € {1, ..., n} et tous réels (ou complexes) u; et vy,
-1 =il
1) Y=ok = ZLO Uy + ZQ:;; e et [li—oux = HLO Uy X Hﬁ:;; Uy
2) Pour tous réels a et B indépendantsde n, Y. r_o(auy + Bvy) = aQ ko ur) + B R=o Vi) et
3) ITioowrvi = [Tioour X [Theo vk (en particulier, [Tr—oau, = ™ [TRooux) et si, de plus, tous les vy sont non nuls

u MR u
alors [[R_,—% = —k=ok

4) Yr=oUx = Z)E"e[[o n] Uk T ) ke[[o np Uk et [lr=oux = er[{o n] Uk X er[[o n] Uk X erﬂo n] Uk (---)
k pair k impair k=0[3] k=1[3] k=2[3]

16.Théoreme :

>  Si pour toutn, S, = Dp—oUr alors uy =S, et u, =S, — S,_, pour tout n > 0.
Pn

> Sipour tout entiern, u, # 0 et B, = [[;—, ux ,alors pour tout entier n non nul ,u, =

Pp—1

[ 16bis. si je connais une expression de S, ou P, alors je peux trouver une expression de u,,.

2. Changements d’indice ou réécriture.

k=n-1 ==l
ie. l=n—-k i.e. p=k+1 i=k—2
. [ ~ 1 ™
17. Exemples : Y7_, uy = T oUn_y = peilUp_q et R U = Uiy
[o,n]={n-1 /i€ [0,n]} [on]={p-1 /p€ [1,n+1]} [2n]={i+2 /p€e [0,n—2]

N 1 1
17bis .Exemples : 1) Z}; Om = e p
2) Z;(!=1 2k = Pl =il 2k,
3) D' une part, Zkzl(k2 +k+ 1) =Yl (k(k+ D)+ 1) =Y ((k—Dk+1) =YHIk -k +1).

D’autre part,zzzl(kz + k + 1) = ;clzl kz + 2]{:1 k + Zk=1 i

k+1 Hk 1(k+1) l'[k 2k

T — T & = =
17ter Exercice : Calculons D, = [];-,(1 + k).D =Tk (1 + ) he1— . Mk~ Mk n+1.

3. Télescopage
Wi Wp

18.Somme télescopique : Y¢_, (U1 — Ux) = Upyq — U, . Produit télescopique : [[;_, =
Wik+1 Wn+1

En conséquence : U, = Uy + YnceUpsr — Up).

— r
\l Si je connais u,,,1 — Uy, alors je connais u,, !! ’
18bisExemples:

1 1 1 1
1. U, =Y = ____[ n+1]_ 1
2 k=1 k(k+1) o k=1( e, 3= 1k — k- 1k+1 o= 1k -2 n+1
1 (ken-k_ (¥ k11 g5
KOt~ k(D) —k(k+ D) k(erD) kK41 uk Uk+1 a détailer si je ne vois pas tout de suite

la somme telescopique

3_
2. Soit n € N\{0; 1} Calculons B, = [I-, % puis n]—i>r-Poo B,.

1 1
— Hn k3-13 — 1" (k=1)(k?+k+1) — Mi—p(k—1) . (k(k+1)+1) _ Mtk >< I-[ ukﬂ __ 2 Uy _ 2 n(n+1)+1 2n +n+1 l T B
k=2 3493 k=2 (er1)(k2—k+1) — TIE_p(k+1) 1 K=2 (e(k—1)+1) aee Ik uy  n@n+1) 3 n(n+1) 3 T3 n24n 3 1+%
ug=k(k—1)+1
lim P, ==
n-+o

18ter Deux exercices corrigés classiques :

/il exi & 1 _e, b L = .
1.  Montrer qu'il existe des réels a, b et c tels que Vx € R\{0;—1;2}, x(x+1)(x 5= x gt > En déduire S, = X} DD et nlimmS
’ 1. a(x+1)(x—2) bx(x—2) cx(x+1)  _ (a+b+o)x? +( a—-2b+c)x—2a
»  Tout d’abord, pour tout x € R\{0; —1; 2}, rere T i T oD = D62

Donc pour de tels réels a,b et c existent, il faut que Vx € R\{0;—1;2},1 = (a+ b + ¢)x? + (—a — 2b + ¢)x — 2a . |l suffit donc que a, b, et c vérifient :



i (, —
—=(L =_1 a=—
a+b+c=0 2(11) a= Z(Ll) )
—a—-2b+c=0& —2b+c=—E(L2)<=> —3b=—-1(L, « L,—L3) .Ainsi, b=§
— = 1
2a=1 btc=1(Ly 3¢ =1 (Ly) (Ly < 2Ly +Ly) c=1

fraction rationnelle simple

. (RQUE : nous venons d’effectuer la décomposition en éléments simples de la

oy méthode que nous étudierons plus largement dans la chapitre suivant)
1 11 11 1 1 Zeeeri e 1 1 1 1 1
S = n7 = n7 —Z 4= - — + - + = =) I n7 4= n+1 + = n-2 -
@ k=3 k(k+1)(k-2) e=3(3% 3 t ot z)) = 3k Z" 3k+1 Z" 3k—2 2 T3y T3 Zieap Zk Lk
_,_,

o= (o Dii e+ )+ (et ﬁﬁﬁ) s (13543
So=(-3+3+1|(z 21) it e o~ o Hscy Ainsi, lim S, = .
=0
2.  Supposons qu’il existe a et b réels telsque b — 1 — a # 0 et pour toutn € N,/ e TTZ.
Montrons que : pour toutn € N,-: Y 7_ou, = [(n + b)u,,; — (b — 1)ug]. On notera, pourtoutn € N, S, = Yp_,u.
Soitn € N.Vk € N, u],;: = ke 5 donc, (k+ b)uk+1 (k + a)u;, = 0 et par conséquent Y7_;[(k + b)uy, — (k + a)u, ] = 0.
D’autre part, Yr—o[(k + b)ukJr1 —(k+a)u] =Xkol(k+b)ugyy —(k+b— Dy + (b — 1 — a)y]

vk
télescopage

= [Er=0Wis1 — )] + [(b — 1 — &) (Bi=p wi)] = Vpi1 — Vo + (b —1—a)S,
=M+ buy, +(b—Duy+ (b —1-a)s,.

Par conséquent, (n + b)u,y — (b — Duyg+ (b —1—a)S, = 0. Ainsi,commeb—1—a #0, S, = a-i—lﬁ [(n+ b)upy, — (b — Dyl

3. Somme double et finie

19.Définition : Soit n et p des entiers naturels. Soit n X p nombres réels (ou complexes) notés a;; tels que i € {1,..,n} etj €
{1,..,p}. Lasomme de tous les réels a;; est la somme double notée :

aij
1<isn
1<j<p
- 2 r<i<s
a;j désigne la somme de tous les réels a;; tels que . .
ms<j<gq
r<iss
msj<q

De méme,
20bis
j j=1 j=2 j j=p Somme des complexes de chaque ligne
i
i=1 a a a a B
11 12 1j 1p
2.
=1
i=2 a a a a Z
21 22 2j 2p
2.
=
i a a; a;; a; E
i1 i2 ij ip
Yo
=1
i=n a a; Ay a 2
ni i3 nj np
2%
Jj=1
n n n n
Somme des la somme de tous les complexes a;;
a; a; a;; a; _yP n
complexes de Z i1 Z i2 Z i Z P vaut: Y7t 1(2 aij) = Zj=1(2i=1 aij)
chaque colonne =1 =1 =1 =1




21.Théoreme sur le produit de deux sommes finies : a,, ... a,,, by, ..., bp des nombres réels (ou complexes). Alors

Se) (30 (5)(30)- 3 o

i=1 i=1 i=1 1<isn
1<j<p
21bis.Exemples : X izicp 1 = Divicp 1 X 1= (Tikicpy 1) (Tijeq 1) = pa.
1<]<q 1<]<q
En utilisant les formules qui suivent : Z1<1<p]2 = (21<L<p l)(21<]<q =pI*1-1).

1<j<q

lll. Formules sommatoires
1. Sommes des n premiers entiers a différentes puissances

22.Théoreme de calcul des sommes des n premiers entiers a différentes puissances :
Pour tout enrtier naturel n,

Z k =n(nz-l- 1) ot z 2 =n(n + 1)6(211 +1) ot z 13 = (n(n2+ 1))

k=0ou1l k=0ou1l k=0ou1l

22 bis Exemples :
1) Calculons la somme des entiers impairs compris entre 1 et 2n + 1

no(2k +1) = 2T o k) + (Bpo 1) =222 4 (n+ 1) = (n + 12

2) Calculons S(n) = Yixi<2ns1 ij OU 1 entier naturel supérieur a 3.

2<j<2n
i 03 2n+1 2n 2n+1
= i X j = i j = —-1-
S(n) Z3<L<2n+1 ] Z3si52n+1l J “ (Z_ l) Z = J , e ) [(Z_ 1 2]
2<js2n 2<j<2n théo =3 j=2 je fais apparaitre =
produit de deux sommes de la forme
deux sommes Nk
k=1
et je compense
(2n+1)(2n+2 2n(2n+1
S(n) _ ( )@n+2) _ 5 (2n@n+n) _
“ 2 2
j'applique
la formule
N N(N+1)
SN =D

avec N=2n+1 puls N=2n
i

2)  Calculons T(n) = 251:§<i<j<n F

T(n) = Bieicjen /i = T (T 1 % )Or(Z{ Lix )——(z =100 0D,

2 2

Donc, T(n) = ¥/ 2‘2 ——(Zl 2l = ijzl) (Z, all= j=11+1)=%(@—n)=@.

2. Sommes géométriques

o)

23.Théoreme de factorisation de 1 — z™.
Pour tout réel (ou complexe) z, pour tout entier naturel non nuln, 1 —z" = (1 — 2) (XrZ52%).

23bisAutre version : pour tout réel z, pour tout entier natureln, 1 — z"*1 = (1 — 2)(X}_, z%).

24.Théoreme de somme géométrique . Soit z un réel(ou complexe) et n un entier naturel .

n 1_Zn+1 Zn+1_1

= i 1
sz_{ 1—2 71 SLZ # .
k=0 n+1 siz=1

Et plus généralement, Vz € R,Vn € N,Vp € [[O-n]]

n 1-— np+1
Zz z _ ( 1= )siz;tl.
k=p

n—p+lsiz=1

n

1—2z
Autrement dit,si z # 1 alors z zk = premier terme X (
k=p

1—2z

nombre de termes)

24b|sExempIes 1) Calculons S = Z"*Z(nk + 2K+t — 1)




— (TL Zn+2 k n) 4k Z(ZYH-Z 2k 1— 2) _ Zn+2

§=n WD _p 4 p 12 —6—(n+2—2+1) =n WD _op 4 2nHt 9,
2) Calculons S = Zo<z< e 2

. . . . q_ . L fantl_q 201
S = Shhiejen 2% = Bhhisen 22/ = TR0 24T 2') = Tho 2T 2/ — T 20) =Ty 2 (Bt -2

n i n . n .
S Z 2 (2n+1 2 ) = 21(2n+1 _ 21) = 2n+1 (Z 21) _ (Z 4_1)
i=0 i=0 i=0 i=0

R e R -t () [P AT (O W LR
2-1 4-1 3 3 3 3 3 3

25. Théoreéme de factorisation de a™ — b™. Soit a et b deux réels (ou complexe) et n un entier naturel non nul .
—b*=(@—-b)(a*t+a" b+ --+a*h" 3 +ab™?+b"1) .

n-1

n-—1
—b"=(a—b) (Z akb"-l-k> = (a=b) ) @bk
k=0

k=0

25bisCas particuliers importants
» Enprenantn = 2 ou3,onretrouve: a? —b? = (a — b)(a + b) et a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?).
» Enprenanta = 1et b = z, onretrouve la factorisation de 1 — z"

3. Coefficients bing x et formule du binome de Newton

26. Définition d’une factorielle et d’un coefficient binomial: Soit k et n deux entiers naturels .
» Factorielle n est I'entier naturel noté n!définipar: 0!=1 sin=20

et sin =1 alors n!=1><2><...><n=n><(n—1)><...x1=1_[k=nx(n—1)!=
k=1
= produit de tous les entiers compris entre 1 et n.

n! q < <
> Le coefficient binomiale k parmi n est noté (Z) et défini par : (Z) = {k!(n—k)! albzle n

0 sik>n

27bis.NB: 1) (2n)! # 2(n!)

n! n! n!
2) sin=k alors——=n, —— =n(n—1) et plus généralement, ——=nn—-1)(n—-2)...(n—-k+1
) - (n-1)! ’ (n-2)! ( )etplusg  (n=k)! ( X ) ( )
2n (2n)!
3 (3) =G
n (n)
27ter Exercice corrigé classique: Ecrire les expressions A = [[}_;(2k) et B = [[3-,(2k + 1) et% avec des factorielles et coeff. binomiaux
A=2x4x.x(2n). = (2x1)x(2x%x2)..(2xn) oubien A=[[r-;(2k) =2"(Ti=1 k) = 2"n!
jem\.;tsz
en facteur
sur chaque terme pair
A = 2"M(1 X 2 X ...X n)=2"n!
Jjeregroupe tous les facteurs 2
_ _ 1X2X3X4X5X...x(2n)x(2n+1) _ (2n+1)!
B=1%x3Xx5X..2n+ 1).‘ = e x(2m) ‘ = pro
je fais apparaitre jereconnais A
les entiers au dénominateur
manquants et j'applique
pour avoir la technique
une factorielle précédente

et je compense

car (27) =22,

A _ ony 2"n! _ 92n nin! 4"
B 2 n'x(2n+1)! 2 (2n+1)(2n!) (2n+1)(27:1)'

113

28.Propriétés : Si k et n sont deux entiers naturels tels que 0 < k < n alors (Z) = (n f k) .

29. Valeurs particuliéres : (g) = (Z) =1, (711) = (n ﬁ 1) =nsin =1 etenfin (721) = (n f 2) = n(nz Dsin > 2.

30.Formule de Pascal: Pour tous k et n entiers naturels, (n) (k i 1) (: I 1)

31. Exercice corrigé classique : Calculons W, = Y22 (fl)

=3 () =30 () = T (T (8 )| e == Gl - () = G = e

de Uk+1 Uk
Pascal

somme télescopique




P . n . n .
23. Conséquence : Pour tous k et n entiers naturels, (k) est un entier naturel (et (k) =>1désquen=>k=>0)

24. Méthode de triangle de Pascal pour calculer les coefficients binomiaux : Considérons un tableau n + 1 lignes, n + 1
colonnes . On numérote les lignes et colonnes de 0 a n . Nous allons remplir ce tableau avec les coefficients binomiaux (k) pour

s et k entre 0 et n de la maniére suivante :

. - . . . S
en ligne s et colonne k va se trouver le coefficient binomial k parmi s : (k) 24ter Tableau de Pascal :
, . . . . 0 1sik=20 S 1
Tout d’abord, je remplis la ligne O et la colonne 0 facilement car ( ) = { , et ( ) = 1 pour tout s.
k 0 sinon 0 aq
Je remplis ensuite les autres cases en utilisant la formule de Pascal : 121
colonne k colonnek +1
1331
(5) + ( s ) li 14641
igne s
k_vﬂ, 1510105 1
s+1 , 161520156 1
( + ) lignes +1
k+1 172135352171
24bisTriangle de Pascal :
k colonne colonne colohne colonne colonne colonne colonne colonne colonne
k=0 k=1 k=2 k=3 k=j k = k = k = k=n
s j+1 n-—2 n-1
ligne 0\_ 0\_ 0\_ 0 0 0 0 0 0
s=0 (0)'1 (1)'0 (2)-0
s=1 1\_ 1\_ 1y _ (] (] 0 (] (] (]
(0)‘1 (1)‘1 (2) =0
s=2 1 2 1 ()} ()} 0 (] (]
s=3 1 3 3 1 (] 0 (] (]
s=4 1 4 6 4 (] (] 0 (] (]
s=n—1 1 n-1 (n—1)(n+ (n—l) (n—l) n-1 1 0
2 J jt+1
s=n 1 n nn-1) (n) ( n ) nn-1) n 1
2 J J+1 2

25. Théoréme : Formule du binome de Newton (FBN) . Soit a et b deux nombres réels (ou complexes) et n un entier naturel .
n n

(a+b)" = Z (Z) akpnr = Z (Z) a™kpk,

e = (o (o (ot (2 Jart+ (o

o =@ (o () vt (1 (en
B ni-1) I ‘—;’

26. NB : 1) Les coefficients G)l) ) (111) , (121) ey (2) sont rangés dans le tableau de Pascal alaligne s = n.

2) On retrouve les développements suivants : (a + b)? = a® + 2ab + b? (avecn = 2) et de :
(a+ b)® =a®+ 3a?b + 3ab? + b3(avecn = 3).

27. Corollaire:vn €N, S, =)7_, (Z) = 2%,
27bis NB : ne pas confondre avec : W, = Y.2%, (i{l

)et Sn



28. Exemples classiques : Tableau de Pascal :
1) Développons :
(a+ b)* = 1a* + 4a®b + 6a?b? + 4ab® + 1b*

(a—b)7 = 1a” + 7a8(~b) + 21a(—b)? + 35 a*(~b)® + 35a3(~b)* + 21a?(—b)® + 7a(~b)® + 1(~b)’ 11
(a—b)” =a’ —7a°b + 21a°b* — 35 a*b® + 35a3b* — 21a?b® + 7ab® — b’. 450
—vn 1k (T .~ _sn (Maqn-k/_1\k — (1 _1yn _ (0sin#0
2) Caleulons T, = Zio(—1* (i) oun €N. T, = ¥y () 1" *(-D* = (1 - 1) _{1sin= 0 1331
. . _ n _ n
3) Soit n € N*. Calculons X,, = Z?cspkasi;} (k) etY, = Zkoifrﬁ;s;r (k) 14641
(X, + Y, =2" 2"+40 2"~ .. . —_— 010
AIoran+Yn=SnetXn—Yn=Tn.Autrementdlt,{x _y = obonc Xy === et¥, =——.Ainsi, X, =Y, =2""". 1510105 1
n n
28bis Exercices corrigés: 1) Calculons H, = Y7_, 5k* + 10k® + 10k? + 5k + 1. 1615201561
Hy = Thoo(k+1°—k> = (n+1)°-0°=®n+1)° 172135352171
FBN Upt1 uy télescopage
_yn-3(M—1) k-1
2) Calculons R, = )27 (k - 1)3 .
n-2 1 n-2 1 1 n-2 1
_ n—1 K'-2 _ Z n-— 20 n-— k' qn-1-kr
NGB ERE O E - PNCRER
T—2 T=2 "=

K=
Ry = %[ ) 3k’1"1k'> B <(” P A O KR (e i >} = %((1 +3)"1 — (14 (n — 13 +3"1))
R

=0
Ainsi, Ry, = > (4""1 =371 — 3n + 2)).

4. Application a quelques suites récurrentes particuliéres

29. Rappel Définition d’une suite : Une suite réelle (resp. complexe) est une relation qui associe un réel (resp. un complexe) a
chaque entier naturel (ou parfois seulement a partir d’un certain rang n,). Si u est une suite alors on note u,, le réel (resp.
complexe) associé a I'entier naturel n par la suite u et u est aussi notée (i) ou(Un)penOU(Un)nsn,.

29bis Remarque : une suite réelle (resp. complexe) peut étre assimilée a une famille de réels (complexes) rangée.

30. Définition d’une suite arithmétique :(u,,) est une suite arithmétique lorsqu’il existe un réel (ou complexe) b tel que : Vn €
N,u,,1 = u, + b .b estappelée la raison de la suite (u,).

31.Propriété d’une suite arithmétique : Si (u,,) est une suite arithmétique de raison b alors Vn € N, u,, = u, + nb et
Yrooty = (n+ Dug + 22 p,

32. Définition d’une suite géométrique : (u,) est une suite géométrique lorsqu’ il existe un réel ou complexe a tel que :¥n €
N, u,;1 = au, . a est appelé la raison de la suite (u,).

33.Propriété d’une suite géométrique Si(u,) est une suite géométrique de raison a alors Vn € N, u,, = uy,a™ et

1_an+1 i 1 1_an—p+1 ) 1
yn Uy =1 1-a to Sl_ a1l o Shep U = 1-a Yo St fl * oup € [0;n]
n+ Dugsia=1 m—p+Dugsia=1
34. Rappel de terminale ( démo plus tard) : Soit a un réel.
» sia=1lalors lim a™ =1 » sia>1lalors lim a™ = 4o
n-+o n-+oo
» si—l1<a<1lalors lim a" =0 » sia < —1alors (a™),ey N'a pas de limite quand n —» +o

n—-+oo

35. Définition d’une suite arithmético-géométrique (u,,) est une suite arithmético-géométrique lorsqu’ il existe deux réels (ou
complexes) a et b telque:Vn € N,u,,, = au, +b.

36. Méthode pour obtenir une expression d’une suite arithmético-géométrique :

1. Oncherchealors LEréel Ltelque:L =alL + b

2. On montre que la suite (u,, — L) est géométrique de raison a.

3. On peut alors écrire que : u, —L = a™(ug — L) etdonc u,, = L + a™(uy, — L).

36bis Exemple : Soit u la suite définie par: uy = (—1) et Vn € N, 2u,,; — 3u, = 5. Exprimons u,, en fonction de n puis
calculons S, = YR—o Ug-



Je constate que u est arithmético-géométrique (a = —et b= ;) Je cherche alors le réel L tel que : L = —L + -ie.L=-5.Je
pose alors pour toutn, v, = u,— (=5).
Onadonc, Uyyq = %un + %et L= %L +§ .Donc, Uy q — G ) ( L+ ) = %(un — L). Autrement dit, v, =

3 . , Y .. 3 . 3)\"
5 Vn: Donc la suite v est géométrique et ainsi, pour toutn, v, = (E) voie.u, +5 = (E) (ug +5).

3 n
J’en conclus que pour toutn , u, = =5+ 4 (;) .

i 3\ N+1 . n
Alors, Yi—o U = k=0 (—5 + 4 (Z) ) =-5n+1)+ 4( )2 — - Ainsi, S, =—-9—-5n+12 G) .

IV. Systémes linéaires

1. Exemples et définitions

37.5:{x +y+3z=0 estunsystéme linéaire de 1 équation a 3 inconnues x, y et z.
x+y=1
Sobis: {x _ z - est un systeme linéaire de 2 équations a 2 inconnues.
x+y—z+t=1
S.: 2x—y+t=0
I
Ix+2t=1
1t=-1
2x+y—z+t=1
S {

est un systeme linéaire de 4 équations a 4 inconnues.

<:410x — 2y + 4t = 0 est un systéme linéaire de 3 équations a 4 inconnues.
S5x—y+2t=-1
x 4+my +(m-1)z = 0
Si1 3x +2y +mz = 3 de parametre m € R est un systéme linéaire de 3 équations a 3 inconnues x, y et z et a un parameétre m.
{(m —Dx +my +(m+1)z = m

38.Définitions :

e RESOUDRE (S,), c’est trouver tous les triplets (x,y,z) € R3 vérifiant I équation , ces triplets sont les solutions de (S,)

e RESOUDRE (Ss), c’est trouver tous les quadruplets (x,y, z, t) € R* vérifiant les 3 équations, ces quadruplets sont les
solutions de (S5). ....

e Un systeme est dit compatible lorsqu’il admet au moins une solution.

e Un systeme de n équations a n inconnues admettant une unique solution est dit de Cramer.

e Deux systémes linéaires sont équivalents lorsqu’ils ont exactement les mémes solutions. On note (S) < (S').

=1
38bis NB : 1) (S): { eyy ) est un systeme NON linéaire de 2 équations a 2 inconnues. On ne donnera pas de méthode
X—y=s
systématique pour résoudre un tel systeme sauf dans le cas d’un systeme de la forme { xyy= p

In(x)-2ln(y») =1
2) (5): In (L) —9 est un systeme NON linéaire de 2 équations a 2 inconnues qui peut étre ramené a un systeme
3

(Cf chapitre suivant).

X—-4Y=1

linéaire en posant X = In(x) etY = In(y). En effet, (S) s' écritalors (S'): {X Y =2+In(@3)

2. Opérations élémentaires

39. Définition : Les opérations élémentaires sur les lignes d’un systeme sont :
Op 1: échange de deux lignes L; © L;
Op 2: multiplier une ligne par un scalaire non nul L; « uL; tqu € K*

Op 3 : ajouter a une ligne une autre ligne multipliée par un scalaire L; < L; + aLjtqa € K eti # j.

Opérations élémentaires 39 bisOpérations élémentaires inverses
Lo L L o L
1
u




40. Ces opérations étant réversibles, si l'on passe de S a S’ en effectuant I'une des opérations précédentes alors on sait passer
de (S’) a (S) en effectuant I'opération inverse et par suite, vérifier ( S), c' est vérifier (S”) ; par conséquent, (S”) et (S) ont les
mémes solutions. On a alors (S) & (S').

41.ATTENTION : si I'on fait plusieurs opérations élémentaires en méme temps pour passer de (§) a (S’), il faut s’assurer que

(8") et (S) sont bien équivalents i.e. ont les mémes solutions. Il ne faut pas perdre ou rajouter de solutions.

, . . . Ly« 4L, —3L, . . . s .
Reprenons un des exemples précédents. Lorsque je fais , je fais beaucoup d’opérations élémentaires
L, « 3L, +5L,

simultanément : L, « 4L, — 3L, se décompose en deux opérations L, < 4L, puis L; « Ly — 3L, idem pour L, < 3L; +
Ly « (5L +3L)
Ly « 5= (=3Ly +4L;)

LieLi-L;
LyeLy—Ly

5L,. Dong, je me suis assuré de pouvoir passer de (S”) a (S) en effectuant

3x+5y=3

. ’ i i X — y = 3 _ , —x = 2
Un « mauvais exemple de résolution « : soit (S):{ . .Alors, (S):{ o ($D:1. 7 7 . Les
=l«mauvais exempe de L0 ton « - solt 4x—y=1 2x y_1}?%ﬁ {x——Z

de retrouver (S)

X — = 3 = —
R e

2x—y=1 y=-5

Pour éviter cette derniére erreur, on va dans les systémes a plus de 2 inconnues et/ou deux équations ordonner nos cacluls et

appliquer une méthode systématique qui évite une vérification perpétuelle ( Cf paragraphe 5.).

solutions (x,y) de (S) vérifient x = —2. Mais tous les couples (—2,y) ne sont pas solutions car{

3. Résolution d’un systéeme linéaire échelonné

42. Définition : Un systeme linéaire est échelonné lorsqu’en passant d’une ligne a la suivante, une inconnue « disparait » (en fait
son coefficient devient nul) et cette inconnue ne réapparaitra sur aucune ligne suivante comme dans les exemples suivants :

43. Méthode : un systéeme échelonné est facile a résoudre : on commence par la derniére ligne et on remonte comme illustré
dans les exemples suivants :

Soi{x+y+3z2=0 & x=-yJ—32 Donc(Sy) aune infinité de solutions qui sont tous les triplets de la forme (—y — 3z, y, z) tels que

v et z réels. Autrement dit Sol(Sy) = {(—y — 32,y,2) /3,2 réels}.

Inconnue principale

xty—z+t=1
S, 2x—y+t=0 =

— N
x+2t=1 je commence par la derniere ligne qui donne la valeur de t

t=-1 puis
je réinjecte dans la ligne précédente (L3)pour obtenir la valeur de x

puis
je réinjecte dans la ligne précédente (L2)pour obtenir la valeur dey

et enfin
jeréinjecte dans la ligne précdédente (L1) pour obtenir la valeur de z

w U1

. Donc Sol(S;) = {(3,5,6,-1)}

2 <N
I

~+
Il
|

=

x—y+2z=1 < Z=%(3y_2).DoncSol(Sz)={(Z—Zy,y,%y—1,§y—z)/yréel}={(2,0,—1,—%)+y(—2,1,%,§)/leIR}.

1(3
2x+y+z+4t=0 t=;(;y—3)
x+2y=2

x=2-2y

x—y+2z=1 n’apasde solution a cause de sa derniére équation impossible. Donc Sol(S3) = @.

b Equation de compatibilité = équation sans inconnue qui

2x+y+z+4t=0

peut étre impossible ou toujours vraie ou dépendre de
paramétres ( mais jamais d’inconnues)

2x+y+z+t=0

_ y=4-1
T S +22=Z > I ol = -3 . DoncSeHST= (=34 —t,2,t)/t réel} = {(=3,4,2,0) + t((0,—1,0,1)/& réel} et rg(S,) = 4.
0=0 =

4. Résolution d’un systeme linéaire de 2 équations a 2 inconnues
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Pour étre certain que S &

. xX+y=p S’, il faut vérifier que I'on
. : | : . !
44. Exemple : un grand classique (S) {x _y=gq Deut passer de 3 ' et de
LyicLq+Ly S’ a S en effectuant des
% ptq calculs autorisés
x+y= 2x=p+ X==
): {x _ i _ Z - (sN: {Zy _ Z _ Z = { piq. (notamment sans diviser
Ly3(L1+L2) y== par zéro). On va trés vite
Lz‘_%(Ll_Lz) donner trois opérations
autorisées qui conservent
TocaL,—3L, les solutions et
Ly«3Ly+5L, -1 I’équivalence des
3 S5y =3 3 Sy=3 = X == systémes.
44bisExemple : (S):{4 x+3 y_ 2.(5):{4 x+3 y_ 2=(§’):{29y 18 = fg. -
L=y == XT3V = T e (5L+3Ly) 29x = -1 y=o
Lyeos(=3L1+4L;)
3x—y=3
44terExemple : (S): {—6x+ e
L2<—L:;+2L1
f 3x—y=3 (3x—y=3 . .
(S): {—6x +2y=—2 (S).{ —— (S) est donc incompatible. @
LyL,—2L,
3x—y=3
44quaterExemple : (S): {—6x =
3 3 LyeLy+2Ly 3 3 3 3
. X—y= _ (3x—y= (y=3x-—
(S)'{—6x+2y=—6L~=L = ) 0=0 = ) 0=0
2 L2l
(S) est donc compatible et Sol(S) = {(x,3x — 3)/x € R}

5. Résolution d’un systéme linéaire : méthode générale

45. METHODE de résolution par échelonnement : Soit (S) un systeme linéaire. Pour résoudre (S) par échelonnement, les
étapes sont
1. Descente : en effectuant des opérations élémentaires successives sur les lignes de (S), on échelonne (S) pour obtenir
un systéme échelonné (S') équivalent a (S).
a) Jeregardes’il n’y a pas des opérations élémentaires évidentes permettant de simplifier considérablement (S). Et je
les effectue I'une aprées I'autre (pas en méme temps) . SI NON ....alors :
b) Faire apparaitre dans (S) un coefficient égal a +1 devant l‘une des inconnues par exemple x.
c) Placer la ligne contenant ce coefficient ( =appelé pivot) en L, en échangeant deux lignes.
d) Utiliser cette L, pour éliminer les x sur les autres lignes en effectuant des opérations de la forme L; «- L; +
AL, avec i # 1. Comme je ne modifie pas L; et que j'utilise uniquement L; pour éliminer les x dans les AUTRES
lignes, je peux faire plusieurs opérations simultanément. Les opérations inverses sont L; <- L; — AL, avec i # 1.
e) Leslignes Ly, L ...ne contiennent plus de x. Appelons (S;) le systéeme formé des lignes L, L ...
f)  Faire apparaitre dans (S;) un coefficient égal a +1 devant |‘une des inconnues par exemple y.
g) Placer la ligne contenant ce nouveau pivot en ligne 2: L, de (S) (ce qui correspond a la ligne 1 de (S;))
h) Utiliser cette L, pour éliminer les y sur les lignes suivantes.
i) (..)

2. Remontée : on résout (S") qui a les mémes solutions que (S) .

45bisExemples de résolution par échelonnement de systémes de 3 équations a 3 inconnues:

( je ne modifie pas Ly
Ly<Ly+2L, L3<L3—2L,
2x+y—z=1 LycLs+ly 2x+y—z=1L0Ls (2x+y — 2 =1 1, et Ly jpenangees (2X T Y —2 =1
©S5;:{7x—2y+4z=0 -— 1Mx+2z=2 S { 7x+z=0 ————— 7x+2z=0
S5x—y+2z=-1 LyeLy=2Ly 7x+z=0 1x+2z=2 S=—-= —3x=2
L3clz=Ly BT ysteme échelonné
je ne modifie pas Ly
(o = _2(-23\=7 (=Ll
y=1+z—-2x !y—1+z 2( 3)_3+Z !y—3+3—7
z=—T7x — 2) = 2 =2 insi =[(-2.12.
= . = z—(—7)x(—§)_? = z=- .A|n5|,Sol(Sl)—{( 3,3,7)}.
x——; 2 l _ 2
x=—= x=-z
3 3
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( je nemodifie pas Ly

TocL.—2L ( je nemodifie pas LyniL,
2¢Lla—2ly
2x+3y—3z=1 LioL, | x—=7y+5z=-2 Lye—Lz—3Ly 2x+3y—3z=1 LzL3—L, 2x+3y—3z=1
¢Sy lx—T7y+5z2=-2 S {2x+3y-3z=1 17y —13z=5 17y —13z=5 &
3x —4y+2z=-1 3x—4y+2z=-1 LyeLp+2Ly L 17y —13z=5 Ly—La+L, 0=0
Lyclst3ly je ne modifie pas Ly,niL, Ssystéme échelonné
je nemodifie pas Ly et compatible
1, 4
x=le2 3(248)) (x=gatz
2 2 2\17 17 é7 1137 4 5 13
y = 5.1, Sy = Z+2z Ainsi, Sol(S;) = {(17 +EZ,E+EZ,Z) /z € R}.
7 wo T 17
45terExemples de résolution par échelonnement d’autres systémes linéaires:
Des systemes presque échelonnés :
2x+y—z+t=14) Lel,2L, (22 +Y -2+ E= 1) Inconnues
‘55: 10x — Zy + 4t = O(Lz) 0=2 (L) .Donc, 501(55) =0
L rincipales
5x—y+2t=—1( Lal+2L; \5x =y + 2t = =1, p p

2x + y+4z+7t+w= 2(L1) LioLs 5x + y+z +lt+2w =28 (L1)s LaeLz—7Ly 5x + y+z+t+ 2w =8 L1)

oSg: 3x—y+3z=1¢, by 3x —y+3z=1q, 3x—y+3z=1,

f—
Sx+y+z+Wt+2w=8, 2x+y+4z+7t+w =2, Lslst7li \-33x — hy — 3z — 13W =-54
—19
LyoLs 5x + y+z+ 1t + 2w =8 (Ly) REMONTEE ( t= 39 39y + x (L1)
—

-33x—6y—3z-13w=-54g, &S {w= %(53 - 75— 30x)(Lz) ,
Systéme échelonné LyoLy 3x—y+3z=1 1
(€3) z=3 1+y-— 3x)(L3)

10

8 .
3yt Ex) /Xety reels}.

Donc, Sol(Sg) = {(x Y3 (1 +y— 3x) (53 — 7y —30x),—

45quaterDes systémes a échelonner :

LyeLy=Ly
Bx+y+dz+7t=2 DT xdy4+dz+Tt=2 x+y+dz+7t=2 | x+y+4z+ 7t
x+2y+4z+5t=0 =—= y—2t=-2 =3 —2yElz —5t=-1 ——— —2y—z—5t=-
§ ix—y+32+2t=1 Fpoprrn —2y—z—-5t=-1 = y—2t=-2 preTRT Wy —2c=-2
=38 Lze<Lg+ly —3z—6t=6 ; PO —3z—6t=6 m 6y+9t=9
Lalatly = Comme Jutilise une seule et méme ligne pour éliminer pour éliminer les z

Jj'utilise L,
pour éliminer les
x dans les lignes
Lp,L3,Ly

dans les lignes

une inconnue sur les autres lignes, il y a équivalence !! )
3,4

LyorLy—6Ls x+y+4z+7t—2LH_L 1x+y+4-z+7t—2L4(_,_L4 x =11
)

2y —z—5t=-1—25) 2y—1z-5t=-1—25|z=—4
. Dong, Sol(S,) ={(11,0,—4,1
— y-2t=—2 =) dy—2t=-2 | e—)y=0 PoneSolS)={( )}
Ly Ly+6L3 Lol Loo—~L _
- 21t =21 42t 1t=1 4T N t=1
j'utilise L3
pour éliminer y

dans L,

2x+y+2z =0 Li<Li-L-L3 0=-=-3
osgz{x—y-}-Zz:l {x—y+22=1.Donc,Sol(Sg)=(Z)

X+2Yy—2Z=2 LicLli+L,+L:\X + 2y —z =2
Ly<Ly+3Lg
5x+3y+7z=0 LycLy—Ls Bx —y+9z=—-3LscLs+6L, (—x —y + 9z = =3 Ly<l,—2L; —-x—y+9z=-3
-Sgbis::{3x—2y+4—z=1 {3x—2y+4z=1 -5y +31z=-8 By —73z=22
6x+4y—2z=3 Ly<Ly+Ly 6x +4y — 2z =3 LycL,=3L \—2y + 52z = =15 LpcL,+2L; -2y +52z=-15
LS LaeLy—6L L
je fais apparaitre 373 1 je fais apparaitre
un pivot égal a +1 un pivot égal a +1
9 59 56
Lycls=2L, (—x —y + 9z = —3 !x—3+§+9(_E) 99
_ 6 49 59
{ —y=732=22 ©{y=73x1=—22=—10 Donc, Sol(Senis) = {(3; —=; - )},
Ly«L3—2L, 198z = —59 _ 59
198

*46. METHODE de résolution par substitution : on exprime |'une des inconnues en fonction des autres et on remplace dans les
autres équations ... puis on recommence avec les autres équations : on y exprime une autre inconnue en fonctions des autres
inconnues .....

46bis. Exemples de systemes a résoudre par substitution :
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5x+2z=0
So: {3x —y+2z=-1 (unsystéme de 3 équations a 3 inconnues. )

2y+3z=2
- _1 1 -1
5x+z=0 ( X=T5t *=-5% (x=-32 ( S 29
Sg:i3x—y+2z=-1 < 3(—12)—(l—§z)+22=—1 = (—§+3+2)z=—1 s (ﬁ)zz_l = z=—-> . Ainsi,
2y+3z=1 > 2_123 5 2_2 5 2 10_2 32 _, 159_73
y=373% y=e-9z y=i-sz y=2tn T
1 -5 73
S0l(5) ={(55:55:53)}
x—y+z=0
Sopisiy x —2z=1  (un systéme de 3 équations a 4 inconnues. )
ttz=2
x—y+z=0 y=1+3z
Sopisid x —2z=1 & x =1+ 2z .Donc, Sol(Sopis) = {(1+ 22,1+ 32,22 —2z)/Z € R}.
t+z=2 t=2—1z
x+y+z=0
R < - x+z+t=1 . . s A
Des systémes ou I’on hésite : S;,: y+t+z=2 - On peut mixer les méthodes mais je vérifie toutes mes équivalences !!!
2r i ==l
Ly—Lp—L (x:_g
Ix+y+z=07222""(x+y+z=0 x+y+z=0 | 1
Jxtz+t=1 =) t-y=1 y=t—-1 y=-3 _ 4 152
S10 y+t+z=2 —\y+t+z=2 g ettt +1=2S o2 Donc,Sol(Sm)—{(—5,—5,§,5)}.
x+y+t=—12077"Ut—z2=—1 substitution z=t+1 3
z==
3

*47.METHODE de résolution de systeme a parametre : on cherche toujours les couples (x, y) ou les triplets (x, y, z) ou
quadruplet (x,y,z,t) .... Mais le nombre de solutions et les solutions dépendront du (ou des) parametre(s). Il faut surtout faire
attention a bien détailler les opérations élémentaires effectuées et les opérations inverses pour ne pas diviser par un facteur
dépendant du parametre qui pourrait étre nul pour certaines valeurs du (des) parametre(s) : je vérifie toutes mes

équivalences !!!

47 bis. Des systémes a parametres :

Ly<L,—3L;

fix +my +(m-1z = 0 LyeLz—(m—1)L, x +my +(m-1z = 0

mS 3x +2y +mz = 3 P 2-3m)y +(m-3m+3)z = 3

) .
m—=—1Dx +my +(Mm+1)z = m L<l+3l (I m-mm-1))y +(m+1)—-m-1>z = m
Lz<Lz+(m—-1)L,
x +my +(m-1)z = 0 x +my +(m-1z = 0
= i 2-3m)y +(-2m+3)z = it @2-3m)y +(-2m+3)z = 3
2m-m?»)y +0Bm-m»dz = m Ul @Q-mmy +B-mmz = m

— x =-2z
x +2z = 0 2 3 3 3
lercasm = 0_.Alors §;; & 2y 43z = 3 ©{y= _EZ+E' Donc, Sol(S;;) ={(—22,—Ez+5,z)/z ER}.
0=0 0=0
x +my +(m-1)z = 0 LyeLy—2Lg x 4+my +(m-1)z = 0
28mecasm # 0. Alors S;; &L (2-3m)y +(-2m+3)z = 3 P (-2-m)y -3z =1
P 2-m)y +B-mz =1 Ly<Ly+2L; \iF (2—m)y +(B-m)z = 1
L3<—L3+(3_Tm)L2 x +my +(m-1)z = 0 x +my +(m-1Dz = 0
Siy B Lo (=2-m)y -3z = 1 i (=2-m)y -3z = 1.
.. 3— 3— o
I 2-m)+ Tm(—Z -m)y =1+ Tm P (mP-4m)y =6-m
x 4+my +(m-1z = 0
ler sous — cas m= 0 etm =4 Alors, S;; & { (-2-m)y -3z = 1-Ainsi, Sol(S;;)=0.
0=2
_ m?-2m-4
{x - m(m—-4)
Z_ -_— —
2émesous — cas m# 0 etm # 4. Alors, S;; <<z= —m(;_4). Ainsi, Sol( S;1) = {(mm(nz:_n@‘t,m?mr:’), —m(;_4))}.
_ _6-m
y= m(m—4)
x +2y —zZ = alplptli+ls(x +2y -z = a
mS,:y—2x -3y +3z = b { 0=b+a+c
b +y =2z = CLycL,—L,-Lz\X +y -2z = ¢
X +2y —Z = @lLs<L3-L,
—_— 2y — = = — 2
1ercas:a+b+c=0..AIorsSlZ:(:>{ 0=0 {x+ y_z a(:){x _3Z at €
———(—y—z=cCc—a y=—-z+a-c
X +y =2z = CLzelz+l,

Donc, Sol(Sy,) ={(32—a+ 2c,—a+a—c,B)/Z € R}.
2emecas: a+b+c#0..Alors Sol(S;;) = 0.
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x +ty 4z = Ax A=-MDx 4y +z = OLiclitltl; (B3—-Dx +B-)y +B-ADz = 0
—
nS;3 @{x +y +z = lye{x +(1-ADy 4z = 0 x +1-Dy 4z = 0
—
x +y 4z = Az x +y +A =z = 0LicLi-Ly-Ls x +y +(1-A)z = 0
0=0 0=0 sy
lercas: A=3. S;3 & {x -2y 4z = 0o {x -2y+z=0& {y — ,Donc, Sol(Sy3) = {(z,2,2)/z € R}
x +y =2z = 0 3y—3z=0
L5l x +ty 4z = 0 X +y 4z = 0
28mecas: A#3. S35 [x +1-Dy +z = 0 @{ -y =0
LeGHL X +y +1A-DHz = 0 —Az=0
ler sous — cas: A=0.Alors, S;3 < x = —y — z.Donc, Sol(S;3) = {(-~y — 2z,y,2)/ (%, &) € R%}.

2éme sous —cas: A# 0et A= 3 . Alors, S;3 & x =y =z = 0.Dongc, Sol(S;3) = {(0,0,0)}.

Par substitution :

x+y+z=1 x=1-y—z x=1-y—-z x=1-y—-z x=1-y—z
x+y+t=2 x+y+t=2 1-y—z+y—-1-y—-z=2 t=-1-y-z t=—1-y—z
pui- g PUFPSIPIIE R s PR B t=-1-y-z T —2z-y=2 T) —2z-y=2
x+t+z=3 x+t+z=3 l1-y—-z—-1-y—-z+z=3 —2y—z=3 —2y—z=3

8

=3

x=1—-y—z t—2

t=-1—-y—-z -3

Y z=-1 T) 1

3y =—4 =73

_ 4

V=73
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