
Sommes et produits 
finis.  

Sommes et produits finis 
PCSI (genially.com) 

Enoncer la formule des sommes des entiers 
de 0 à 𝒏. 

Soit 𝒏 un entier naturel. 

∑𝒋

𝒏

𝒋=𝟎 

=
𝒏(𝒏 + 𝟏)

𝟐
. 

Enoncer la formule des sommes des carées de 
entiers de 1 à 𝒏. 

Soit 𝒏 un entier naturel. 

∑𝒋

𝒏

𝒋=𝟎 

² =
𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏+ 𝟏)

𝟔
. 

Enoncer la formule générale des sommes 
géométriques. 

 

 
Soit 𝒙 un réel et n un entier naturel. 

𝒔𝒊 𝒙 ≠ 𝟏 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 ∑𝒙𝒋
𝒏

𝒋=𝒑

=
𝒙𝒏−𝒑+𝟏 − 𝟏

𝒙 − 𝟏
𝒙𝒑. 

𝒔𝒊 𝒙 = 𝟏 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 ∑𝒙𝒋
𝒏

𝒋=𝒑

= 𝒏 − 𝒑+.𝟏 

Enoncer la formule de Pascal. 
 

Pour tous entiers naturels 𝒏 et 𝒑, 

(
𝒏
𝒑) + (

𝒏
𝒑 + 𝟏) = (

𝒏 + 𝟏
𝒑 + 𝟏

). 

Enoncer la formule du binôme de Newton. 
Pour tout entier naturel 𝒏 et tous réels 𝒙 et 𝒚, 

(𝒙 + 𝒚)𝒏 = ∑(
𝒏
𝒌
) 𝒙𝒌𝒚𝒏−𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

. 

Enoncer la formule d’interversion des sommes 
doubles. 

 

Pour tous entiers naturels 𝒏 et 𝒑 et tous réels 𝒂𝒊𝒋, 

∑ 𝒂𝒊𝒋

⬚

𝒊∈{𝟎,,…,,𝒏}
𝒋∈{𝟎,,…,𝒑}

=∑(∑𝒂𝒊𝒋

𝒑

𝒋=𝟎

)

𝒏

𝒊=𝟎

=∑(∑𝒂𝒊𝒋

𝒏

𝒊=𝟎

)

𝒑

𝒋=𝟎

 

∑ 𝒂𝒊𝒋

⬚

𝟎≤𝒊<𝒋≤𝒏

= ∑( ∑ 𝒂𝒊𝒋

𝒑

𝒋=𝒊+𝟏

)

𝒏−𝟏

𝒊=𝟎

=∑(∑𝒂𝒊𝒋

𝒋−𝟏

𝒊=𝟎

)

𝒑

𝒋=𝟏
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Enoncer la formule de somme télescopique. 

Pour tous entiers naturels 𝒑 et 𝒏 tels que 𝒑 ≤ 𝒏 et tous réels 𝒂𝒊, 

∑𝒂𝒊 − 𝒂𝒊+𝟏

𝒏

𝒊=𝒑

= 𝒂𝒑 − 𝒂𝒏+𝟏. 

Ou encore   ∑ 𝒂𝒊 − 𝒂𝒊−𝟏
𝒏
𝒊=𝒑 = 𝒂𝒏 − 𝒂𝒑−𝟏. 

Calculer  
 

∑(−𝟏)𝒌𝒌

𝟗𝟗

𝒊=𝟔

. 

 

∑(−𝟏)𝒌𝒌

𝟗𝟗

𝒊=𝟔

= 𝟔 − 𝟕⏟  
=−𝟏

+ 𝟖 − 𝟗⏟  
=−𝟏

+ 𝟏𝟎 − 𝟏𝟏⏟    
=−𝟏

+⋯+ 𝟗𝟖 − 𝟗𝟗⏟    
=−𝟏

 

= −𝟏 − 𝟏 −⋯− 𝟏⏟          
𝟗𝟗−𝟔+𝟏

𝟐
=𝟒𝟕  𝒕𝒆𝒓𝒎𝒆𝒔 

 

= −𝟒𝟕. 

Calculer  
 

∑𝟒

𝟗𝟗

𝒊=𝟔

. ∑𝟒

𝟗𝟗

𝒊=𝟔

= 𝟒 × (𝟗𝟗 − 𝟔 + 𝟏) = 𝟒 × 𝟗𝟒 = 𝟑𝟕𝟔. 

Calculer  
 

∏ 𝟒
𝟗𝟗

𝒊=𝟔
. 

∏ 𝟒
𝟗𝟗

𝒊=𝟔
= 𝟒𝟗𝟗−𝟔+𝟏 = 𝟒𝟗𝟒 

Calculer  
 

∑
𝟏

𝟐𝒊+𝟏

𝟑𝟒

𝒊=𝟎

. ∑
𝟏

𝟐𝒊+𝟏

𝟑𝟒

𝒊=𝟎

=∑
𝟏

𝟐𝒊
×
𝟏

𝟐
=
𝟏

𝟐
×

𝟑𝟒

𝒊=𝟎

∑(
𝟏

𝟐
)
𝒊𝟑𝟒

𝒊=𝟎

=
𝟏

𝟐
×
𝟏 − (

𝟏
𝟐
)
𝟑𝟓

𝟏 −
𝟏
𝟐

= 𝟏 − (
𝟏

𝟐
)
𝟑𝟓

. 

Soit 𝒏 un entier naturel non nul. Calculer  
 

∑𝟐𝟐𝒌𝟑𝒌+𝟐
𝒏

𝒌=𝟏

. 

∑𝟐𝟐𝒌𝟑𝒌+𝟐
𝒏

𝒌=𝟏

=∑𝟒𝒌 × 𝟑𝒌 × 𝟗

𝒏

𝒊=𝟏

= 𝟗 ×∑(𝟒× 𝟑)𝒌
𝒏

𝒊=𝟏

= 𝟗 ×∑𝟏𝟐𝒌
𝒏

𝒊=𝟏

=⏞
𝒔𝒐𝒎𝒎𝒆 𝒈é𝒐𝒎é𝒕𝒓𝒊𝒒𝒖𝒆

𝟗 ×
𝟏𝟐𝒏 − 𝟏

𝟏𝟐 − 𝟏
× 𝟏𝟐

=
𝟏𝟎𝟖

𝟏𝟏
(𝟏𝟐𝒏 − 𝟏). 

Soit 𝒏 un entier naturel tel que 𝒏 ≥ 𝟐. Calculer  
 

∑(𝒌− 𝟐)

𝒏

𝒌=𝟐

. 

 

∑(𝒌 − 𝟐)

𝒏

𝒌=𝟐

= ∑ 𝒊

𝒏−𝟐

𝒊=𝟎

=⏞
𝒔𝒐𝒎𝒎𝒆 𝒅𝒆𝒔 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒆𝒓𝒔 (𝒏 − 𝟐)(𝒏 − 𝟏)

𝟐
. 

 



Soit 𝒏 un entier naturel. Calculer  
 

∑(𝒌+ 𝟑)²

𝒏

𝒌=𝟎

. 

∑(𝒌 + 𝟑)𝟐
𝒏

𝒌=𝟎

= ∑𝒋𝟐
𝒏+𝟑

𝒋=𝟑

= (∑𝒋𝟐
𝒏+𝟑

𝒋=𝟏

)− 𝟏 − 𝟒 

=⏞

𝒔𝒐𝒎𝒎𝒆 𝒅𝒆𝒔 𝒄𝒂𝒓𝒓é𝒆𝒔
𝒅𝒆𝒔 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒆𝒓𝒔 (𝒏 + 𝟑)(𝒏 + 𝟒)(𝟐(𝒏 + 𝟑) + 𝟏)

𝟔
− 𝟓 

=
(𝒏 + 𝟑)(𝒏 + 𝟒)(𝟐𝒏 + 𝟕)

𝟔
− 𝟓. 

Soit 𝒏 un entier naturel. Calculer  
 

∑(
𝒏
𝒌
)𝟓𝒌.

𝒏

𝒌=𝟎

 

 
 

∑(
𝒏
𝒌
)𝟓𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

= ∑(
𝒏
𝒌
)𝟓𝒌𝟏𝒏−𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

=⏞
𝑭𝑩𝑵

(𝟓 + 𝟏)𝒏 = 𝟔𝒏. 

Soit 𝒏 un entier naturel. Calculer  
 

∑(−𝟏)𝒌 (
𝒏
𝒌
)𝟓𝟐𝒌+𝟏

𝒏

𝒌=𝟎

. 

∑(−𝟏)𝒌 (
𝒏
𝒌
)𝟓𝟐𝒌+𝟏

𝒏

𝒌=𝟎

=∑(−𝟏)𝒌 (
𝒏
𝒌
) 𝟐𝟓𝒌 × 𝟓

𝒏

𝒌=𝟎

= 𝟓 ×∑(
𝒏
𝒌
) (−𝟐𝟓)𝒌𝟏𝒏−𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

 

=⏞
𝑭𝑩𝑵

𝟓 × (−𝟐𝟓+ 𝟏)𝒏 = 𝟓 × (−𝟐𝟒)𝒏. 

Soit 𝒏 un entier naturel tel que 𝒏 ≥ 𝟐. Calculer  
 

∑(
𝒏
𝒌
)𝟑𝒌

𝒏−𝟏

𝒌=𝟐

. 

∑(
𝒏
𝒌
) 𝟑𝒌

𝒏−𝟏

𝒌=𝟐

= [∑(
𝒏
𝒌
) 𝟑𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

] − (
𝒏
𝟎
) 𝟑𝟎 − (

𝒏
𝟏
) 𝟑𝟏 − (

𝒏
𝒏
)𝟑𝒏 

= [∑ (
𝒏
𝒌
)𝟑𝒌𝟏𝒏−𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

] − 𝟏 − 𝟑𝒏 − 𝟑𝒏 

=⏞
𝑭𝑩𝑵

(𝟑 + 𝟏)𝒏 − 𝟏 − 𝟑𝒏 − 𝟑𝒏 = 𝟒𝒏 − 𝟏 − 𝟑𝒏 − 𝟑𝒏. 
 

Soit 𝒏 un entier naturel tel que 𝒏 ≥ 𝟐. Calculer  
 

∑(
𝒏

𝒌 − 𝟏
)𝟑𝒌

𝒏

𝒌=𝟐

. 

∑(
𝒏

𝒌 − 𝟏
)𝟑𝒌

𝒏

𝒌=𝟐

=⏟
𝒄𝒉𝒈𝒕

𝒅′𝒊𝒏𝒅𝒊𝒄𝒆
𝒋=𝒌−𝟏
𝒌=𝒋+𝟏

𝒌=𝟐⟺𝒋=𝟏
𝒌=𝒏⟺𝒋=𝒏−𝟏

∑(
𝒏
𝒋)𝟑

𝒋+𝟏

𝒏−𝟏

𝒋=𝟏

= ∑ (
𝒏
𝒋) 𝟑

𝒋 × 𝟑

𝒏−𝟏

𝒋=𝟏

 

= 𝟑 ×∑ (
𝒏
𝒋) 𝟑

𝒋

𝒏−𝟏

𝒋=𝟏

= 𝟑 × [(∑(
𝒏
𝒋) 𝟑

𝒋𝟏𝒏−𝒋
𝒏

𝒋=𝟎

)− (
𝒏
𝟎
)𝟑𝟎 − (

𝒏
𝒏
) 𝟑𝒏] = 

=⏞
𝑭𝑩𝑵

𝟑 × [(𝟑 + 𝟏)𝒏 − 𝟏 − 𝟑𝒏] = 𝟑 × [𝟒𝒏 − 𝟏 − 𝟑𝒏]. 

Soit 𝒏 un entier naturel tel que 𝒏 ≥ 𝟐. Calculer  
 

∑(
𝒏 + 𝟏
𝒌

)𝟑𝒌.

𝒏

𝒌=𝟐

 

∑(
𝒏+ 𝟏
𝒌

)𝟑𝒌
𝒏

𝒌=𝟐

= [∑ (
𝒏 + 𝟏
𝒌

) 𝟑𝒌
𝒏+𝟏

𝒌=𝟎

] − (
𝒏 + 𝟏
𝟎

) 𝟑𝟎 − (
𝒏 + 𝟏
𝒏 + 𝟏

) 𝟑𝒏+𝟏 

= [∑ (
𝒏 + 𝟏
𝒌

)𝟑𝒌𝟏𝒏+𝟏−𝒌
𝒏+𝟏

𝒌=𝟎

] − 𝟏 − 𝟑𝒏+𝟏 

=⏞
𝑭𝑩𝑵

(𝟑 + 𝟏)𝒏+𝟏 − 𝟏 − 𝟑𝒏+𝟏 = 𝟒𝒏+𝟏 − 𝟏 − 𝟑𝒏+𝟏 

Soit 𝒏 un entier naturel. Calculer  
 

∑(
𝒏
𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

. ∑(
𝒏
𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

= ∑(
𝒏
𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

𝟏𝒌𝟏𝒏−𝒌 =⏞
𝑭𝑩𝑵

(𝟏 + 𝟏)𝒏 = 𝟐𝒏. 



Soit 𝒏 un entier naturel tel que 𝒏 ≥ 𝟐. Calculer  
 

∑(
𝒏+ 𝟏
𝒌 − 𝟏

)

𝒏

𝒌=𝟐

. 

∑(
𝒏+ 𝟏
𝒌 − 𝟏

)

𝒏

𝒌=𝟐

=⏟
𝒄𝒈𝒕 𝒅′𝒊𝒏𝒅𝒊𝒄𝒆

𝒋=𝒌−𝟏 𝒊.𝒆.  𝒌=𝒋+𝟏
[𝒌=𝟐⟺𝒋=𝟏] 𝒆𝒕 [𝒌=𝒏⟺𝒋=𝒏−𝟏]

∑(
𝒏+ 𝟏
𝒋
)

𝒏−𝟏

𝒋=𝟏

 

= [∑(
𝒏 + 𝟏
𝒋
)

𝒏+𝟏

𝒋=𝟎

] − (
𝒏 + 𝟏
𝟎

) − (
𝒏 + 𝟏
𝒏

) − (
𝒏 + 𝟏
𝒏 + 𝟏

) 

= [∑ (
𝒏 + 𝟏
𝒋
) 𝟏𝒋𝟏𝒏+𝟏−𝒋

𝒏+𝟏

𝒋=𝟎

] − 𝟏 − (𝒏 + 𝟏) − 𝟏 =⏞
𝑭𝑩𝑵

(𝟏 + 𝟏)𝒏+𝟏 − 𝒏 − 𝟑

= 𝟐𝒏+𝟏 − 𝒏 − 𝟑. 

Soit 𝒏 un entier naturel tel que 𝒏 ≥ 𝟏. Calculer  
 

∑(
𝒌
𝒏
)

𝟐𝒏

𝒌=𝒏

. 

∑(
𝒌
𝒏
)

𝟐𝒏

𝒌=𝒏

= ∑ (
𝒌+ 𝟏
𝒏 + 𝟏

)
⏟    
𝒖𝒌+𝟏

− (
𝒌

𝒏 + 𝟏
)

⏟    
𝒖𝒌

𝟐𝒏

𝒌=𝒏

 

=⏟
𝒆𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒂𝒏𝒕 

𝒖𝒌=(
𝒌
𝒏+𝟏

)

∑𝒖𝒌+𝟏 − 𝒖𝒌

𝟐𝒏

𝒌=𝒏

=⏟
𝒕é𝒍𝒆𝒔𝒄𝒐𝒑𝒂𝒈𝒆

𝒖𝟐𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 = (
𝟐𝒏 + 𝟏
𝒏 + 𝟏

) − (
𝒏

𝒏 + 𝟏
)⏟    

=𝟎

= (
𝟐𝒏 + 𝟏
𝒏 + 𝟏

). 

Soit 𝒏 un entier naturel tel que 𝒏 ≥ 𝟏. Calculer  
 

∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)

𝒏

𝒌=𝟏

 

∑
𝟏

𝒌(𝒌 + 𝟏)

𝒏

𝒌=𝟏

=⏟
𝟏

𝒌(𝒌+𝟏)
=
(𝒌+𝟏)−𝒌
𝒌(𝒌+𝟏)

=
(𝒌+𝟏)
𝒌(𝒌+𝟏)

−
𝒌

𝒌(𝒌+𝟏)
=
𝟏
𝒌
−

𝟏
(𝒌+𝟏)

∑
𝟏

𝒌⏟
𝒖𝒌

−
𝟏

𝒌 + 𝟏⏟  
𝒖𝒌+𝟏

𝒏

𝒌=𝟏

 

=⏟
𝒆𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒂𝒏𝒕 

𝒖𝒌=
𝟏
𝒌

∑𝒖𝒌 − 𝒖𝒌+𝟏

𝒏

𝒌=𝟏

=⏟
𝒕é𝒍𝒆𝒔𝒄𝒐𝒑𝒂𝒈𝒆

𝒖𝟏 − 𝒖𝒏+𝟏 = 𝟏−
𝟏

𝒏 + 𝟏
. 

Soit 𝒏 un entier naturel. Calculer  
 

∑
𝟏

√𝒌 + 𝟏 + √𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

 

∑
𝟏

√𝒌+ 𝟏 + √𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

=⏟
𝒒𝒖𝒂𝒏𝒕𝒊𝒕é
𝒄𝒐𝒏𝒋𝒖𝒈𝒖é𝒆

√𝒌+𝟏−√𝒌=
𝟏

√𝒌+𝟏+√𝒌

∑√𝒌+ 𝟏 − √𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

 

=⏟
𝒆𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒂𝒏𝒕 

𝒖𝒌=√𝒌

∑𝒖𝒌+𝟏 − 𝒖𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

=⏟
𝒕é𝒍𝒆𝒔𝒄𝒐𝒑𝒂𝒈𝒆

𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝟎 = √𝒏 + 𝟏. 

Soit 𝒏 un entier naturel tel que 𝒏 ≥ 𝟏. Calculer  
 

∑
𝒌

𝒋

⬚

𝟏≤𝒌≤𝒋≤𝒏

 

∑
𝒌

𝒋

⬚

𝟏≤𝒌≤𝒋≤𝒏

=∑[∑
𝒌

𝒋

𝒋

𝒌=𝟏

] =

𝒏

𝒋=𝟏

∑
𝟏

𝒋
[∑𝒌

𝒋

𝒌=𝟏

]

𝒏

𝒋=𝟏

=∑
𝟏

𝒋
[
𝒋(𝒋 + 𝟏)

𝟐
]

𝒏

𝒋=𝟏

=∑
(𝒋 + 𝟏)

𝟐

𝒏

𝒋=𝟏

 

=
𝟏

𝟐
∑(𝒋 + 𝟏

𝒏

𝒋=𝟏

) =
𝟏

𝟐
∑𝒌

𝒏+𝟏

𝒋=𝟐

=
𝟏

𝟐
[(∑𝒌

𝒏+𝟏

𝒋=𝟏

)− 𝟏] =
𝟏

𝟐
[
(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)

𝟐
− 𝟏]

=
𝟏

𝟐
[
𝒏𝟐 + 𝟑𝒏

𝟐
] =

(𝒏 + 𝟑)𝒏

𝟒
 

Soit 𝒏 un entier naturel. Calculer  
 

∑∑𝟐𝒋+𝒌
𝒏

𝒋=𝟎

.

𝒏

𝒌=𝟎

 
∑∑𝟐𝒋+𝒌

𝒏

𝒋=𝟎

𝒏

𝒌=𝟎

=∑∑𝟐𝒋 × 𝟐𝒌
𝒏

𝒋=𝟎

𝒏

𝒌=𝟎

= [∑𝟐𝒌
𝒏

𝒌=𝟎

] × [∑𝟐𝒋
𝒏

𝒋=𝟎

]

=
𝟐𝒏+𝟏 − 𝟏

𝟐 − 𝟏
×
𝟐𝒏+𝟏 − 𝟏

𝟐 − 𝟏
= (𝟐𝒏+𝟏 − 𝟏)². 

Soit 𝒏 un entier naturel. Calculer  
 

∑ (
𝒌
𝒋
) 𝒆𝒋+𝒌.

⬚

𝟎≤𝒋≤𝒌≤𝒏

 

∑ (
𝒌
𝒋
)𝒆𝒋+𝒌 =

⬚

𝟎≤𝒋≤𝒌≤𝒏

∑∑(
𝒌
𝒋
) 𝒆𝒋+𝒌

𝒌

𝒋=𝟎

𝒏

𝒌=𝟎

=∑∑(
𝒌
𝒋
)𝒆𝒌𝒆𝒋

𝒌

𝒋=𝟎

𝒏

𝒌=𝟎

 

=∑𝒆𝒌 [∑(
𝒌
𝒋
)𝒆𝒋

𝒌

𝒋=𝟎

]

𝒏

𝒌=𝟎

=∑𝒆𝒌 [∑(
𝒌
𝒋
)𝒆𝒋𝟏𝒌−𝒋

𝒌

𝒋=𝟎

]

𝒏

𝒌=𝟎

=∑𝒆𝒌[𝟏 + 𝒆]𝒌
𝒏

𝒌=𝟎

 

=∑[𝒆(𝟏 + 𝒆)]𝒌
𝒏

𝒌=𝟎

=⏞
𝒔𝒐𝒎𝒎𝒆 𝒈é𝒐𝒎é𝒕𝒓𝒊𝒒𝒖𝒆 [𝒆(𝟏 + 𝒆)]𝒏+𝟏 − 𝟏

𝒆(𝟏 + 𝒆) − 𝟏
. 



Soit 𝒏 un entier naturel tel que 𝒏 ≥ 𝟐. Calculer  
 

∑𝒍𝒏(𝒌 + 𝟑)

𝒏

𝒌=𝟐

− 𝒍𝒏(𝒌 − 𝟏). 

∑𝒍𝒏(𝒌 + 𝟑)

𝒏

𝒌=𝟐

− 𝒍𝒏(𝒌 − 𝟏) = ∑ 𝒍𝒏(𝒌 + 𝟑)

𝒏

𝒌=𝟐

−∑𝒍𝒏(𝒌 − 𝟏)

𝒏

𝒌=𝟐

 

=⏞
𝒓éé𝒄𝒓𝒊𝒕𝒖𝒓𝒆 𝒅𝒆𝒔 𝟐 𝒔𝒐𝒎𝒎𝒆𝒔

∑𝒍𝒏(𝒋)

𝒏+𝟑

𝒋=𝟓

−∑𝒍𝒏(𝒋)

𝒏−𝟏

𝒋=𝟏

= ∑𝒍𝒏(𝒋)

𝒏+𝟑

𝒋=𝒏

−∑𝒍𝒏(𝒋)

𝟒

𝒋=𝟏

= 𝒍𝒏(𝒏 + 𝟑) + 𝒍𝒏(𝒏 + 𝟐) + 𝒍𝒏(𝒏+ 𝟏) + 𝒍𝒏(𝒏)
− 𝒍𝒏(𝟒) − 𝒍𝒏(𝟑) − 𝒍𝒏(𝟐) − 𝒍𝒏(𝟏) 

= 𝒍𝒏(𝒏+ 𝟑) + 𝒍𝒏(𝒏 + 𝟐) + 𝒍𝒏(𝒏 + 𝟏) + 𝒍𝒏(𝒏) − 𝟑𝒍𝒏(𝟐) − 𝒍𝒏(𝟑) 

Soit 𝒏 un entier naturel tel que 𝒏 ≥ 𝟏. Calculer  
 

∑𝒍𝒏(
𝒌𝟐 + 𝟐𝒌

𝒌𝟐 + 𝟒𝒌 + 𝟑
)

𝒏

𝒌=𝟏

. 

∑𝒍𝒏(
𝒌𝟐 + 𝒌

𝒌𝟐 + 𝟒𝒌 + 𝟑
)

𝒏

𝒌=𝟏

=∑𝒍𝒏(
𝒌(𝒌+ 𝟐)

(𝒌 + 𝟏)(𝒌 + 𝟑)
)

𝒏

𝒌=𝟏

=∑𝒍𝒏(𝒌) + 𝒍𝒏(𝒌 + 𝟐) − 𝒍𝒏(𝒌 + 𝟏) − 𝐥𝐧 (𝒌 + 𝟑)

𝒏

𝒌=𝟏

 

=∑[𝒍𝒏(𝒌) − 𝒍𝒏(𝒌 + 𝟏)]

𝒏

𝒌=𝟏

+∑[𝒍𝒏(𝒌 + 𝟐) − 𝐥𝐧 (𝒌 + 𝟑)]

𝒏

𝒌=𝟏

 

=⏞
𝒕é𝒍é𝒔𝒄𝒐𝒑𝒂𝒈𝒆

𝒍𝒏(𝟏) − 𝒍𝒏(𝒏 + 𝟏) + 𝒍𝒏(𝟑) − 𝒍𝒏(𝒏 + 𝟑) 
Calculer  
 

∏𝟐𝒊+𝟏
𝟑𝟒

𝒊=𝟎

. 
∏𝟐𝒊+𝟏
𝟑𝟒

𝒊=𝟎

=∏𝟐𝒊 × 𝟐

𝟑𝟒

𝒊=𝟎

= [∏𝟐𝒊
𝟑𝟒

𝒊=𝟎

] × [∏𝟐

𝟑𝟒

𝒊=𝟎

] = 𝟐∑ 𝒊𝟑𝟒
𝒊=𝟎 × 𝟐𝟑𝟓 

= 𝟐
𝟑𝟒×𝟑𝟓
𝟐 × 𝟐𝟑𝟓 = 𝟐𝟏𝟕×𝟑𝟓+𝟑𝟓 = 𝟐𝟏𝟖×𝟑𝟓. 

Ou ∏ 𝟐𝒊+𝟏𝟑𝟒
𝒊=𝟎 = ∏ 𝟐𝒋𝟑𝟓

𝒋=𝟏 = 𝟐∑ 𝒊𝟑𝟓
𝒊=𝟏 = ⋯ 

Soit 𝑵 un entier naturel non nul. Calculer  
 

∏𝒆𝒌
𝟐

𝑵

𝒌=𝟎

. ∏𝒆𝒌²
𝑵

𝒌=𝟎

= 𝒆∑ 𝒌²𝑵
𝒌=𝟎 = 𝒆

𝑵(𝑵+𝟏)(𝟐𝑵+𝟏)
𝟔  

Calculer  
 

∏
𝒊+ 𝟑

𝒊 − 𝟏

𝟑𝟒

𝒊=𝟐

. 
∏

𝒊+ 𝟑

𝒊 − 𝟏

𝟑𝟒

𝒊=𝟐

=
∏ 𝒊 + 𝟑𝟑𝟒
𝒊=𝟐

∏ 𝒊 − 𝟏𝟑𝟒
𝒊=𝟐

=⏞

𝒓éé𝒄𝒓𝒊𝒕𝒖𝒓𝒆 𝒅𝒆𝒔
𝒅𝒆𝒖𝒙 𝒑𝒓𝒐𝒅𝒖𝒊𝒕𝒔∏ 𝒌𝟑𝟕

𝒌=𝟓

∏ 𝒌𝟑𝟑
𝒌=𝟏

=
𝟑𝟕 × 𝟑𝟔 × 𝟑𝟓 × 𝟑𝟒

𝟏 × 𝟐 × 𝟑 × 𝟒

=
𝟑𝟕 × 𝟑𝟔 × 𝟑𝟓 × 𝟑𝟒

𝟏 × 𝟐 × 𝟑 × 𝟒
= 𝟑𝟕 × 𝟑 × 𝟑𝟓 × 𝟏𝟕. 

Soit 𝑵 un eniter naturel non nul. Calculer  

∏
𝒌𝟐 + 𝒌 + 𝟏

𝒌𝟐 − 𝒌 + 𝟏

𝑵

𝒊=𝟏

. 
∏

𝒌𝟐 + 𝒌 + 𝟏

𝒌𝟐 − 𝒌 + 𝟏

𝑵

𝒊=𝟏

=∏
𝒌(𝒌 + 𝟏) + 𝟏

𝒌(𝒌 − 𝟏) + 𝟏

𝑵

𝒊=𝟏

=⏟
𝒆𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒐𝒂𝒏𝒕 
𝒖𝒌=𝒌(𝒌−𝟏)+𝟏

∏
𝒖𝒌+𝟏
𝒖𝒌

𝑵

𝒊=𝟏

=⏞
𝒕é𝒍𝒆𝒔𝒄𝒐𝒑𝒂𝒈𝒆𝒖𝑵+𝟏

𝒖𝟏

=
𝑵(𝑵 + 𝟏) + 𝟏

𝟏
= 𝑵𝟐 +𝑵+ 𝟏. 

Soit 𝑵 un eniter naturel supérieur à 2. Ecrire à 
l’aide de factorielles,   
 
 

∏(𝟐𝒌).

𝑵

𝒌=𝟐

 

∏(𝟐𝒌)

𝑵

𝒌=𝟐

= [∏𝟐

𝑵

𝒌=𝟐

] × [∏𝒌

𝑵

𝒌=𝟐

] = 𝟐𝑵−𝟏 × (𝑵!) 



Soit 𝑵 un eniter naturel supérieur à 2. Ecrire à 
l’aide de factorielles,   
 

∏
𝟐𝒌

𝟐𝒌 + 𝟏

𝑵

𝒌=𝟐

. 

∏
𝟐𝒌

𝟐𝒌+ 𝟏

𝑵

𝒌=𝟐

=
𝟐 × 𝟒 × 𝟔 × …× (𝟐𝑵 − 𝟐) × 𝟐𝑵

𝟏 × 𝟑 × 𝟓 × 𝟕 × …× (𝟐𝑵 − 𝟏) × (𝟐𝑵 + 𝟏)
 

=
𝟐𝟐 × 𝟒𝟐 × 𝟔𝟐 ×…× (𝟐𝑵 − 𝟐)𝟐 × (𝟐𝑵)𝟐

𝟏 × 𝟐 × 𝟑 × 𝟒 × 𝟓 × 𝟔 × 𝟕 × …× (𝟐𝑵 − 𝟏) × 𝟐𝑵 × (𝟐𝑵 + 𝟏)

=
(𝟐 × 𝟒 × 𝟔 × …× (𝟐𝑵 − 𝟐) × (𝟐𝑵))

𝟐

(𝟐𝑵+ 𝟏)!
 

=
[(𝟐 × 𝟏) × (𝟐 × 𝟐) × (𝟐 × 𝟑) × …× (𝟐 × (𝑵 − 𝟏)) × (𝟐 × 𝑵))

𝟐

(𝟐𝑵 + 𝟏)!
 

=
[𝟐𝑵 × 𝟏 × 𝟐 × 𝟑 × …× (𝑵 − 𝟏) × 𝑵]𝟐

(𝟐𝑵+ 𝟏)!
=
[𝟐𝑵 ×𝑵!]𝟐

(𝟐𝑵+ 𝟏)!
=
𝟐𝟐𝑵[𝑵!]𝟐

(𝟐𝑵 + 𝟏)!
 

Soit 𝒏 un entier naturel tel que 𝒏 ≥ 𝟑. Calculer 
 

∑
𝟏− 𝟐𝒌

𝒌(𝒌 − 𝟐)(𝒌 + 𝟏)

𝒏

𝒌=𝟑

 

puis sa limite quand 𝒏 → +∞. 

Il existe des réels 𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 𝑐 tq : ∀𝑥 ∈ ℝ\{0,2, −1},  

𝐹(𝑥) =
1 − 2𝑥

𝑥(𝑥 − 2)(𝑥 + 1)
=
𝑎

𝑥
+

𝑏

𝑥 − 2
+

𝑐

𝑥 + 1
.  

Alors 𝑎 = lim
𝑥→0

𝑥𝐹(𝑥) = lim
𝑥→0

1−2𝑥

(𝑥−2)(𝑥+1)
= −

1

2
 

et 𝑏 = lim
𝑥→−1

(𝑥 + 1)𝐹(𝑥) = lim
𝑥→−1

1−2𝑥

𝑥(𝑥−2)
=
3

3
= 1 

et 𝑐 = lim
𝑥→2

(𝑥 − 2)𝐹(𝑥) = lim
𝑥→2

1−2𝑥

𝑥(𝑥+1)
=
−3

6
= −

1

2
.  

Donc,  ∀𝑥 ∈ ℝ\{0,2,−1}, 1−2𝑥

𝑥(𝑥−2)(𝑥+1)
= −

1

2

1

𝑥
−
1

2

1

𝑥−2
+

1

𝑥+1
. 

Alors, ∑ 1−2𝑘

𝑘(𝑘−2)(𝑘+1)
𝑛
𝑘=3 = −

1

2
∑

1

𝑘
𝑛
𝑘=3 −

1

2
∑

1

𝑘−2
𝑛
𝑘=3 +∑

1

𝑘+1
𝑛
𝑘=3  

= −
1

2
∑

1

𝑘

𝑛

𝑘=3

−
1

2
∑

1

𝑘

𝑛−2

𝑘=1

+∑
1

𝑘

𝑛+1

𝑘=4

 

= −
1

2
[
1

𝑛
+

1

𝑛 − 1
+
1

3
+∑

1

𝑘

𝑛−2

𝑘=4

]−
1
2
[1 +

1

2
+
1

3
+∑

1

𝑘

𝑛−2

𝑘=4

] + [
1

𝑛 + 1
+
1

𝑛
+

1

𝑛 − 1
+∑

1

𝑘

𝑛−2

𝑘=4

] 

= (−
1

2
+ 1 −

1

2
) (∑

1

𝑘

𝑛−2

𝑘=4

) +
1

2
[
1

𝑛
+

1

𝑛 − 1
+

2

𝑛 + 1
] −

13

12
 

=
1

2
[
1

𝑛
+

1

𝑛−1
+

2

𝑛+1
] −

13

12
. 

Donc, lim
𝑛→+∞

∑
1−2𝑘

𝑘(𝑘−2)(𝑘+1)
𝑛
𝑘=3 = −

13

12
. 

Soit 𝒏 un entier naturel et 𝒙 un réel. Calculer  
 

∑𝒌(
𝒏
𝒌
)𝒙𝒌−𝟏.

𝒏

𝒌=𝟏

 

𝑷𝒐𝒔𝒐𝒏𝒔 𝒇(𝒙) = ∑(
𝒏
𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

𝒙𝒌.  

Alors 𝒇 est polynomiale donc dérivable sur ℝ et la FBN 
assure que 𝒇(𝒙) = (𝟏 + 𝒙)𝒏. Donc ∀𝒙 ∈ ℝ,  

𝒇′(𝒙) = ∑(
𝒏
𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟏

𝒌𝒙𝒌−𝟏 = 𝒏(𝟏 + 𝒙)𝒏−𝟏.  

Soit 𝒏 un entier naturel et x un réel distinct de 1. 
Calculer  
 

∑𝒌𝒙𝒌−𝟏.

𝒏

𝒌=𝟎

 

𝑷𝒐𝒔𝒐𝒏𝒔 𝒇(𝒙) = ∑𝒙𝒌
𝒏

𝒌=𝟎

.  

Alors 𝒇 est polynomiale donc dérivable sur ℝ et la formule 
de somme géométrique assure que :  ∀𝒙 ∈ ℝ\{𝟏} 𝒇(𝒙) =

𝒙𝒏+𝟏−𝟏

𝒙−𝟏
.  

Donc ∀𝒙 ∈ ℝ\{𝟏}, 𝒇′(𝒙) = ∑ 𝒌𝒙𝒌−𝟏𝒏
𝒌=𝟏 =

(𝒏+𝟏)𝒙𝒏(𝒙−𝟏)−(𝒙𝒏+𝟏−𝟏)

(𝒙−𝟏)𝟐
 

∑𝒌𝒙𝒌−𝟏
𝒏

𝒌=𝟏

=
𝒏𝒙𝒏+𝟏 − (𝒏 + 𝟏)𝒙𝒏 + 𝟏)

(𝒙 − 𝟏)²
. 

Soit 𝒏 un entier naturel. Calculer  
 

∑𝒌(
𝒏
𝒌
)𝒙𝒌.

𝒏

𝒌=𝟎

 

∑ 𝒌(
𝒏
𝒌
) 𝒙𝒌𝒏

𝒌=𝟎 =∑ 𝒌(
𝒏
𝒌
)𝒙𝒌𝒏

𝒌=𝟏 = 𝒙[∑ 𝒌 (
𝒏
𝒌
)𝒙𝒌−𝟏] = 𝒙𝒇′(𝒙)𝒏

𝒌=𝟎  où  

𝒇(𝒙) = ∑ (
𝒏
𝒌
)𝒏

𝒌=𝟎 𝒙𝒌. Comme  𝒇 est polynomiale donc 
dérivable sur ℝ et 𝒇(𝒙) = (𝟏 + 𝒙)𝒏,  ∀𝒙 ∈ ℝ, 𝒇′(𝒙) =

∑ (
𝒏
𝒌
)𝒏

𝒌=𝟏 𝒌𝒙𝒌−𝟏 = 𝒏(𝟏 + 𝒙)𝒏−𝟏. 

Donc, ∑ 𝒌(
𝒏
𝒌
) 𝒙𝒌𝒏

𝒌=𝟎 = 𝒏𝒙(𝟏 + 𝒙)𝒏−𝟏. 



Soit 𝒏 un entier naturel. Calculer  
 

∑𝒌(
𝒏
𝒌
) .

𝒏

𝒌=𝟎

 

∑ 𝒌(
𝒏
𝒌
)𝒏

𝒌=𝟎 = ∑ 𝒌(
𝒏
𝒌
)𝒏

𝒌=𝟏 = 𝒇′(𝟏) où  

𝒇(𝒙) = ∑ (
𝒏
𝒌
)𝒏

𝒌=𝟎 𝒙𝒌. Comme  𝒇 est polynomiale donc 
dérivable sur ℝ et 𝒇(𝒙) = (𝟏 + 𝒙)𝒏,  ∀𝒙 ∈ ℝ, 𝒇′(𝒙) =

∑ (
𝒏
𝒌
)𝒏

𝒌=𝟏 𝒌𝒙𝒌−𝟏 = 𝒏(𝟏 + 𝒙)𝒏−𝟏. 

Donc, ∑ 𝒌(
𝒏
𝒌
)𝒏

𝒌=𝟎 = 𝒏𝟐𝒏−𝟏. 

Soit 𝒏 un entier naturel et x un réel distinct de 1. 
Calculer  
 

∑𝒌𝒙𝒌.

𝒏

𝒌=𝟎

 

∑𝒌𝒙𝒌
𝒏

𝒌=𝟎

=∑𝒌𝒙𝒌
𝒏

𝒌=𝟏

= 𝒙∑𝒌𝒙𝒌−𝟏
𝒏

𝒌=𝟏

= 𝒙𝒇′(𝒙) 𝒐ù  𝒇(𝒙) = ∑𝒙𝒌
𝒏

𝒌=𝟎

.  

Alors 𝒇 est polynomiale donc dérivable sur ℝ et la formule 
de somme géométrique assure que :  ∀𝒙 ∈ ℝ\{𝟏} 𝒇(𝒙) =

𝒙𝒏+𝟏−𝟏

𝒙−𝟏
.  

Donc ∀𝒙 ∈ ℝ\{𝟏}, 𝒇′(𝒙) = ∑ 𝒌𝒙𝒌−𝟏𝒏
𝒌=𝟏 =

(𝒏+𝟏)𝒙𝒏(𝒙−𝟏)−(𝒙𝒏+𝟏−𝟏)

(𝒙−𝟏)𝟐
 

=
𝒏𝒙𝒏+𝟏 − (𝒏 + 𝟏)𝒙𝒏 + 𝟏

(𝒙 − 𝟏)²
. 

Donc ∑ 𝒌𝒙𝒌𝒏
𝒌=𝟎 = 𝒙

𝒏𝒙𝒏+𝟏−(𝒏+𝟏)𝒙𝒏+𝟏

(𝒙−𝟏)²
. 

Montrer que pour tout entier naturel 𝒏, il existe 
deux entiers 𝒂𝒏 𝒆𝒕 𝒃𝒏  tels que  
(𝟏 + √𝟑)𝒏 = 𝒂𝒏 + √𝟑 𝒃𝒏   .  

Premier méthode : par récurrence :  
Init° : (𝟏 + √𝟑)𝟎 = 𝟏 =⏟

𝒂𝟎=𝟏 𝒆𝒕 𝒃𝟎=𝟎

𝒂𝟎 + √𝟑 𝒃𝟎   .  

Propag° : Soit 𝒏 ∈ ℕ tq : il existe deux entiers 𝒂𝒏 𝒆𝒕 𝒃𝒏  tels 
que (𝟏 + √𝟑)𝒏 = 𝒂𝒏 + √𝟑 𝒃𝒏.Alors,  

(𝟏 + √𝟑)𝒏+𝟏 = (𝟏 + √𝟑 ). (𝟏 + √𝟑)
𝒏
= (𝟏 + √𝟑 )(𝒂𝒏 +√𝟑 𝒃𝒏)

= 𝒂𝒏 + 𝟑 𝒃𝒏 + √𝟑(𝒂𝒏 + 𝒃𝒏)  
Posons 𝒂𝒏+𝟏 = 𝒂𝒏 + 𝟑 𝒃𝒏 𝒆𝒕 𝒃𝒏+𝟏 = 𝒂𝒏 + 𝒃𝒏. Comme 𝒂𝒏 𝒆𝒕 𝒃𝒏 sont 
entiers, 𝒂𝒏+𝟏 𝒆𝒕 𝒃𝒏+𝟏 sont entiers et par conséquent, conviennent.  
CCL° : le théorème de récurrence simple permet de conclure.  

Deuxième méthode par la FBN :  

(𝟏 + √𝟑)
𝒏
=∑ (

𝒏
𝒌
) (√𝟑)

𝒌
𝟏𝒏−𝒌

𝒏

𝒌=𝟎
 

=∑ (
𝒏
𝒌
) (√𝟑)

𝒌𝒏

𝒌=𝟎
𝒌 𝒑𝒂𝒊𝒓

+∑ (
𝒏
𝒌
) (√𝟑)

𝒌𝒏

𝒌=𝟎
𝒌 𝒊𝒎𝒑𝒂𝒊𝒓

 

=∑ (
𝒏
𝟐𝒑) (√𝟑)

𝟐𝑷⬚

𝟎≤𝟐𝒑≤𝒏
+∑ (

𝒏
𝟐𝒑 + 𝟏) (√𝟑)

𝟐𝒑+𝟏⬚

𝟎≤𝟐𝒑+𝟏≤𝒏
 

=∑ (
𝒏
𝟐𝒑) 𝟑

𝑷
⬚

𝟎≤𝟐𝒑≤𝒏
+∑ (

𝒏
𝟐𝒑 + 𝟏)𝟑

𝒑√𝟑
⬚

𝟎≤𝟐𝒑+𝟏≤𝒏
 

 

= [∑ (
𝒏
𝟐𝒑) 𝟑

𝑷
⬚

𝟎≤𝟐𝒑≤𝒏
]

⏟            
=𝒂𝒏

+ √𝟑 [∑ (
𝒏

𝟐𝒑 + 𝟏) 𝟑
𝒑

⬚

𝟎≤𝟐𝒑+𝟏≤𝒏
]

⏟                
=𝒃𝒏

 

= 𝒂𝒏 + √𝟑 𝒃𝒏   
 avec 𝒂𝒏 𝒆𝒕 𝒃𝒏  entiers ( car ils s’écrivent à l’aide de sommes et 

produits d’entiers) 

Soit 𝑛 un entier naturel supérieur à 3. Calculer : 

∑
1

𝑘 + 1
−

1

𝑘 − 2

𝑛

𝑘=3

. 

 

∑
1

𝑘 + 1
−

1

𝑘 − 2

𝑛

𝑘=3

=∑
1

𝑘 + 1

𝑛

𝑘=3

−∑
1

𝑘 − 2

𝑛

𝑘=3

 

= ∑
1

𝑘

𝑛+1

𝑘=4

−∑
1

𝑘

𝑛−1

𝑘=1

 

=
1

𝑛 + 1
+
1

𝑛
−
1

3
−
1

3
− 1.  

 
 

 


