Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques

PROGRAMME DE COLLE
Semaine 1

CHAPITRE 0 : Langage mathématiques-Raisonnements-Sous-ensembles de R.
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Notations et vocabulaire ensemblistes : €,u,N, c,{... }.
définition d’une fonction ( application), d’une suite réelle.
Quantificateurs : v, 3, 3!

Proposition et sa négation

Implication, sa contraposée et sa réciproque.

Equivalence.

Il. Sous -ensemble remarquable de R
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Définitionde N, Z, D, Q, R\Q .

Calculs dans Z : multiple, diviseur, pair, impair, PPCM et PGCD.

Calculs dans Q : représentant irréductible, somme, produit et quotient.

Calculs dans R : /2 est irrationnel, la somme d’un rationnel et d’un irrationnel est irrationnel , le produit d’un
irrationnel et d’un rationnel non nul estirrationnel.

l1l. Raisonnements
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Démonstration par disjonction de cas

Démonstration par récurrence : Théoreme de récurrence Simple — Double - Forte .
Démonstration par Uabsurde

Démonstration par analyse-synthese

Démonstration d’une unicité

CHAPITRE 1 : Sommes et Produits finis-Suites particulieres-Systemes linéaires.
I. Sommes et produits finis

Sommes et produits finies
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Notation d’une somme finie et d’un produit fini.
Propriétés: découpage, séparation, mise en facteur.
Changement d’indices.

Ecriture de u, en fonctionde S,, = Yf_, U et S,_; OU en fonction de B, = [[}—q Uy €t Pp_;.

Somme télescopique Y- (ur+q — Ux) et plus généralement, Y N_p(uyx — Uy41). Produit télescopique 1‘[’,3:0“%

Sommes doubles
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Notation d’'une somme double et finie.

Théoreme d’interversion de deux sommes finies.

Produit de deux sommes simples et finies.

Il. Formules sommatoires

Somme
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des entiers consécutifs compris entre 1 et n
de ces mémes « entiers au carré »

Somme géomeétrique.
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Factorisationde 1 — x™ par (1 — x)
Factorisation de a™ — b™ para — b.
Formule des sommes géométriques : Yi_, x* et Yi_, x*.

Formule du bindbme de Newton
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Définition d’une factorielle, d’un coefficient binomial.

Propriétés des factorielles et des coefficients binomiaux. Valeurs particulieres.
Formule de Pascal. Triangle de pascal.

Formule du binbme de Newton.

Application a quelques suites particulieres : expression explicite et somme des n + 1 premiers termes d’une suite
arithmétique, géométrique ou arithmético-géométrique.

lll. Systéemes linéaires

Méthode de résolution d’un systéme linéaire de 2 équations a 2 inconnues par OPERATIONS les lignes.

Opération élémentaire, systeme échelonné.

Méthode de résolution d’un systéme linéaire de 2 équations a 3 inconnues et d’un systéme linéaire de 3 équations a 3
inconnues.



QUESTIONS DE COURS :
Tous les énoncés des définitions, propriétés et théoremes doivent étre connus.
Les démonstrations des résultats suivants sont aussi a connaitre :

1) Démontrer que V2 estirrationnel.
2) Enoncer et démontrer (en utilisant des méthodes différentes) les formules donnant X_, k et Y 7_, k2.
3) Enoncer et démontrer la formule de factorisation de 1 — x™ par (1 — x) et celle des sommes géométriques
;cl=0xk et (Z%:pxk)'
4) Enoncer et démontrer la formule de Pascal.
5) Enoncer et démontrer la formule du binbme de Newton
Rappeler soigheusement ( avec les hypothéses) le résultat avant de le démontrer !!!

1) Enoncé: V2 estirrationnel
Imaginons un instant que V2 n’est pas irrationnel. Alors /2 est rationnel. Donc il existe deux entiers p et g premiers entre eux tels que V2 = Z (représentant

()
irréductible de v/2) . Alors, g2 = p donc 2q® = p?. Par conséquent, p? est pair et par suite p est pair. Donc il existe un entier m tel que : p = 2m. Alors (**) s’écrit
2q* = 4m? et par suite g2 = 2m?. Par conséquent m est pair tout comme p. 2 est donc un diviseur commun de m et p qui ne sont pas donc pas premiers entre eux.
Cela contredit la définition de p et q. Ainsi, U'hypothése « V2 est rationnel » aboutissant & une contradiction, cette hypothése est fausse et j’en conclus que sa
négation est vraiei.e. V2 n’est pas rationneli.e. V2 estirrationnel.

- . q n(n+1 n(n+1)(2n+1
2) Enoncé : Soitn un entier naturel. Yi_ok = (T) et Yrook? = G i
Premiére méthode par récurrence : Notons H(n) la propriété " Y i_o k = M et Yn_ok?= w
@ =0=Y9_ketXUVEOM _ 5 _ 50 42 ponc, H(O) estvraie.

Propagation : Soit n un entier naturel. Je suppose que H(n) est vraie et sous cette hypothése, je vais montrer que H(n + 1) est vraie i.e. montrons que
Yl = DD+ TR g2 = (n+1)((n+1)-;1)(2(n+1)+1)

Tk = (S k) + (1) =204 (n 4 1) = (n+ 1) (2 4+ 1) = S oy
TR = (Thao k) + (n+ 1P = "D 4 (4 1)2 = (4 1) (M2 4 (n+ 1)

Zn+1 k2 = (m+1) (n(2n+12+6n+6) n+1) (Zn +7n+6) (n+1) (n+2)(2n+3) (n+1)(n22)(2n+3). oK !t

Ainsi, (H(n) = H(n + 1)).

Initialisation :

n(2n+1)

Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure alors que Vn € N, 7k = n(n+1) et Yr_ok? = M.
Deuxiéme méthode par télescopage :
Démode Y} ok = @ :
télescopage
D’une part, ¥, (k + 1)% — k? 2 Uy U= (n+ 1A
Uk+1 U-k
D’autre part, Yr_o(k+ 1) — k> = PRk + 1) = 230 ok + YR o1 =230  k + (n+ 1).
Par conséquent, 2 Y% ok + (n + 1) = (n+ 1)%et par suite, X7_o k = %[(n +1D2-(n+1]= n—“[ +1-1] = @
L, n 2 _ n(n+1)(2n+1) |
Démode }i_ok* = ———:
télescopage
, 3 3 = _ 3
D’une part, 23—, (k + 1)° — ]L = Uppr — Ug = (n+1)°.
Uk+1 Uk
D'autre part, ok +1)° —k® = $f_o3k? + 3k + 1 = 3570 k> + 35 ok + o1 = 3o k? + 20 4 (n 4 1),
Par conséquent,3 Y., k? + n(ntd) | (n+1) = (n+ 1) et par suite,
Shook? =2+ 1)° = (n+ 1) = 2] = 2 [a(n + 1)? — 2 - 3n] = B [ 4 ) = HHDENED,

3) Enoncé:
e Pourtout entier naturel n non nulettoutréel x,1 —x™ = (1 - )Rz xh).

xn+1 i
e Pourtout entier naturel n et tout réel x , Yp_, x* ={ x—1 S six # 1.
n+1six=1
XxM—P+1_q

D s
e Pourtous entiers naturels p et n tels que p < nettoutréelx, Yp_, x* = { o bl 1.
n—p+1six=1

e Soitn entier natureln non nul et x un réel. (1 — x)(XP23 x%) = YRzdxk — x FR2dak = Frzlxk — FRol xktt =yl (x" - x"“) = Uy — Ugner)-1 = X° — x™.
- ——
Uk Uk+1
somme

télescopioque
Ainsi, VN e N*,VX e R, 1 — X" = (1 - X)(Th=E X*) (%)
. Soitn un entier naturel et x un réel.
1cas:x = 1. Ypoxbk =¥ 1F =Y 1=n+1.

2°me cas: x # 1 alors d’aprés ce qui précéde (1 — x)(Xr_, x*) = 1—x
=
on applique
(+)
avec
N=n+1€eN*
et X=x

k _ xn+l_q

"1 puisque x # 1,1 — x # 0 et par suite, Yi_,x* =

x-1




XN+1_1

Ainsi, VN € N,vX € R, ¥, x* = {—X SIX#1 (4,
N+1siX=1
. Soitp et n deux entiers naturels tels que p < n et x unréel.

1cas: x=1.3 0, x* = 1¥ =¥ _1=n—-p+1
n-p+i_q

2'mecas: x # 1. Ypo,xk = YR, xPx P = 2P (Tp_, x*P) = x"(z oxT) = xP X

x—=1
on applique
(%)
avec N=n—p
et X=x#1
XN P+1
Ainsi, V(N,P) € N?/P < N,VX € R, Z)_p X" = {7)( XPsiX#1 (o4,
N-P+1siX=1
4) Enoncé : Formule de Pascal
. n n+1
Pour tous entiers naturels n et k, ( ) ( ) ( )
k k+1 k+1

1°cas:k >n Alorsk+1>n+1>n.Donc ( ) (k + 1) (k n i) La formule de Pascal est donc vérifiée si k > n.
2%mecas: k=nAlorsk+1=n+1>n.Donc (k) =1= (Z I D (k 4 1) = 0. La formule de Pascal est donc vérifiée si k = n.

8 . ! n+1 (n+1)! n n!

eme . < _ < . n = = — ,
Fmecasik <n Alorsk <n—1donck+1<n<n+ 1. Etparsuite, ( ) PressT (k i 1) A DG D) et ( k4 1) DG D), Alors

n n n! n! 1 1 1

= =l =n!
(k) + (k + 1) k!(n—k)! + (k+1)!(n—(k+1))! n [k!(n—k)! + -(n—k—l))!] n [k!((n—k—l)!)(n—k) + (D@D (n—k—1))!
— k+1 n (=)
T U kG ) (k-1 (k) T (e (1) ((n—k—1))!) ()
— [ k+1 (n—k) ] _ [ k+1+n—k ] _ [ ] _ ni(n+) . (Dt (n+1)! _ (n + 1)
n (k+1)!(n—k)' (k+1)!(n—k)! (k+1)!(n—k)! (k+1)'(n K)! (k+D!(n—k)!  (k+DI(n—k)!  (k+D((n+D)-(k+1))!  \k + 1/°

Donc la formule de Pascal est vérifiée si k < n.

a0 €8 (1) (4 )= (72,

5) Enoncé : Formule du binome de Newton
Pour tout entier naturels n ettousréelsaeth, (a + b)" = Y1_, (Z) akpnFk,
Soit a et b deux réels. Effectuons une preuve par récurrence sur n. Posons H(n): "(a + b)™ = Y}, (Z) akpnrr,
Initialisation: (a + b)° = 1et Y9_, (2) akpok = (g) ah® = 1. Donc H(0) est vraie.
Propagation : Soit n un entier naturel. Je suppose que H(n) est vraie et sous cette hypothése, je vais montrer que H(n + 1) est vraie.

(a+b)""'=(a+b)" (a+b) = (Zn: (Z) akb"‘k> (a+b)= <Zn: (Z) akb"‘k>a + <Zn: (Z) a"b""")b

k=0 k=0 k=0

n n
_ Z n k+1bn—k> ( T gk pn+i- k)
(R @er)+(20
n+1 n
= Z(]:ll) alpn-U-1 +< (Z) kbn+1—k>
Jj=1 k=0

n+1 n
Yisole le terme correspondanta «k = n + 1» = (Z (k w ) alpnti- k) (Z Z akpnti- k) isole le terme correspondant a «k = 0»

dans la premiére somme. =1 dans la deuxiéme somme.
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(k ﬁ 1) afbn+1—k) + (Z) amtipo + ( (7]:) akbn+1—k) + (g) a®pm+t

1

n
I D £y T P C e T RO RRUD
acral n =
- _ (Z ("'It 1) akbn+1—k> + (z I i) a"*t1pO + (n ‘(')’ 1) a®pntl
k=t n+1
= Z (" akprk ok
k=0 k

Le théoréme de récurrence simple permet alors de conclure que Vn € N, H(n)est vraie.




