
Corrigé du DL 1 : deuxième partie 
 

Ex 2 Soit (𝑢𝑛) la suite définie par : 𝑢0 = 2 et ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛 = ∑
𝑢𝑘

𝑘+1

𝑛−1
𝑘=0 .  

1. Justifier que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 > 0. 

2. Démontrer que ∀𝑛 ≥ 2, 𝑢𝑛 = (1 +
1

𝑛
) 𝑢𝑛−1. 

3. En déduire une expression explicite de 𝑢𝑛 .  
1. Montrons par récurrence forte que ∀𝑛 ∈ ℕ⬚, 𝐻(𝑛): "𝑢𝑛>0" est vraie.  

Init° : 𝑢0 = 2 > 0. Donc, 𝐻(0) est vraie.  
Propa° : Soit 𝑛 un entier naturel. Je suppose que 𝐻(0), 𝐻(1), … , 𝐻(𝑛 − 1), 𝐻(𝑛) sont vraies i.e. ∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, uk>0 . Alors, 

∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧,
𝑢𝑘

𝑘+1
> 0. Par conséquent, 𝑢𝑛+1 = ∑

𝑢𝑘

𝑘+1

𝑛
𝑘=0 > 0. Donc,  [ 𝐻(0), 𝐻(1), … , 𝐻(𝑛 − 1), 𝐻(𝑛)] ⟹ 𝐻(𝑛 + 1).  

CCL° : le théorème de récurrence forte assure alors que ∀𝑛 ∈ ℕ⬚, 𝑢𝑛>0.  

2. Soit un entier 𝑛 ≥ 2. Alors 𝑢𝑛 = ∑
𝑢𝑘

𝑘+1

𝑛−1
𝑘=0 = 𝑢𝑛 =⏟

𝑐𝑒𝑡𝑡𝑒 é𝑔𝑎𝑙𝑖𝑡é
𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒

𝑐𝑎𝑟 𝑛≥2

𝑢𝑛−1

𝑛
+ ∑

𝑢𝑘

𝑘+1

𝑛−2
𝑘=0 =

𝑢𝑛−1

𝑛
+ 𝑢𝑛−1 = (

1

𝑛
+ 1) 𝑢𝑛−1.  

Ainsi, ∀𝑛 ≥ 2, 𝑢𝑛 = (
1

𝑛
+ 1) 𝑢𝑛−1. 

3. ∀𝑘 ≥ 2,
𝑢𝑘

𝑢𝑘−1
= (

1

𝑘
+ 1) =

𝑘+1

𝑘
 (∗∗).  

Donc ∀𝑛 ≥ 2,  𝑢𝑛

𝑢1
=⏟

𝑡𝑒𝑙𝑒𝑠𝑐𝑜𝑝𝑎𝑔𝑒

∏
𝑢𝑘

𝑢𝑘−1

𝑛
𝑘=2 =⏟

𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 (∗∗)
𝑣𝑎𝑙𝑎𝑏𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟

 𝑘≥2

∏
𝑘+1

𝑘

𝑛
𝑘=2 =⏟

𝑡é𝑙𝑒𝑠𝑐𝑜𝑝𝑎𝑔𝑒
𝑒𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑎𝑛𝑡 

𝑣𝑘=𝑘

∏
𝑣𝑘+1

𝑣𝑘

𝑛
𝑘=2 =

𝑣𝑛+1

𝑣1
=

𝑛+1

2
. Or, 𝑢1 =

𝑢0

1
= 2.  

Donc, ∀𝑛 ≥ 2, 𝑢𝑛 = 𝑛 + 1. Cette égalité étant aussi vraie pour 𝑛 = 1 (mais pas pour 𝑛 = 0), je peux conclure que :  

𝑢0 = 2  et ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛 = 𝑛 + 1. 

 
Ex 3 
1. Déterminer une suite (𝑢𝑛) de la forme : 𝑢𝑛 = (𝐴𝑛 + 𝐵). 2𝑛  ( où 𝐴 et 𝐵 sont deux réels indépendants de 𝑛 à déterminer) 

telle que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑛2𝑛.  
2. En déduire  𝑆𝑛 = ∑ 𝑘2𝑘𝑛

𝑘=1  (on demande une expression sans ∑ ⬚).  
1. Je cherche deux réels 𝐴 et 𝐵 de sorte que la suite 𝑢 = ((𝐴𝑛 + 𝐵) × 2𝑛)

𝑛∈ℕ
vérifie∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑛2𝑛. 

Soit 𝐴 et 𝐵 deux réels et ∀𝑛, 𝑢𝑛 = (𝐴𝑛 + 𝐵) × 2𝑛
⬚

.  
Alors ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = [𝐴(𝑛 + 1) + 𝐵]2𝑛+1 − [𝐴𝑛 + 𝐵]2𝑛 = [2𝐴𝑛 + 2𝐴 + 2𝐵]2𝑛 − [𝐴𝑛 + 𝐵]2𝑛 = [𝐴𝑛 + 2𝐴 + 𝐵]2𝑛. 

Donc pour que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑛2𝑛, il faut et il suffit que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑛 × 2𝑛 + [2𝐴 + 𝐵] × 2𝑛 = 𝑛2𝑛 et pour cela, il suffit 

de trouver 𝐴 et 𝐵 tels que : { 𝐴 = 1
2𝐴 + 𝐵 = 0

 , il suffit donc de choisir { 𝐴 = 1
𝐵 = −2

 . 

Ainsi, la suite 𝑢 = ((𝑛 − 2) × 2𝑛)
𝑛∈ℕ

vérifie : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑛2𝑛. 

2. 𝑆𝑛  =  ∑ 𝑘2𝑘𝑛
𝑘=1 = ∑ 𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘

𝑛
𝑘=1  =⏟

𝑡𝑒𝑙𝑒𝑠𝑐𝑜𝑝𝑎𝑔𝑒

𝑢𝑛+1 − 𝑢1 = (𝑛 + 1 − 2) × 2𝑛+1 − (1 − 2) × 21 = (𝑛 − 1)2𝑛+1 + 2.  

 

 

 


