Sup PCSI 2024-2025 Chapitre 2 Mathématiques.

Inégalités dans R.

Premieres fonctions réelles.
. Relation d’ordre dans R.

1. On rappelle que pour tous réels x et y,

» x < ysignifiequey —x > 0.

> x < ysignifiequex < yetx #y.

» Un nombre réel non nul et son inverse on le méme signe.

» Le produit de deux réels de méme signe (resp. strict) est positif ( resp. strictement).

2. On dit que : la relation < est une relation d’ordre totale sur R car elle vérifie :

> Réflexivité : pour tout réel x, x < x.

> Antisymétrie : pourtousréelsxety, (x <yety<x) =x =y.

> Transitivité : pour tousréels x, yetz, (x < yety <z) = x < z

» Ordre total : pour tousréels x et y, (x < y ouy < x). (tous les réels sont comparables entre eux)
3. On représente alors ’ensemble des réels par une droite graduée et orientée dite droite des réels.
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4.Caractérisation de certains réels :
1. Le seul réel positif strictement inférieur a tout réel positif est ZERO i.e. soita € R ; alors, (Ve > 0,0 < a < €) = (a = 0).
2. Unréel inférieur a tout réel positif est un réel négatifi.e. soita € R ; alors, (Ve > 0,a < &) = a < 0.

5.Droite numérigue achevée (utile pour les calculs de limites). On ajoute 3 R les objets +o0 et — oo pour construire R =
RU{+00, —o0} appelée droite numérique achevée. Dans cet ensemble, voici les régles de calcul qui complétent celles de R.
Pourtoutréela, e¢-co<a<+w

. a+ (+0) =+ ea+ (—) =—0 e (+0) + (+0) =+ e (—0) + (—) = —0
e a/(xx)=0 o (+00) X (+0) = 400 ¢ (—®) X (—®) = +© * (™) X (+0)=—»
(ax (+0) = sgn(a)o . . @
la x (—w) = sgn(a)oo 6. Formes indéterminées (« FI») : (—) + (4+) , =, 0xoo,
. i a 0 4o avec cl e signe
Sia#0 alors{ == sgn(a)e : 12,00, +000, a/0 hgt de sig
t 2= —sgn(a)co

o

Cette relation d’ordre totale dans R vérifie les propriétés suivantes :

7.Propriétés : Soient a, b, t et a4,..,,a, et et by, ... b, des réels et p un entier relatif.
1. sia<beta <b'(resp.a’<b')alors a+a <b+b’ (resp.a+a <b+b’). (<)estdite compatible avec I'addition.

2. Généralisation : si pour tout k, a, < by, alors Y7 a, < Y.i—1 by.
3. sivk e [1,n], a; < by et 3k € [1,n]/a; < bralors Y.p—; ar < Xi=1 by.
4. En particulier: sia<b alors a+t<b+t. Pour multiplier une inégalité par un réel, je
. P dois connaitre le signe de ce réel .
5. si0<a<bet0<a <b'alors 0<aa Sbb’.A : : =
6. Généralisation :
> sipourtoutk, 0 < ay < by, alors 0 < [[}-; ar <TIlk=1 bx. f’°,””'_‘el“_’e au carré c_haq“e ’_"e“‘b'e d’ une
A inégalité, il faut connaitre le signe de ces deux
» si0<a<balors 0 <aP < bP. membres.
7. sia<bet0<talorsta<th.Etsia<betO0<talors ta<th.
8. sia<bett<O0alors ta > th. A Pour comparer l'inverse des membres d’une
9. si0<a<halors ~>~>0etsia<h<Oalors 0>~>2 A e
a b a b membres de I'inégalité !

10. sia < 0 < b alors i<0< %.

11. Si b>0et%>1a|orsa>b.Sib>Oet%<1 anrsa<b.Sib<0et%>1a|orsa<b.Si b<0et%<1a|orsa>b.

8.NB : 10 et 11 disent que la fonction inverse est strictement décroissante sur R**et sur R™ mais pas sur R*.
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b .
x>g sia>0

. . . S b
9.Inéquations : Soient a, b, et x des réels. (a + x > b sietssix >b—a) et (ax>Db 5|et55|! x<, sta<0
| x quelconquesia=0eth <0
impossible sia=0etb >0.

10.Définitions : 1. Soit (1, ),eyune suite de nombres réels.

La suite (u,)nenest croissante lorsque : Yn € N, u,, < U4

La suite (U, )nenest décroissante lorsque : Vn € N, u,, = u;,4.

La suite (u,)nenest strictement croissante (resp. décroissante) lorsque : Vn € N, u,, < U411 (resp. u, > tUyiq).
2. Soit une fonction f définie sur un intervalle I et a valeurs réelles.

f est croissante sur I lorsque : pour tousréels x ety dans, (x <y = fx) < fiy)).
pas
équivalence

f est décroissante sur I lorsque : pour tous réels x et y dans I, (x < y = f(x) = f(y)).
f est strictement croissante sur I lorsque : pour tous réels x et y dans I, (x < y & f(x) < f(¥)).
f est strictement décroissante sur I lorsque : pour tous réels x et y dans I, (x <y & f(x) > f(y)).

11.Méthode : Pour comparer deux nombres,

1) on utilise les regles de calcul en démarrant d’une inégalité évidente.
1 <L< 1
VaFi+vn  2yn - Vn+vn-1'
2) on étudie trés souvent le signe de leur différence. Pour prouver que a < b, on prouve que b —a = 0.
2 2
a“+b

Exercice : Démontrer que : pour tout entier naturel n,

Exercice : Démontrer que pour tous réelsa et b , > ab. (inégalité a connaitre) .

3) Pour comparer a et b, on peut comparer % avec 1 dés que b # 0 et que je connais le signe de b.

Exercice : Soit a un réel strictement positif. On pose Vn, B, = [[?-,(1 + a¥) . Montrer que la suite (P,) est strictement croissante.

4) On peut les comparer a un réel intermédiaire . Pour prouver que a < b, on prouve que a < c puis ¢ < b.

Exercice : comparons a = V3,b = % etc=+v6—+2

5) on peut comparer leurs images par une fonction strictement monotone (croissante ou décroissante) sur un intervalle
contenant ces deux réels. Assez souvent, pour comparer deux réels positifs, on compare leurs carrés ( qui sont ordonnés

dans le méme ordre) puisque la fonction carrée est strictement croissante sur R*.

a A q q ey . . . . . .1
En particulier Si_ g et b sont strictement positifs, alors a < b sietssi vVa < Vbsietssi a? < b? sietssi ->
12.Exercice : Montrer que pour tout entier naturel n,vn + 1 ++Vn + 2 > +2n + 3.

13.Exercice : Soit x un réel. Comparer les réels a , b et éventuellement ¢ dans les cas suivants :

sietssiln(a) < In(b).

1
b

14.ATTENTION ; la fonction carrée est croissante sur
Rt et décroissante sur R™. En général , pour a et b
1 réels, les équivalences suivantes sont fausses:

2. 2x—
1. a=v4+2v3,b=2V3 etc=1++3. 5 a=_—eth=" 11
5 100001 1000001 —loth=—2 (@><b>’=a<b)et (a <b&e—> —)
= 1000001 = 10000001 6. a= = GES = a b
3. a=e*tleth = 2%, 7 a=Yeth=2x Par contre, si préalablement je sais que a et b sont
X S
4. a=In(x+I-vx),b=IExT2-vx+I). negatif S

(az$b2<:>a2b)et(a<b4:>%>%)sontvraies.

15.Somme nulle de réels positifs : une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chacun de ces réels est nul.
Autrement dit, (a; = 0,a, =20, ...,a, =0, a; +a, +--+a, =0) © (a; = a, = -+ = a, = 0). 5Démo par contraposée.

16.Exercice : Soient a, b, ¢ et d des réels tels que : a> + b> + ¢* + d?> = ab + bc + cd + da. Montrerquea =b =c =d.

Il. Lesintervalles et les parties bornées de R.

1. Intervalles.

17.Définition d’un intervalle : Les intervalles de R sont par définition les sous-ensembles de R « »i.e.
Un sous-ensemble D de R est un intervalle sietssi tout réel compris entre deux éléments de D est élément de D
sietssi V(a,b) e D2, Vx ER,(a <x < b= x €ED).

18.Exercice : Montrer que I'intersection de deux intervalles de R est un intervalle de R.

19.11 existe 10 types d’intervalles différents dans IR : soienta et b réelstqa < b

D =la,a| {fa} =lad] [a,b] ={x eR/a<x<b}
sin;fgton th

la,b] = {x e R/a < x < b} [a,b[ = {x e R/a < x < b} la,b[ = {x e R/a < x < b}




]—oo,a[gz){xelR/xSa} [a,+o[={x € R/a < x} la,+o[ = {x € R/a < x} et ]—oo,+oo[ =R.
On note I I'intervalle obtenu en dtant a I ses extrémités (i.e. ses bords). I est appelé l'intérieur de I.
et ] I'intervalle obtenu en ajoutant a I ses extrémités finies. I est appelé I'adhérence de I.

20. NB : 1. L’ensemble vide @ ne contient rien.{a} est appelé un singleton et contient un seul réel a.
2. Unintervalle qui n’est ni un singleton ni le vide contient une infinité de réels. Un tel intervalle sera dit non trivial.
3. Jly—a,y+al[={x€R/|x—y| < a}contient tous les réels qui sont a distance de y strictement inférieure 3 a et
[a—y,a+y] ={x € R/|x — y| < a} contient les réels qui sont a distance de y inférieure a a (
Ce sont des intervalles centrés en y.
4. Rappel : sin et m sont deux entiers tels que n < m alors [n, m] est |' ensemble de tous les entiers compris
entre n et m. Autrement dit, [n,m] = {n,n + 1, ..., m}.

21.Propriété : Soit a et b deux réels tels que a < b. [a,b] = {ta + (1 — t)b/t € [0,1]}.

22.Exercices : 1. Justifier que la réunion de deux intervalles n’est pas forcément un intervalle.

Matérialiser sur I'axe réel les ensembles E = UjZ[n,n + é[et F = ﬂ}fl]l - % 1+ %[

2. Parties majorées, minorées ou bornées.

23.Définition d’une partie majorée (resp. minorée) : Soit A une partie de R. A est majorée (respectivement minorée) lorsqu’’il
existe un réel m’ (resp. m) tel que tout élément x de A vérifie : x < m' (resp. m < x). m’ est appelé un majorant de A (resp. m
est appelé un minorant de A ). (A majorée<>3Im’ € R /Vx € A,x <m).

24.Définition d’une partie bornée : Une partie A de R est bornée lorsque A est majorée et minorée, i.e. lorsqu’il existe deux

réels m et m’ tels que tout élément x de A vérifie:m < x <m’ (3(m,m’) € R*/Vx € 4, m < x <m').

25.Exemple : Les intervalles bornés sont le vide et les intervalles dont les deux extrémités sont finies.

26.Définitions : 1. Soit (u,),eyune suite de nombres réels. On note A = {u,,/ n € N}
(un)nenest majorée lorsqu’il existe un réel m, indépendant de n, tel que Vn € N, u,, < m; autrement dit, lorsque A est majorée.
(Un)nenest minorée lorsqu’il existe un réel m', indépendant de n, tel que Vn € N,u,, = m'.
(un)nenest bornée lorsque (uy,)enest minorée et majorée.
2. Soit une fonction f définie sur un intervalle I et a valeurs réelles. On note A = {f(x)/x € Df}
f est majorée lorsqu’il existe un réel m, indépendant de x, tel que Vx € Df, f(x) < m; autrement dit, lorsque A est majorée.
f est minorée lorsqu’il existe un réel m', indépendant de x, tel que Vx € Df, f(x) =m'.
f est bornée lorsque fest minorée et majorée.

27.Définition d’'un maximum et d’'un minimum d’une partie. Soit A une partie de R. m est appelé le plus petit elément ou
minimum de A lorsque m minore A et m est élément de A . m’ est appelé le plus grand élément ou maximum de A lorsque
m' majore A et m’ est élément de A . On note, le cas échéant, m = min (4) et m' = max (4) .

28.NB : 1) Tout sous-ensemble de R fini admet un plus grand et un plus petit élément. Exemple : max {n; 24/3; 13—0} =23.

2) SiA estun ensemble d’entiers relatifs et A est majoré (resp. minoré) alors A admet un maximum (resp. minimum).
exemple:Sid =7ZnN [—\/E,+oo[ alors min (4) = —1.

3) Si A estunensemble de réels minoré (resp. majoré) alors A n’a pas forcément de minimum (resp. de maximum). ex : A =
11, +oo[est minoré par —3 mais aucun minorant de A n’appartient a A . Donc A n’a pas de minimum. Par contre, on
constate que parmi tous les minorants de A, I'un d’entre eux est plus pres de A que les autres : il s’agit de 1. 1 est le plus
grand minorant de A . 1 est appelé la borne inférieure de A, c’est le plus grand minorant de A. Idem avec la borne
supérieure qui sera le plus petit majorant d’un ensemble majoré.

29.Définition : Si a et b sont deux réels alors max(a, b) (respectivement min (a, b)) est le plus grand (respectivement petit) des
réels a et b. De méme, si a4, a,, .., a,sont de réels alors max(ay, as, .., a,) (resp. min(a,, a,, ..,a,)) est le plus grand (resp.
petit) réel parmi les réels a4, a,, .., a,.

30.Exercice : Soit n entier naturel supérieur ou égal a 2. Soient a, ay, ..., Ay €t by, by, ..., by, des réels. Les réels ay, a,, ..., a, sont strictement positifs.

n
1.  Onposem = min{by,b,, ..., b,} et M = max{by,b,, ..., b, }. Montrer que : m < w <M.
k=1%%

o . (by b b n_b b, b b,
2.  Endéduire que min {—1,—2, ...,—"} < % < max {—1,—2, ...,—"}.
a; a Qan Zk:1ak a; az Qan

31.Méthode pour encadrer la somme finie Y3, ay
1. On fixe un entier k € [0, n]
2. Onencadre ay en utilisant 0 < k < n et les inégalités usuelles.

3. Onsomme cet encadrement pour k allant de 0 a n.




IIl. Valeur absolue d’un réel .

xsix =0
—xsix<0
points d’abscisses 0 et x. On définit alors la fonction valeur absolue qui a chaque réel x, associe la valeur absolue de x.

32.Définition : Soit x un réel. |x| = { appelé la valeur absolue du réel x. Sur I’axe réel, | x| est la distance entre les

33.NB : pour tout réel x, |x| existe et est un réel positif.

34.Valeurs particuliéres a connaitre : |[—13,45| = 13,45 = |13,45]| 35.Courbe de la fonction valeur

absolue :

36.Propriétés de la valeur absolue : Soit x,y eta, ay,..,,a, desréels.
1) |x|? = x? et |—x| = |x| = max (x; —x).

— ix —q >
2} [x—al z{x asix—a=0

. = distance entre les réels a et x.
a—xSix—a<0

3) Sia>0alors|x|<ae —a<x<asxE€]|-aal.
4) La fonction valeur absolue est strictement croissante (resp.décroissante)sur Rt (resp. sur R™)
5 Sia>0alors|lx—y|<aoey—a<x<ytaoSx€ely—a,y+al

x|

6) |xy| = |x||y| etsiy non nul, |§| ==

Iyl
2eme I.T lére I.T
. 7, . P . . ~~ ™~
7) inégalités triangulaires : ||x| - |y|| < |x+yl < x|+ 1yl
I.T.
;s 7 . . . n _ n n ~ n
8) Généralisations : |[[;-; ai| = [Tk=1lax| et |XR-1 axl < Xi-1lakl.
37.Exercices :
1. Montrer que pour tous réels a, b et ¢, |a — b| < |a — c| + |c — b].
2.  Résoudre, , I'équation 7 — 4x = |2x + 5| d’inconnue réelle x.
3.  Soit x et y deux réels. Prouver que : max(x,y) = %lx_yl etmin(x,y) = Hy%lx_yl

38.Théoréme : Une partie A de R est bornée sietssi il existe un réel M tel que : Va € 4, |a| < M.

La suite réelle u est bornée sietssi il existe un réel M tel que : Vn € N, |u,| < M.

La fonction réelle f est bornée sietssi il existe un réel M tel que : Vx € Df, |f(x)| < M.

x 1-sin (x) 40.Pour majorer%ou a>0eth=0,il

39.Exercices : 1)Montrer que les ensembles A = { /x € IR} etB = { /x € R} sont bornés.

ier 1] 3£C°S ® faut majorer a et minorer b par un réel
—11] > : -
2) Soit a € R**. Déterminer un majorant et un minorant de g: ( at? :2> . St”Ctem‘?“t positif. _ ;
Pt a2 Pour majorer a — b, il faut majorer a et

minorer b .

IV. Racine carrée et racine n'*™ d’un réel positif.

41.Définition : Soit x un réel.

Si x > 0 alors v/x est 'unique réel positif dont le carré vaut x , vx est 'unique antécédent
positif de x par la fonction carrée. \/x est appelé la racine carrée du réel positif x.

Si x < 0 alors v/x n’est pas défini ( ou n’existe pas) . | -
On définit alors la fonction racine carrée sur R qui a chaque réel positif x, associe vx. ;

42.NB : +/x est un réel positif. \/x existe sietssi x = 0.
42 .Valeurs particuliéres a connaitre V2 = 1,41 et V3 & 1,73.

43.Propriétés de la racine carrée. Soit x,y et a, a,..,,a,des réels.

1) xzzaﬁ{_x=iﬁ5i6}20 .
impossible sia < 0

2) x? = |x|.Et, six = 0alors Wx)? = x.

3) 0<a<x e Va<x. Lafonction racine carrée est strictement croissante.

4) Six ety sont positifs, alors ,/xy < =

5) Six ety sontde méme signe alors ,/xy = +/|x|/|y]| et si, de plus, x est non nul, alors \/% = %

6) Six ety sont positifs, alors \/x + y < x + ﬁ
7) Généralisations : si tous les réels a, sont positfs alors /[T¢—; ax = [1f=1+/ Ak V2k=1 A < Dh=1+/%

8) Inégalité de Cauchy-Schwarz pour tous réels ay, .., @y, by, ..., by, |2 k=1 arbi| < \/Zﬁzl a’? \/Zﬁ:l b;*




2
44.Exercices : 1. simplifier r = (VZ ++3)" + (VZ—=V3)",;s = |G —VD)? .t = JB-m7,u = (22E) etv=V11+6V2

2.  Résoudre puis

I’équation v20 + x + 5 = x d’inconnue réelle x.

45.Propriétés de la fonction racine carrée. f: (x = /x) est continue sur R* et dérivable sur R**mais n’est pas dérivable en 0.

1 - .
Vx>0,f'(x)=—= 1x72 et Cf admet une tangente verticale en 0.

2Vx 2

46.La courbe de la fonction racine carrée est :

47 .Définitions : Soit une fonction f définie sur un intervalle non trivial I et a valeurs réelles.

Soit @ un élémentde [ .

f est continue en a lorsque : lim f(x) = f(a)
x—=a

f est continue sur [ lorsque pour tout a € I, f est continue en a.

f est dérivable en a lorsque : lim % existe et est finie et on note alors f’(a) =
x—-a -

lim f(x;# La droite dite tangente a Cf en A((a, f (a)) est alors la droite d’équation y =
x—-a —

f(a) + f'(a)(x — a). Cette tangente est horizontale lorsque f'(a) = 0.
f est dérivable sur I lorsque pour tout a € I, f est dérivable en a.
Si f est dérivable sur I alors f est continue sur . Réciproque fausse.

Cf admet une tangente verticale en a lorsque fest continue en a et lim f(x;# = too.
x—=a !

Pour transformer une expression qui contient une somme ou différence de racines carrées, on multiplie

cette expression par 1 = N

Va—B

Va+Vb . .
1 = = pour faire apparaitre (Va —vb)(Va + vb).

Z

L, . . . =
48.Déf si a et x sont deux réels positifs non tous nuls alors +/a + /x est appelée la quantité conjuguée de va F Vx .

W= ) = —

49.Exercices : 1. Rendre entiers les dénominateurs des réels suivants : a = 3

5+2V6 |, 5-2V6
V2+V3 V23

ﬂietb=
3

2. Montrer que la suite (u,,) définie par: Vn € N,u,, = vn + 1 — +/n tend en décroissant vers 0.
3. Soitn € N*.Démontrer que vn + 1 —vn < % < yn —+/n — 1. En déduire un encadrement puis la limite quand N - +oo de Ty = ¥N_; %

50. Définition d’une racine n®™ :

1
Soit 7 un entier naturel pair. Tout réel x positif, Y/x = x7, la racine niéme du réel positif x, est 'unique réel positif dont la
puissance n vaut x. (pour n = 2, 3/a = Va est la racine carrée de a).

1
Soit n un entier naturel impair, pout tout réel x, R/x = xn, la racine niéme du réel x, est I"'unique réel dont la puissance n

vaut x. (pour n = 2, ¥/x = Vx est la racine carrée de a).
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2 4
e Soit un rationnel r = S (oup€Zetq€N*)etaunréel. a” = a1 = VaP = (aP)n existe dés que VaP existe ( cela

4
51.Exemple:3/8 =2et ¥—8=—2et Y16 =2 mais 3—16n'existe pas .(—8)3 = 3/(—8)* = Y212 = 2* = 16.




52.Représentation des fonctions racines niémes : y=Vx
3 avec n pair
25
i SRS AR AR R S .
B - pem— . y = 1{&
] e sl avec n impair
05|/7
56 -5 -45 -4 -35 -3 -256 -2 -156 -1 =05 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 65 6 65 7 78 8 85
P g
4
o -1.5

53.Régles de calcul sur les puissances entiéres :

. . Ve ’ oy n
e Pour tout entier naturel pair n,pour tout réel x, Y/x™ = |x| et pour tout réel positif x, (’\l/}) = it
e Pour tout entier naturel impair n,pour tout réel x, Vx® = x.

e Pour tous rationnels p et g, pour tous réels (ou complexes si p et q sont entiers) x et y éventuellement non nuls, xPx9% =
xP
o=

P
xP4 (xP)T = xP4  xPyP = (xy)P = (ﬁ) _

xP+a
yP y

- . , . Vx x
En particulier, si x et y sont réels POSITIFS, alors vx = ./xy etsiyestnonnulalors—== |-
e Enp y Vafy =[xy etsiy = \E

e Généralisation : pour tous réels (éventuellement positifs ou strictement positifs)x, x4, .., X, et tous rationnels p,py,-., Pn,

(MMiey 207 = Moy P et TTjey xPe = xZk=1Pk

1 1
[ (=2)2k+4 k-1 _1)2k+4 2k+4 k—-1\7 1 1 1 5
54.Exemples : /( i)kx3_;:fl _ (( 1) 22k>><<23_k+1><3 )2 = (QFH42k x ZRoTHR-1Y; (24 x 32K-2); = (24)2 52 (32k-2)2 — 92 5 3k-1

55.Exercice : Montrer que pour tous réels positifs a,, a,, ..., a,, pour tout entier naturel non nul p ; f/ZLl a, < YP, ay

V. Partie entiére

56.Définition de la partie entiére d’un réel. Soit x un réel, Le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x s’appelle |a partie
entiére de x, notée |x|. Autrement dit, [x] est 'unique entier relatif qui vérifie : |x] < x < x|+ 1.

57.Exemple: || = 3 et |-7| = —4.

58.Caractérisation de la parte entiére Soit k un entier relatif et x un réel. Alors: k = |x|sietssi k<x<k+1.
Autrement dit, si un réel est encadré par deux entiers consécutifs et ne peut pas étre égal au plus grand de ces deux entiers
alors le plus petit des deux entiers est la partie entiére de ce réel.

59.Exercice : Soit n un entier naturel. Montrer que : [\/n2 +7n + 12J =n+3. 60.Pour montrer que |X] = p, il suffit de

prouverque:p EZet p<X <p+1. —

61.Propriété de la partie entiéere . Soit x et y deux réels._.

1. x—1<|x]<«x

2. x=|x|]eSx€L

3. Vne€Z (n<x=>n<|x]) et (n>x=>n2=|x]+1)
4

5

VneZ|x+n|l=|x|+n
x <y = |x] < |y]. Lafonction partie entiére est croissante ( pas strictement).

62.0n définit ainsi la fonction partie entiére E : (x = |x]) définie sur R.

63.La courbe de la fonction partie entiére est :
2 e,

64. EXERCICE : justifier que la courbe de la fonction (x — x — |x]) dite
partie décimale est :

y = |x| 1 PR— .
)
5 R 3 3 3 //
ﬁ . ) - ,/' . . . L/‘




66.Application :

Soit x un réel et n € N. Montrer qu’il existe un unique entier relatif tel que: p10™ < x < p107"+107".
Entre deux réels distincts , il y a toujours un rationnel et un irrationnel.

Cela signifie que Q et R\Q sont denses dans R.

VI. Fonctions exponentielle et logarithme népérien

67.Sans démonstration rappelons les principaux résultats vus en terminale :

noté
La fonction exponentielle est I'unique fonction définie et dérivable sur R, qui vérifie Vx € R, exp’(x) = exp(x) = e*ete® = 1.

La fonction logarithme népérien est I'unique fonction définie et dérivable sur R™*, qui vérifie Yx € R™, In'(x) = %et In(1) = 0.

68.Ces fonctions vérifient les regles de calcul suivantes : 71. Ces fonctions ont pour graphe :

v(x,y) € R?,V(a,b) € R**?, :
e In(e¥)=xete"@ =g
e a=e*Sx=In(a)
o eV =¢¥eY etln(ab) =In(a) + In (b) i |
o« = eix etIn (2) = —In (a) |
e eV =%etin(2)=In(a) - In (b)

o eP* = (e¥)P etln(a?) = pln (a) ENSRe

2

° ex > 0 ex < ey => x < y . -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 ) 05 1 15 2 25 3 a5 4 45
e In()<lhh(y)®x<y. -5

69.Généralisation : pour tous réels strictement positifs

ay, - -, Ay et tous réels x, .., x,, -15
o In([TP=pa0) = EF-oln (@)
o eXk=o¥k = [TR=o ™.

70.NB :si ab > 0 alors In(ab) = In|a| + In|b| idem avec %.

VII. Fonctions polynomiales.

1. Définition

72.Définitions : Une fonction ou expression polynomiale réelle (resp. complexe) est une fonction de la forme :

Vx € R, f(x) = apx™ + ap_1x™ 1 + 4+ a1x + ag = Xh oo arx® (%)
ol n est un entier naturel, a,, a,_1, ..., a4, @y sont des réels (resp. complexes) indépendants de la variable x (des constantes)
Ap, A1, ---, 01, Ag SONt appelés les™ coefficients de f et (+%) est la™ forme développée de f.
Si a, # 0 alors le degré de f estn et on note n = deg (f) et a,x™ est le terme dominant de f. La fonction nulle est la seule
fonction polynomiale dont tous les coefficients sont nuls ; par convention, le degré de la fonction nulle vaut —co.
Le réel (ou complexe) a est racine réelle (ou complexe) de f lorsque f(a) = 0 i.e. lorsque a est une solution réelle (ou
complexe) de I’équation polynomiale f(x) = 0.

2. Dedegré 2

73.Théoreme : factorisation et signe d’un trinome.

Soient a, b et c trois réels tels que a non nul. On pose P(x) = ax? + bx + ¢ (forme développée de P )

P est une fonction polynomiale de degré 2 a coefficients réels. On note (E) I’équation P(x) = 0 . Par définition, les solutions de
(E) sont les racines de P. On note A= b? — 4ac appelé le discriminant de P et de (E). 1.

2
mAlors,pour tout réel x , P(x) = a [(x 5 2%) — ﬁ] (forme canonique de P).

EESi A= 0, alors A= 67 tel que § =0 et (E) admet une unique solution (dite solution double) qui est réelle et qui vaut : x, =

_Z;S =_::5 = ;—Z = x; = x,. Pour tout réel x , P(x) = a(x — x,)? (forme factorisée de P) et P(x) est dusignedea.




SiA> 0, alors A= §%tel que § = VA et(E) admet deux solutions distinctes qui sont réelles et qui sont : x; = %;6 et x, =

—-b+8
2a
P(x) est du signe de a sietssi x ne se trouve pas entre x; et Xxs.

SiA< 0, alors (E) n"admet aucune solution réelle . Pour tout réel x , P(x) est du signe strict de a

. De plus, pour tout réel x , P(x) =a(x — x;)(x — x,) (forme factorisée de P) et

. b
WEEEnfin, x; + X, = 2xo = —etx; X x; = xt=<.

a

74.Représentation des fonctions polynomiales réelles de degré 2

/
V4 a>0et A=0 /
\ / .
\\ | d 4
I /" h .

— ./ \\ )

_’/ \\ {

a<0Oet A<O 1 . /'/

a<Oet A<O

75.NB: 1. Dés que je connais une solution x; de I'équation ax? + bx + ¢ = 0, alors je sais déterminer I'autre solution qui vaut

b c q
Xz =—-—X (ouxz—M1 si x; # 0).

2. Lorsque ¢ = 0 alors I'équation est x(ax + b) = 0 et admet 0 et %b comme solution.

3. Pour que Vx € R, P(x) = ax? + bx + c¢ conserve le méme signe, il faut et il suffit que son discriminant A, soit négatif ou nul.

77.Pour trouver les solutions réelles de (E): ax? + bx + ¢ = 0 ou factoriser,

76.Exercice: 1) Compléter : 5 .
dans R, ax“ + bx + c, il faut

o  x2+412>7 SietSSi..uuwieerenen

o et e¥ —2=0Sietssi .o Ou bien trouver deux réels x; et x, qui vérifient x; + x, = %b etxy; X x; = 2 .
o lxl+ 5’52 -6>0 Sief“i Ou bien trouver une solution évidente x; de (E) alors 'autre solution de (E)
CYEIEE ) ek iy x+);\/_§1—6' est x2=_7b —x; (oux, = a_:cl si x; # 0)
3) Soit f(x) = Xf_";iz _x:z%‘ Etudier le signe f(x) en fonction de x. Ou bien calculer A et appliquer le théoréme de factorisation.

4) Résoudre I'inéquation vx + 1 = x d’inconnue x réelle.

78.Application : Inégalité de Cauchy-Schwarz pour tous réels a, .., ay, by, ..., by, [Xf=1 arby| < \/Zﬁ:l az’ \/Z’,zzl b,>

PR . 2 2 2 8 R x + a
79.Théoréme Soit a et f§ deux réels. Les seuls réels x et y (éventuellement confondus) qui vérifient { x y= B sont les

solutions de I'équation t? —at + f = 0.

3. Dedegrén

80.Théoréme : Les coefficients d’une fonction polynomiale sont uniques . Autrement dit si Vx € R, a,x™ + @, x" 1 + -+ +
ax+ag = byx™+b,_1x" 1+ -+ b x + by, alors Yk € [0,n], a; = by.

81.Théoreme :
pxPlsip # 0
Osip=0 °
3.S0it ag, ay, . ., a, des réels. La fonction polynomiale f: (x = Y2_; a;x*) est dérivable sur Ret Vx € R, f'(x) = Y%, ka,x*1.
3. xger flx) = xgrllw terme dominant de f(x) et cette limite existe toujours ( finie ou infinie) et }cilré f(x) = aq

2. Soit p € Z. f,: (x — xP) est dérivable sur son domaine Df,, de définition et Vx € Dfp,fp'(x) = {

Par suite , f’ étant polynomiale, f” est aussi dérivable sur Ret Vx € R, f"'(x) = ¥?_, k(k — Dagx*2 ...

82. Opérations sur les fonctions polynomiales :

Sif:(x — XR_oarx®) et g: (x » X, brx) sont deux fonctions polynomiales alors en posant Vk > n,a, = 0 et Vk >
mb, =0 ,0na Vx ER, f(x)+ g(x) =T,y (n'm)(ak + b )xk et f(x)g(x) = XRil cpx® ol = Zf:o ay—jb;.
Conséquences : 1. La somme et le produit de fonctions polynomiales sont polynomiales.

2. deg (f +g) < max (deg(f),deg(g)) et deg(f x g) = deg(f) + deg(g).




83.Théoreme : Toute fonction polynomiale réelle et degré impaire admet au moins une racine réelle.

[ Corollaire des valeurs intermédiaires : Si f est continue sur un intervalle I et f change de signe sur I alors f s’annule sur I. ]

84.Théoreme de la division euclidienne polynomiale (

Lorsque le reste r est nul, on dit que g divise f.

pour le moment) :

Si f et g sont deux fonctions polynomiales réelles ( resp. complexes) telles que g est non nulle alors il existe deux uniques
fonctions polynomiales g et r réelles ( resp. complexes) telles que Vx € R, f(x) =
85.Déf. : q est le quotient de la division euclidienne de f par g . r est le reste de la division euclidienne de f par g .

g(x)q(x) +r(x) et deg(r) < deg(g).

86.En pratique : on pose la division (comme pour des entiers)
2x° +4x - 1
—(2x5 — —x +2 3 X )

3x2—2x+1

4.4

3X —243 +4x? -1

Onobtient : 2x°

100 5 200 100
(im0 2, 100y
27 81 81
194 181
i m
81 81

181
81

194

2 100
+4x? — 1= (3x? —2x+1)( ) a1

4
x3 +9x +ﬁ 81

87.Théoreme :
Si f est une fonction

réelle non nulle de degré n et a est
> il existe une unique fonction polynomiale réelle q de degré (n — 1) telle que : pour tout réel x , f(x) = (x — a)q(x).

réelle de f alors

» q(x) est le quotient de la division euclidienne de f(x) par g(x) = x — « et le reste est nul (i. e. g divise f).

88.NB: si « est racine complexe de f ou bien si f est a coefficients complexes, alors g existe encore et est a coefficients
complexes.
89.Exemple : Soit f(x) = 2x3 + x2 + 1. Déterminons le signe de f(x) selon les valeurs de x.

Je constate que (—1) est racine évidente de f. Alors (x — (—1)) divise f(x). Cherchons le quotient g tel que Vx € R, f(x) = (x + 1)q(x).
2x3 +x2 41

—(2x3 + 2x?%) szx_+x1+ 1 2¢me méthode ; Cherchons un réel b tel que, Vx, 2x3 + x? + 1 = (x + 1)(2x? + bx + 1).
—x2 41 eV, 2x3 +x2+1=2x3+(b+2)x*+(b+1x + 1.
1¢e méthode ; par division euclidienne  —x2 — x Alors b = —1 convient.
x+1 90.Pour connaitre le signe d’une fonction
—(x+1) polynomiale f,

0
CCL: pour toutréel x, 2x3 +x2+1=(x + 1)(2x2 —x + 1).
=q(x)

Comme A,< 0, Vx € R, q(x) > 0.Par conséquent, f(x) est du signe de x + 1. Ainsi, f(x) >0 & x > —1.

VIIl. Fonctions rationnelles simples.

1. je la factorise :

» Sideg(f) = 2 alors je sais trouver les racines.

»  Sideg(f) > 2 alors je cherche une racine
évidente a puis je factorise f(x) par x — a. Alors
f(x) = (x — a)q(x). je factorise alors q(x) avec
ces mémes principes.

2. jefais si besoin un tableau de signe.

3. Si je ne parviens pas a factoriser f j'étudie ses
variations.

91.Définitions :

Une fonction rationnelle réelle est une fonction f de la forme f(x) =

2

( y° U A et B sont polynomiales réelles et deg(B) = 1.

x

terme dominant de A

92.Propriété : Si f(x) = = alors 11m fx) =

x—>+oo terme dominant de B

et cette limite existe toujours ( finie ou infinie)

93.Propriété : Si f(x) = ix)

Q, le quotient de la d|V|5|on euclldlenne de A par B est appelé la partie entiere de f .

et A(x) = B(x)Q(x) + R(x) tqdeg(R) < deg (B) alors Vx € Df, f(x) = Q(x) + —= Rz)

B(x)'

x*—3x+1

94.Exemple : prenons f(x) = [
4 —3x+1=(x2—2x+5)(x%+2x—1) — 15x + 6. Alors,

. En effectuant la division euclidienne de x* — 3x + 1 par x?> — 2x + 5, j'obtiens :



(x2—2x+5)(x*+2x—1)—15x+ 6 —15x+ 6

— — 2
X) = =x“4+2x—-1+—5"—
f&) —2x+5 ———— x2—2x+5
partie =
entierede f gavec
degR<degB

95.ADMIS Décomposition en éléments S|mples de tq R et B polynomiales et 0 < deg(R) < deg(B) < 4.

lercas deg(B) = 1alors deg(R) = 0 et E est deJa decompose en éléments simples.

2éme cas deg(B) = 2

Ou bien Ag> 0 alors B(x) = A(x — a)(x — b) etil existe deux uniques réels u et v tels que :

R(x) u
VXER\{G b} Bx) xTa o

Ou bien deg(B) = 2 et Ag= 0 alors B(x) = A(x — a)? et il existe deux uniques réels u et v tels que :

vx € R\{a, b}, e (Ia décomposition en éléments simples de —)

B(x) " x-a (
Ou bien deg(B) =2 et Ag< 0 alors XX

(I'unique décomposition en éléments simples de —)

( ) B st déja décomposé en éléments simples.

3éme cas deg(B) = 3 alors B a au moins une racine réelle et

Ou bien B(x) = A(x —a)(x — b)(x — c) avec a, b, ¢ réels distincts et il existe trois uniques réels u et v et w tels que :

Re) _ 2

Vx € R\{a, b}, el
Ou bien B(x) = A(x — a)(x — b)2 avec a, b réels distincts et il existe trois uniques réels u et v et w tels que :
Vx € R\{q,b}, 280 = X 4

B(x) x-a (x- a)2

. anq 212 q R
=qF —C (la décomposition en éléments simples de p ).

w 7 o s e q R
aF s (la décomposition en éléments simples de P ).

Ou bien B(x) = A(x — a)3 aveca reeI et il existe trois uniques réels u et v et w tels que :
Vx € R\{a,b}, 20 - * 7

B(x) x-a (x—a)? (x

5 (la décomposition en éléments simples de 2 )

Ou bien B(x) = (x —a)T(x)ouT polymomlale deg(T) = 2 et Ar< 0 alors il existe trois uniques réels u et v et w tels

que: Vx € R\{qa, b}, RO _ wxty

5w~ T T i (Ia décomposition en éléments simples de —)

3éme cas deg(B) = 4 alors

Ou bien B(x) = A(x — a)(x — b)(x — ¢)(x — d) avec a, b, ¢, d réels distincts et il existe quatre uniques réels
s,uetvetw tels que:

Vx € R\{a, b},

RG) _ w
B(x) x—a x-b
Ou bien B(x) = A(x — a)? (x = b)(x = c) avec a, b c reels distincts et il existe quatre uniques reels uetvetwets tels

que :Vx € R\{a, b}, R > 4

B(x) x-a (x- a)2

Ou bien B(x) = A(x — a)3 (x — b)avecaq, b reels distincts et il existe quatre uniques réels u et v et w et s tels que :

+ = + = (Ia décomposition en éléments simples de 2 )

+ + —C (la décomposition en éléments simples de g ).

R(x) L v w s a A i . R
Vx € R\{a, b}, B — r-a + oy A )’ + (la décomposition en éléments simples de 5 ).
Ou bien B(x) = A(x — a)* avec a réel et il existe quatre uniques réels u et v et w et s tels que :
R(x) L v w s a . Mz . R
Vx € R\{a, b}, P r-a + —a)? ar )’ + —a (Ia décomposition en éléments simples de ).

Ou bien B(x) = A(x — a)(x — b)T(x)* aveca et b réels distincts et T polyniomiale tq deg(T) =2etAr<Oetil
existe quatre uniques réels u et v et w et s tels que :

R(x) L v wx+s
Vx € ]R\{a b}, TG 2o —(x 5 —T( 2

. . () 4 . R
(la décomposition en éléments simples de — ).

uetvetwetstelsque.

R(x) _ v wx+s
i R\{a b} B(x) x-a (x a)?  T(x)

Ou bien B(x) = M(x)T(x)* avec a réelet M et T polyniomiales tqdeg(M) = deg(T) =2etAr< 0etAy< Oetil
existe quatre uniques réels u et v et w et s tels que :

R(x) ux+v = wx+s
Vx € R\{a, b}, e e e

(la décomposition en éléments simples de 2 ).

(I'unique décomposition en éléments simples de g ).
Ou bien B(x) = (T(x))" avec T polyniomiale tqdeg(T) = 2 et A;< 0 et il existe quatre uniques réels
uetvetw et s tels que :

R(x) ux+v wx+s
vx € R\a.b} 5o = 7 t oy

(I'unique décomposition en éléments simples de p ).

10




96. Regardons sur des exemples comment déterminer les réels u, vet w?

1. Prenons f(x) =

x4
x3-x2—4x+4

4 _ (3 _ 2 -4 _ 5x%-4
=(@x3—x?2—4x+4)(x+1)+5x2—4donc f(x) = (x+ 1) + 55,5 Posons gx) = Py
Factorisons B(x) = x3 —x2 —4x + 4:
1 est racine évidente de B. Donc je peux factoriser B(x) par x — 1. Jobtiens :
3—x?—4dx+4=(x-1Dx*-4)=(x-1)(x—-2)(x+2).
Alors g(x) = sxP4 5x—4
9 T x3—x2—4x+4  (x—1)(x=2)(x+2)."
Donc il existe trois réels u, v et w tels que Vx € R\{1,2, -2}, g(x) = S _u g v oW
’ q e 9 T x-D(x-2)(x+2).  x-1 @ x-2 x+2'
Alors Vx € R\{1,2, -2}, (x — 1) g(x) T e S (o I W(x 1) .Donc hm(x —1)g(x) =—==u.Doncu =
= ’ g (x=2)(x+2). x=2 g (- 3) '
. _ 5x2-4  u(x-2) W(X 2) _ 2
De méme, (x — 2) g(x) = DG - o TV . Donc llm(x 2)g(x) =—=v.Doncv = 4.
_ 5x%—4 _ u(x+2) v(x+2) 16 é
Et, (x +2) glx) = oD, = + w. Donc llm (x+2)g(x) == =w.Donc,w = >

que Vx € R\{1,2, -2}, f(x) = (x + 1) + (——)—+_+1L.

7=7) 3x+2

2. Prenons f(x) = %

Comme deg(2x + 1) < deg(x®+x2),2x+1= 0 XxX&3+x)+ Qx+ 1).
‘.v-{ D ———
quotient reste

Je peux donc directement décomposer f en éléments simples (ici, f = g) :

. . . ’ 2x+1 u vX+w
comme x3 + x2 = x(x? + 1), il existe trois réels u,v,et w tels que : Vx € R*, f(x) = ———=—
2x+1

*2F)x  x  x2+1°
Vx €R ,xf(x) =S5 =U
Enfin, f()===u+ T
Ainsi, Vx € ]R*,f(x) =

=1+- Donc w=2.
2x+1 _1 2—-x

@*2FDx  x  x2+1

1

3. Prenons f(x) = e

Comme deg(1) < deg((x? + x + 1)(x* — x + 1)), la partie entiére de f est nulle et on peut directement décomposer f en
éléments simples. Comme les deux trindbme du dénominateur de f ont des discriminants strictement négatifs, il existe donc 4

uniques réels u, v, w et s tels que : Vx € R,

(x) = 1 . ux+v + wx +s
flx _(x2+x+1)(x2—x+1)_(x2+x+1) (x*—x+1)
x _ ux®+vx wx?+s?

Tout d’abord, Alors, xf (x) = D~ e oo Donc llm xf(x) =0=u+ w(»).

Ensuite, f(0) = 1 = v + s (*%).

Puis, f est paire (il suffit de vérifier que Vx € R, f(—x) = L

((—x)?=x+1)((—x)?+x+1)

—-ux+v —Wwx+s o o2 s , oas Ve .
f)=f(—x)= R + Erxrl) Par unicité de cette décomposition en éléments simples, —u =wetv =s.

J’en déduis par (x*) que 2v = 1 et par suite, v = s = %

= f(x)).Alors, Vx € R,

. u+> 1 1 2w 2 . 1 1
Enfin, f(1) = 3= TZ-I-W +E' Donc, comme u = —w, 3= T+§eta|n5|,w =—jetu==
1 1 x+1 1 1-x
Jen conclus que f(x) = == = .
q f( ) (x24x+1) (% —x+1) 2 (x2+x+1) 2 (x*—x+1)

97. Applications aux calculs de somme, de dérivées niemes et au calcul intégral.

98. Exercice : Montrer que la suite (Sy)tq Sy = ¥N_;——— a une limite finie quand N — +oo et calculer cette limite.

n2(n +1)

. En effectuant la division euclidienne de x* par x3 — x? — 4x + 4, nous obtenons :

; liE,n xf(x)=0=u+v.Doncv =—-u=-1.
X—+00

11



