CORRIGE TD Partie entiére.
Soit x et y deux réels. Montrer que : |x] + [x + y| + Lyl < 12x] + [2y] .

Notons n = |x| et m = |y].
1 1
1°"cas: x € [n,n+;[ et ye [m,m+;[.
Alors 2x € [2n,2n+ 1 [ et yeE[2m2m+1[ etx+y€[n+mn+m+1[ Parconséquent,

cela signifie que 2x est
encadré par deux entiers consécutifs
et ne peut pas étre au plus grand.

[2x] = 2n,|2y] = 2m et |x +y] =n+ m. Etparsuite, |x]+ [x + y] + |yl =n+ (n+m) + m =2n + 2m = |2x]| + |2y].
éme . l l

2 cas.xe[n+2,n+1[ et yE[m,m+2[.

Alors 2x €E[2n+12n+ 2 et yeE[2m2m+1[etx+yE€ [n+m+§,n+m+§[.Parconséquent,

cela signifie que 2x est
encadré par deux entiers consécutifs
et ne peut pas étre au plus grand.

n+msix€[n+m+§,n+m+1[

[2x] =2n+1,[2y] =2m et|x+y| = <n+m+1.

n+m+1lsix e [n+m+1,n+m+2[
Etparsuite, |x] + [x +yl + |yl <n+ (n+m+ 1) +m=2n+1+2m=[2x] +|2y].
3emecas: x € [n,n + é[ et y€ [m +§ ,m+ 1[ . Etant les roles symétriques de x et y dans la formule a prouver, ce cas est analogue au précédent et aboutit au
méme résultat.
N 1 1
48me cas: x € [n+§,n+1[ et y€ [m+§,m+1[.
Alors 2x €E[2n+1,2n+ 2 et yeEZ2m+12m+2[etx+y€[n+m+1,n+m+ 2[. Parconséquent,

cela signifie que 2x est
encadré par deux entiers consécutifs
et ne peut pas étre au plus grand.

[2x] =2n+1,[2y] =2m+1 et|lx+y]=n+m+1.
Etparsuite, [x] + [x+yl+ |yl =n+ (n+m+ 1) +m=2n+1+2m<2n+2m+2 = [2x] + [2y].
CCL:danstous les cas, |x] + |x + y] + ly] < [2x] + [2y] .

Soit n un entier naturel.
1) Développer (3 +V5)" et (3 —5)".
2) En déduire que (3 +V5)" + (3 —V/5)"est un entier pair.
3) Montrer que [(3 4F \/—)"Jest un entier impair.
) G+VE)" =X () V5 3" ket (3-VE)" =i (”)(—\/“)kan-k
2 (3+vE)"+ (3-v5)" = %o (1) [V8" + (—v8) [3m* = 2po (1) [+ (—D¥] V5 37

=0 si k impair
=2si k pair

(3+V5)"+ (3= V5)" = Tosken (1) 295 37+ = 2052,,5,1(27;) 25732 = l : o(2; 5)2 X 5P X3 =2 [le]"lo Zp) 57 x 3”-21’] .

k pair

eN
Ainsi, (3 +V5)" + (3 — V/5)™est un entier pair .
3) D'apres ce qui précede, (3 ++5)" + (3 —V5)" = 2k tel que k € N. donc (3 +V5)" = 2k — (3 —+/5)™ De plus, 0 < 3 —+/5 < 1 donc 0 <
(3 —V5)" < 1 et par conséquent, 2k —1 < (3 ++5)" <2k

(3+\/§)Tl est encadré par deux entiers
consécutif's et ne peut pas étre égal
au plus grand des deux.

La caractérisation de la partie entiére permet alors de conclure que [ (3 +V5)"| = 2k — 1 donc | (3 + V5)"|est impair.

q a n+m n-m+1
Montrer que pour tous entiers relatifs n et m, J l J =n.
Soit n et m deux entiers naturels.
1¢" cas n et m ont la méme parité. Alors n + m et n — m sont pairs et n — m + 1 est impair. Parconsequent " eZet —E Zdoncl—+ J =

e )

n-m+1 n+m n-m
Par conséquent, [—I [ I =— t— =n
2°me cas n et m sont de parité contraire. Alors n + m et n — m sont impairs et n — m + 1 est pair. Par conséquent, MTmet L 72"“ €Z etn+m = 2k + 1donc
k <n+—m = k+ <k+1donc [n—m“J = ol L J =k —TParconsequent [—mJ [n e I 72"“ n+12n l=n

Ainsi, pour tous entiers relatifs n et m, [ J l" m“J —

Montrons que : pour tout réel x et tout entier naturel non nul n, l%] = |x].

Soit x un réel et n un entier naturel non nul.

|x] < x < |x] + 1. Donc, n|x] < nx < n|x| + n. L’entier n|x] est inférieur au réel nx. Or |nx] est le plus grand entier inférieur a nx. Par conséquent, n|x| < |nx].

lnXJ

Et par suite, n|x] < |nx] < nx < nlx] + npuis [x] < — < x < |x] + 1. |x] et |x] + 1 sont alors deux entiers consécutifs qui encadrent le réel %et ceréel ne

peut pas étre égal au plus grand des deux entiers ; la caracterisation du cours assure alors que |x] est la partie entiére de h;—xJ i.e.|x] = I%J

Soit 7 un entier naturel. Déterminer |[VnZ + 3n + 4|

Sin>0alors(mM+1)2=n?+2n+1<n?+3n+4<n?+4n+4 = (n+ 2)? et par stricte croissance de laracine carrée, n + 1 <Vn2 +3n+4 <n+2.

Vn2+3n+4 est encadré par deux entiers
consécutif's et ne peut pas étre
égal au plus grand des deux .

Alors la caractérisation du cours assure alors que [VnZ + 3n + 4| =n + 1.
Sin=0alors |[VnZ+3n+ 4] = [2| = 2.

1. Soit n € N * . Montrer que :|[vn + vn + 1| < [Van + 2|



2. Imaginons un instant qu'il existe un entier n non nul tel que : |[vVn +Vn + 1] < |[Vdn + 2] .
a) Montrer alors que : Vn+vVn + 1 < |\an + 2|

b) En déduire que |v4n + 2J2 =4n+ 2

c) Expliquer pourquoi cette égalité est impossible et conclure.
1. Soit n € N *. Montrons que :[\/ﬁ + \/n—-l—lj < [\/4n—+2] . Il suffit pour cela de montrer que Vn+vn+1<Vin +2 puis utiliser la croissance de la

partie entiére. Les deux réels étant positifs, comparons leurs carrés qui sont ordonnés dans le méme sens qu’eux:

(Van+2)' - (Va+vn+1) =4n+1-n—(n+1) —2Vavn+ 1= 2n-2vnvn+1 = 2va(va —Vn+ 1) < 0.
Donc, Vn+Vn + 1 < Vdn + 2 et par croissance de la partie entiére,
2. Imaginons uninstant qu’il existe un entier n non nul tel que : [\/ﬁ + \/mj < [\/WJ .
a)  Montrons que:vn+vn+1< |Van +2| .
Comme [\/ﬁ + \/n—-l-lj < [\/WJ , [\/ﬁ + \/n—-l-lj et [M] sont des entiers distincts et par suite [\/ﬁ + \/mj +1< [\/mj . Alors Vn +
VAFI<VA+VaFi|+1< [Vin+2).
b)  Alors (vn + \/n—-l—l)2 < l\/mr De plus, 0 < |v4n + 2| < V4n + 2. Donc, |vVan + ZJZ < VAn T 2" Enfin,
(\/ﬁ+\/m)2 =2n+1+2Vnvn+1.0orn=vVvnyn<vnvn+1.Donc,4n+1=2n+1+2n< (\/ﬁ+\/m)z.Parconséquent, dn+1<
(Vn++vn+ 1)2 < |vVan+ 2]2 <VAn + 2 = 4n + 2. Autrement dit, Ientier [\/mr est dans I'intervalle ]4n + 1,4n 4 2] qui contient un seul entier :
4n + 2. J'en déduis que [\/mr =4n+ 2.
c)  Prouvons que cette égalité est impossible.
Sous I’hypothese que I’ entier n non nul vérifie [\/ﬁ + \/m] < [\/m ,0ona prouvé que : [\/mjz =4n+ 2 = 2(2n + 1).Uentier [\/mr est
donc pair. Alors le cours assure que |’entier [MJ est aussi pair. Alors il existe un entier k tel que [\/mj = 2k. Alors [\/mjz = 4k?et par
suite 4k? = 2(2n + 1) donc 2n + 1 = 2k?. Cette égalité entre un entier pair et un entier impair est absurde !! J’en conclus qu’il n’existe aucun entier n non nul
vérifiant [vn +vn + 1| < |[v4n + 2|. Comme de plus, ¥n € N*, |[Vn + Vn + 1| < |[V4n + 2|, je peux conclure que :
vneN, |va+vn¥ 1] = |[Vin+2].

1.. Démontrer que pour tout réel x, |x] + lx + lJ =|2x]. (ind.: x € [li- |x] +§[ oux € [lxl; lx] + 1[).

x+1 xX+2
2. Donner une méthode pour prouver que : pour tout réel x, l J l J l J = |x].
1.  Notonsn = |x]
1 1 1 1
1ercas: x € [n,n+;[.AIors,x+; € [n+;,n+1 [C [n,n+1[ et 2x € [2n,2n + 1] . Donc, [X+EJ =net|2x] =2n.

deux entiers deux entiers
consécutifs consécutifs
qui encadrent qui encadrent
1 2x
x+2

Par conséquent, |x] + [x +§I =n+n=2n=|2x].
2¢Mzcas i x € [n+%,n+1[.AIors,x+§E[n+1,n+§[c[n+1,n+2[ et 2x € [2n+ 1,2n + 2[ . Donc, [x+§J =n+1let|2x]=2n+1.

deux entiers deux entiers
consécutifs consécutifs
qui encadrent qui encadrent
1 2x
x+2

Par conséquent, |x] + [x +§I =n+Mm+1)=2n+1=[2x].
Ainsi, pour tout réel x, |x] + [x + %I = [2x].
) 1 1 2 2
2. On peut traiter3cas : x € [n,n + - [,x € [n +-,n +—[etx € [n +-,n+1 [
3 3 3 3

Soit f(x) = l J Montrer que g: (x = f(x) — [x]) est 1-périodique. En déduire que Vx € R, f(x) = |x].
D, =R. Donc,Vx € Dg,x+1 €D,.
chgtindice
J=k+1
k=j-1
ke[on— 1]]@]6[[171]]
beplus, f(x+ 1) = (SIS [1]) = mm = w5 = s ) + 15 - B
Z

fa+D =+ [+ - [ - 1;(9() +F+1- [fj =f0) + 1.
n n! - n n
car 1€Z
chgt indice
j=k+1
k=j-1
keon-1]eje[1,n]
Alors, g(x+1) = f()+1-Ix+1 = fO+1-(xI+1D E fx) = x| = gx).
car 1€Z
J’en conclus que g est 1-périodique. Je peux donc étudier g sur [0,1].
Soit x € [0,1[. Donc |x] = 0.De plus, Vk € [0,n — 1], 0<k<n-—1let0<x<1ldonc0<X= S

f(x) = 0.Et par suite g(x) = 0. Comme g est 1-périodique et nulle sur [0,1[, g est nulle partout A|n5| x € R, f(x) = |x].

x+ (n— 1) 1+(n-1)

= 1; et par conséquent, l J— 0. Donc

: . X . (n+1 1 1
Soit x réel et Vn € N*,u,, = };7_ 1[ 2J Montrer que Vn € N*, iix 1 <u,< (et Dx .En déduire lim u,.
n 2n n 2n n—-+o

Soit n un entier naturel non nul.
Vk € [1,n], lkx] < kx < |kx] + 1donc kx — 1 < |kx] < kx.
Alors, en sommant ces n inégalités, jobtiens : Yp_; (kx — 1) < XF_;lkx] < Xi_, (kx).
Or, Bf_y(kx) = x(Tpoy k) = D et T2 (ke — 1) = B, (hoe) — By 1 =200
.. 2 1 (xn(n+1)
Donc, —n < Ypoqlkx] < et en divisant par n* > 0, F(T ) <u, S
vneN E(1+2)-2cu, <(142)

A . x . N . X
Comme les deux suites qui encadrent u,, ont la méme limite > le théoreme des gendarmes permet de conclure que lim u, = >
n-+oo

xn(n+1) xn(n+1) (xn(n+ 1)

> ) Ainsi,



Soitn € N .Calculer S, = Y7- Ol J puis S, = ¥7_, lk+iﬁ_

Sin est pair alors S,, =Z£’ o[;]—0+0+1+1+2+2+3+3+~~~+(§—1)+(§—1)+—
s :_+zzzop oG gy () 2

2 2 2 2
n-1

Sin est impair alors S, = H—0+0+1+1+2+2+3+3+ +(n 1)+(T)
Si=250, 1010 —27(2)(7“)= (= (E+1)= (2

2 2

OU BIEN

Z“’“"l J+Z G H Zoszpsn [ZPJ + Zicoprien [ZPZHJ ZH L] +Z J[P+ J ZH ID+Zl )

_ B, 1 w o) _ HG+)+G-1)(G) =smt24n-2 =T sinpair

o S ) () (52 +1) = () (52 + 1) 2L s impair

k+3ﬁ

3. OnposeVn €N*S, = ﬁll

SoitkEN*.LH—O(:O<F<1=>x/—>3=>k>9=>k>10

Donc, §p = Tt |54 = T [1 4 7 = s (1 [ ) =+ 2 [

5= 201+ [30) =1 =3
o=z i f [

Si =3+ | =3+ [+ ||+ |5 =3+3+2+1=0
S4=4+Z$=1[%]=4+E]+[%J+[%J+BJ=4+3+2+1+1=11
Ss=5+2i=1[%]=5+E]+[%J+[%J+EJ+[%J=5+3+2+1+1+1=13
SG=6+22=1[%]=6+E]+[%J+[%J+BJ+[%J+[%J=6+3+2+1+1+1+1=15
S7=7+Z;=1[%]=7+EJ+[%J+[%J+EJ+[%J+[%J+[%J=7+3+2+1+1+1+1+1=17
Sg=19,5,=21.Donc, S, =2n+3si2<n<9.

Soitnz10.sn=n+2;;=1[3] n+3Y9_ [fj+zk 10[Wj=n+59—9=n+12. Donc, S, = n + 12 5i 10 < n.

599

)
Soit x € [0,1]. Montrer que : Yn € N,3q € N/ q € [0,2"] et 0 < x _zin <2in

En déduire que A = {Zin/(n, q) EN?et0<qg< 2"} est dense dans [0,1] i.e. entre deux réels de [0,1] ,il y a toujours un
élément de A.

Soit x € [0,1].Soitn € N. Soitq € Net0 Sx—zin<zin<=>0 <S2Mx—q<leqg<2x<qg+1sq=|2"x]

Or0 < x < 1donc 0 < 2™ < 2" et par croissance de la fonction partie entiére, 0 = |0] < |2™x] < |2"] = 2™. Donc, 'unique
entier relatif g vérifiant 0 < x — zin < zin est g = |2"x] € [0, 2"].

Soit x et y deuxréelstelsque 0 < x <y < 1. Oncherchen € Ntelque:y —x > in

In (y—x)
In(2) *

J+1) Alorsn € Nety —x > on — D’apres ce qui préfere, il existe 3¢ € N/ q € [0,2"] et 0 <

y—x>—>0(=)2">—>0<=)ln(2”)>ln( )<=>nln(2)>—ln(y—x)<:>n>—

In (y-x)
In(2)
y——<2n<y—x Posonst——AIorsteAet0< y—t<y—x i.e.x <t <y.Donct convient.

Prenons n = max (0, l

Résoudre [2x + 3] = [—x + 5], d'|nconnue x réelle.
[2x+ 3] =|-x+5|=2x] +3=|-x]+5=12x] = |-x]+2 = |—x]+2<2x < |-x]+3
3> —x+1<2x<—x+3=>1<3x<3=>§<x<1.

—x—litllrxjs—x
Ainsi, seuls les réels de ]§ ,1[ peuvent étre solutions.
Soit x e]§ NiB
ler cas : § <x< % AIors§ <2x<1let _71 <—x< ?donc |2x] = 0 et |—x| = —1. Par conséquent, [2x]| # |—x] + 2 et par suite [2x + 3] # |—x + 5]
2eme cas : % <x<l.Alors1<2x<2et—1<-x< ;donc |2x] = 1 et |-x] = —1. Par conséquent, [2x| = | —x] + 2 et par suite [2x + 3] = |—x + 5].

Ainsi, Sol= [, 1].

1) Calculer }Ci_r)%[xj +/x — |x] et }Ci_r)rzl,[x] ++/x — |x| ol p € Z . Qu’en déduit-on pour (x - [x] + /x — |x]) ?

x>p x<p
2) Calculer 11m L J, 11m L et lim m.
X X—>+00 X

1) Posons f(x) = [x] +/x — |x]. Soit p € Z.
vx €lp,p+1[f(x) =p +x —p.Donclim f(x) =p +p—p=p = f(p).

x>p
Vx€lp-Lplf()=p-1+x—(@-D.Donclimf()=p-1+{p-Gp-D=p-1+VI=p=f(®).

x>p
J'en déduis que la fonction f est continue en p.



2)Posons g(x) = %
vx €]0,1[, [x] = 0 donc g(x) = 0 et par conséquent, lir(r)1+g(x) =0
X
vx €] — 1,0[,|x] = —1 donc g(x) = —i et par conséquent, lil’(l)’l g(x) = +oo.
x-0"

Vx>1,0<|x]<x<|x]—-1donc 1< é <1 —ﬁ(**). De plus Vx > 1,x + 1 < |x]. Donc comme lim x + 1 = 400, lim |x] = +oo et par
X—+400 x—+00

suite lim ﬁ = 0.Alors d'aprés (**),é est encadré par deux fonctions de limite 1 en+oo, je peux conclure que lim Z =

x—+00 [X x—+00 [x]

1.

) 1
Représenter la courbe de f: (x i [x—l—xll)'

Df? f(x) existe <=>[x - [—xJ] #0.0rvx €R, |—x| = {
Six€Zalorsx —|-x]#0= 2x # 0= x = 0.
Six ¢ Zalors 2[x] + 1 < x + |x] + 1 < 2[x] + 2 donc, |x — |—x]| = 2|x] + 1 est un entier impair et par suite, |x — |—x|| # 0. Ainsi, Df = R".

Nouvelle expressionde f : Six ¢ Z alors f(x) = zlx;met par conséquent, Yk € Z,Vx € lk, k + 1[, f (x) = 2k1+1.

Sik € Z* alors f (k) = i Ainsi, Cf al’allure suivante :

—|x|-1six¢Z

x+ x| +1sixe¢Z
—xSixXETL ’

.Donc,VxE]R,x—[—xJ={ 2% six € 7

a8

06

04

—|x|—1six¢Z
—xSix €EZ
2. Soit h: (x » x — |x]) et g: (x = |2x — 1|). Montrer que f = g o h est paire, périodique.
3. Soit k € Z. Déterminer, si elle existe, la limite de f en k* (i.e. quand x — k et x > k) . Faire de méme en k™.
Qu’en déduit-on sur f ?

1. Montrerque:Vx € R, |—x] = {

Tracer Cf.
1. Soit x unréel.
Six € Z, alors —x € Z et par conséquent |—x| = —x = —|x]
Six € Z,alors [x] <x < |x]+1donc —1—|x]<—x<—|x| etdapreslacaractérisation de la partie entiére, |—x] = —1 — |x].

—x est encadré par deux entiers
consécutifs et ne peut pas étre égal
au plus grand des deux enteirs

2. VxeRf(®)=g(f®)=12(x—xD) -1l et f(—x) = [2(-x — |-x]) - 1l.
Vx€Z f(x)=12(x—x)— 1| =|-1]=1et f(—x) = |2(—x — (—x)) — 1| = |-1| = 1 .Donc f(—x) = f(x).
VX €Z, f(x) = 2(x — [xD — 1l = [2x = 2|x] = 1| et f(=x) = [2(=x — (=lx] = 1)) = 1| = [-2x + 2[x] + 2 = 1| = |[-(2x = 2|x| - D| =
|2x — 2[x] — 1].Donc f(—x) = f(x).
Ainsi, f est paire.
Vx eR, f(x) = g(f(x + 1)) = |2((x +1) —|x+ 1J) - 1| = |2(x +1—(lx]+ 1)) - 1| = |2(x — [x]) — 1| = f(x).Donc f est 1-périodique.
3. Vxel[kk+1[f(x) =12(x —k) — 1] .Donc, Liﬂf(x) =1=f(k).

x>k

4. Vx€[k—1k[f(x)=|2(x— (0 —-1)—1| =12(x — k) + 1| . Donc, lim f () = 1= f (k).
x<k
Jen déduis que f est continue en k.
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