Corrigé TD Inégalités et Comparer
1. Soita,b,cetdréelstqga < betc <d.Soitx € [a,b] ety € [c,d] . Encadrer, au plus prés et si possible, 2x — 3y, xy et §

2. Soit x et y deux éléments de [—1,1]. Peut -on encadrer xy ? i ? Montrer que 4 + x + y + xy € [3,7]. En déduire
mindetmaxAouA={4+x+y+xy/(x,y) € [-1,1]*}
1. Soitx et y deux éléments de [—1,1]. —1 < xy < 1 et je ne peux pas encadrer i car y peut s' annuler.

4+x+y+xy—-3=14+x+y+xy=0+x)(1+y)=0et 4+x+y+xy—-7=x+y+xy—-3=x-D+@y-1D+kxy—-1) <0.
20 20 <0 <0 <0

Donc, 3<4+x+y+xy<7.Deplus,pourx =y=-1,4+x+y+xy=3donc3€Aetpourx =y=1,4+x+y+xy=7donc7 €A
Comme 3 minore A et 7 majore A4, j'en déduis que minA = 3 et maxA = 7.

Démontrer les résultats suivants :
1. VY(a,b) €R? a?+ b?+ % > a + b . Pour quelles valeurs de a et b, y-a-t-il égalité ?
2. V(x,y) € (R x% +y3 > x%*y + xy*
3. V(a,b,c,d) € R%, (0<a<b<c<d= +§
4. V(a,b) € (RY)? 1 _<\/_<

a b
2 2
1. Soitaetbdeuxréels.a2+b2+E—(a+b)=a2—a+i+b2—b+i=(a—§) +(b—§) 20.Ainsi,a2+b2+%2a+b.OK!!Deplus,

+5,

nm
SR

2 2
2. a2+b2+3=a+b=>(a—l) +(b—1) —0oa——-=0=b—1oa=b=1
2 2 2 2 2 2
3. B4y -+ = -y +y —xy? = -+ Y- =@ - EE-y) =k - NE-E+y) = x-)°* (x+y) 20.
>0 >0 car
x20 et y=0

4.  Supposonsque0 <a<b<c<d.

2 2 2 2 2 2 — 2 — A2 — — — _

2+£_(g g):b+c _a+d :bud+c ad ubcdbc:ub(bd ac)+cd(ac bd):(ab cd)(bd ac).CommeO<aSbSch,abScdetachd.
c b d a bc ad abcd abcd abcd

. b—-cd)(bd— (b d
Et par conséquent, {ab-cd)(bd-ac) < 0. Ainsi, (— + £) < (g + —).

abed b d a
b
5, & —+ab (a +b— 2\/—\/—) =- (\/— \/—) > 0.Donc, Vab <2 Cette inégalité est valable pour tous réels strictement positifs a et b. Appliquons-la

1
. ) ) 1 1 . . I
aux réels ; et ;, on obtient alors ;; < "T” . On peut alors affirmer que 0 < \/__ <- ( ;). Et par conséquent, par décroissance de la fonction inverse sur

R**, on obtient 0 < ﬁ <+ab.
ab

Montrer que Vn = n,, n! = 2™ ou n, est un entier naturel a déterminer, le plus petit possible.

Posons H(n):"n! = 2™".

1=01=2=1
1=1<2t=2
2=21<22=4
6=31<23=8

24 =41>2*=16

120 = 5! > 25 = 32,

Posons ny = 4.

Initialisation : H(4) est vraie.

Propagation : Soit n € N tel que n > 4. Je suppose que H(n) est vraie. Sous cette hypothese (simple), je vais montrer que H(n + 1) est vraie.

Jesaisquen! = 2" Alors,comme (n+1) >0, n'x(n+1)=>2"x(n+1Die(n+1)!=>2"x(n+1).

De plus, 2" X (n + 1) — 2"*1 = 2"[(n+ 1) — 2] = 2"[n — 1] > 0 carn = 4. Donc, 2™ X (n + 1) > 2™*1, Par conséquent, (n + 1)! = 2™, Ainsi, H(n + 1) est
vraie dés que H(n) est vraie pour n > 4.

Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure que : Vn > 4, n! > 2™,

Soit x € [0,1] . Montrer que pour tout p entier naturel non nul, (1 — x)? <1 — x?.

Posons H(p):"(1 —x)? <1 —xP."

Initialisation : (1 —x)! =1 —x = 1 — x. Donc, H(1) est vraie.

Propagation : Soit p € N tel que p > 1. Je suppose que H(p) est vraie. Sous cette hypothése (simple), je vais montrer que H(p + 1) est vraie.

Jesaisque (1 —x)P <1 —xP.

Alors en multipliant I'inégalité précédentepar 1 —x =0, (1 —x)(1 —x)? < (1 — x)(1 — xP) ce qui signifie que :

(1—2x)P"P<1—x—xP+xP*.0r, (1 —x —xP +xP™) — (1 —xP*1) = —x — xP + 2xP*1 = xP¥1 — xP 4+ xP*1 —x = x (xP — 1)+x”(x— 1) < 0.Donc,
>0_<'0_’ >0 T

(1 —x —xP +xP*!) < 1 —xP*L. Par conséquent, (1 — x)P*? < 1 — xP*1, Ainsi, H(p + 1) est vraie dés que H(p) est vraie pour p > 1.

Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure que : Vp > 1, (1 —x)? <1 — xP.

Montrer que Yn € N*, (E) Vn< ¥ Vk < (2n )\/_ En déduire la limite de la suite ( DY \/_)

Notons u,, = (222 Vn, v, = \/_etS =Y"_ k. Et Posons H(n) la proposition : « u,, < S, < v, ».
n n k=1 n n n

Initialisation : u; = (%)\/T =1,v,= (% +§)\/T = § + ; = % etS, = Z,lczlx/ﬁ =+/1 = 1.Donc, u; < S; < v;. Ainsi, H(1) est vraie.
Propagation : Soit n € N*. Je suppose H(n) vraie et sous cette hypothése (simple), je vais montrer que H(n + 1) est vraie.

Je sais que: ( +1)\/_<Zk 1\/_<(2n ;)\/H.Parconséquent,\/n+1+(%)\/HS\/n+1+Z’,§=1\/FS\/n+1+(Z?n+§)\/ﬁ i.e.

>0




W+(2n+1)\/—<2"+1\/—<m+(2n 1)\5.
Montrons que Uy, < Vn+ 1+ (znﬂ) VnetVvn+1+ ( + )\/— < Vnyr-

mD'une part, Vi 1+ (252) Vi =ty = Vot 1+ (B50) V- (52 ) Vad T= v+ 1+ (B2) v — (B4 1) Va+ 1 = (52) Va - Zvn+ 1. De

plus, (%) Vn et 2?"\/71—4—1 sont deux réels positifs, ils sont donc ordonnés dans le méme sens que leurs carrés que I'on va donc comparer.

[(Z"H) \/_]2 - [2—" ]2 = (2"9;1)271 n’(n+1) = —n > 0. )’en déduis dans un premier temps que [(Znﬂ) \/ﬁ]z > [Z?"\/n——}—l]zet ensuite que

(Z"H) N W 1. Par conséquent, W 1+ (znﬂ)\/— Uppq > 0 et ainsi, uy,, < Vn+ 1+ (Znﬂ)\/—

w0t T+ (2t = T (202) - (22 55T = (32 i (252 )T - (2 -

(4n6+1) Nerws

De plus, ( ) Vn et (4"+1) vn + 1. sont deux réels positifs, ils sont donc ordonnés dans le méme sens que leurs carrés que I'on va donc comparer.

[(4n6+3) \/ﬁ] — [(4"6“)\/71—4—1]2 = M w( +1)=—— < 0.J’en déduis dans un premier temps que [( s )\/m] > [(4";3) \/ﬁ] et ensuite

36
que[(m;l)\/m] > [(4"6+3) \/ﬁ] etenfinquevn + 1 + (z?n +E)\/—— V41 < 0.Ven conclus que vn + 1 + (?+ E)ﬁ < Vpyr-

Il s’en suit que : Upyq < YREIVE < vy
Ainsi, H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie.

Montrer que pour tout entier naturel n non nul, [Ti-o(2k + 1)! = [(n + 1)!]™*1.
Notons B, =[I}_o(2k + D! et u, = [(n + 1)!]*** et H(n) la proposition : « B, = u, »
Initialisation : u; = [2!]2 = 4 et P, = [[4_o(2k + 1)! = 1! X 3! = 6. Donc, u; < P;. Ainsi, H(1) est vraie.
Propagation : Soit n € N*. Je suppose H(n) vraie et sous cette hypothése (simple) , je vais montrer que H(n + 1) est vraie.
Jesais que: [T}_o(2k + D! = [(n + D!]™*. Par conséquent (2(n+ 1) + D! [T}o,(2k + 1! = 2+ 1) + D! [(n+ D™ car 2(n+ 1) + 1)! > 0.
Autrement dit, [T}3(2k + 1! = 2(n+ 1) + 1! [(n + 1™
m+D)+1)![(n+1)7+1

Montrons que 2(n + 1) + 1)! [(n + D" > u,,,;. Comme u,,; > 0, je peux comparer —  —— —avec 1.
n+1
Cr+D+D+ D™ a3 [+ @n+3)![(n+ D™ @n+3)! [+ (2n+3)! _ @n+3)x(2n+2)x(2n+ 1) x..X(n+3)x(n+2)x[(n+1)!]
Un+1 - [(n+2)+2 T DX T ()22 T (nd DI (ne2)n2 (n+1D)!(n+2)n+2
(2(n+1)+1)![(n+1)!]7‘+1 (2n+3)x(2n+2)x(2n+1)X...X(n+3)X(n+2) (2n+3) (2n+2) (n+3) (n+2)

Zn+1 kt2
Un1 (n+2)n+2 (n+2) (n+2) (n+2) (n+2) H n+ > Lear vk = n, (k + 2) =+ 2)

Comme up,,; > 0,j’en déduis que 2(n + 1) + D! [(n + D" > u,,4. Ainsi, H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie.
Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure que : Vn = 1, [IR_o(2k + D! = [(n + 1)1

Soit ay, a,, ..., a, des réels tels que : X}_; a, = Xr_; a2 = n. Montrer que Vk € [1,n],q;, = 1.
Yr_(a —DP=YR a2 —2Y%  a,+ X8, 1=n—2n+n = 0. Cette somme nulle de réels positifs n’est donc constituée que de réels nuls i.e. Vk €
[1,7n], (a, — 1)* = 0 et par suite Vk € [1,n],q; = 1.

i. Montrer, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que pour tous réels a;, a,, ..., a,, |\/_Zk 1 ak| /Zk a ak

ii. Montrer que si x;, X5, ..., X,sont des réels strictement positifs alors (x; + x, + -+ + xn)( + + -4+ ) >n2.

i. Soit des réels aj, a,, ..., ay,. Posons Yk, b, = 1. Alors, 'inégalité de C.S assure que (Xi_;a;)? < Ci_,a2)Ci, D ie. (Zk:1 ak) < n(Zk:1 a?).

Ces deux membres étant positifs, j’en déduis, par croissance de la fonction racine carrée, que \/(Z}jzl a)? < \/n(E}}:1 a?). Et par conséquent, |Xi_; a;| <
/ . 1 1
V¥R, akz. Jen conclus, en divisant par vn > 0, que |ﬁ2;<l:1 ak| N (D2 I akz.

ii. Soit x4, X, ..., Xx,des réels strictement positifs. Posons a, = ./x; et b, = T = x—.AIors I'inégalité de C.S assure que :
k k

(Bt e F) < (ZhaVE) ( k\F) ce quidonne : (Zfi-; D < (Tfioy 1) (Sies 1) et par suite :n? < (Titoy 1) (Sia 1) -

%
car ﬁ>0

Soitn € Ntgn = 2. Soient a;, a,, ..., a, etby, b,, ..., b, desréel tels que a,,a,, ..., a, sont strictement positifs.
n
. b
a. Onposem = min{by,b,, ..., b,} et M = max{by,b,, ..., b,}. Montrer que : m < Zk;% <M
k

by b >k by b b
b. En déduire que 1’1’111’1{ = . } Zi=1Pie max{ L= ...,—”}.
a az an Ek 1ak a1 ‘12 an

1. ¥k € [1,n],m < b, <M donc may, < a;b;, < May: Par conséquent ,en sommant ces inégalités, j'obtiens Yr_, ma, < Xi_; apby < Y- May et
par suite m Yp_1 @ < Xjoq Qb S M YR  a; .
Or, Y1 a; > 0 puisque les réels a,, a,, ..., a, sont strictement positifs. Alors, en divisant I'inégalité précédente par Yp_, a, j'obtiens,

Zk=1 akbi <M.
Yk=1ak

2. Posons By = a—" et Ay = a, et m = min{B,,B,, ..., B,}et M = maX{Bl,Bz, .., By}, Alors, les réels Ay, A,, ..., A, sont strictement positifs et d’aprés
k

m<

I Y7, AB by b o by b b
ce qui précéde, m < ZE=122K < M ce qui signifie min {=, 2, ... < Zh=1bie < max{—,-=%, ..., 20
=14k " a, Yho1@ a,’ay’ an

3.
Soient (m,M) € R*tq:0 <m < Meta,,..,a,,b,,.., b, desréelstqb,,..,b, non nulset Vk € [1, n]] E [m, M].
1. Qui peut-on choisir pour m et M ?
2. Enétudiant le signe de S, = X.%_,(Mb, — a;)(a, — mby), montrer que X.¥_, a;,> + mM X¥_, b* < (m + M) X}_, aiby.
3. Onposel = M et G = VmM. Déduire de 1) que : /X7, a2/, b < éZ};lakbk.

a1 ‘12
" by

a; a a .
}etM max{—1 —2,...,—"}c0nV|ennent.
b bn

)

1. m = min {
bn



2. D'unepart,Vk € [1,n],0 <m < % < M et by > 0donc mby < a; < May et Mb, — a; = 0 et a, — mb; = 0. Par conséquent, S, = 0.
k

D'autre part, S, = Xp_;(Mby — a;) (@ — mby) = Xi_y —mMby, — ai + (m + M)ayh, = —(Zf_; af) — mM (T}, b*) + (m + M) (Zii—y ar by
Je déduis des deux résultats précédents que —(Xr_; az) — mM(X}i_, b2) + (m + M)(X}-, a,b,) = 0 etainsi, je peux conclure que :

YR at+mMYR_ br < (m+ M)XE_, acby.

On pose I = mTW et G = VmM. Alors, 'inégalité précédente s’écrit : (XF_, a2) + G2(XR_, b2) < 21 (X}_, axby).

n 2 n 2
w < I (-, ayby). Or pour tous réels positifs x et y , Vx,/y < x:—y Donc, en posant x = Y¢_, a2 et y = Y*_,(Gb, )? qui sont des

n 2 n 2
réels positifs ( car somme de réels positifs), \/ 2¢_, ;2 [Zro1(Gb, )* < M.

car G>0
n 2_ [72 2 =JG2 3" _pZ = n 12 0 7 on 72 « Ok o) +(3fe,(6b?) .
De plus, /Z (Gh )2 =[G b =V GA/¥i_ b = G XF_,bZ. Donc, G/Xr_ a2\ YR b2 < 5 . Et par suite,
GJY arXr_bi< 1 (Zﬁﬂakbk).]’en conclus que : /X0 _; @i > /2R, bt < éZ}lzlakbk (puisque G > 0).

Alors

Soit a4, a,, ..., a, des réels positifs.
a. Montrerque:V(i,j) € [1,n]%ij=i+j—1.

n _4idj
b. En déduire que: ( l,) <X, X T
a. Soitietjdeuxentierscomprisentreletn. ij—i—j+1=iGj—-1)—-(G-1)= (j -1 (@{—-1)=0.Ainsi,ijj =i+j—1

=0
b. V(i j)e [[1,71]]2,1']' >2i+j—121>0donc0< l < ] ;alors, comme a;a; = 0,0< ai]u’ < — H} T . En sommant ces n? inégalités, j' obtiens, 0 <
a;aj aia; ulu ulu a;j a; a; aj a; , -
(DY (DX ) - Enfin, ¥7_, X7, l..J = X7 X .J= ?:17.1( ?:17) =( ?:17)( ;l=171) =( {LlT) . ’en déduis que
n ai <yn _aiaj
( ) Z 121 11+_} 1’

vn e Nu, = X7 0( ) Montrer qu’il existe une suite v telle que : Yn € N\{0,1,2,3}, u,, = 2 + +v, et0 <y, < —. Qu'en

déduit-on sur la suite u ?

Soit n € N\{0,1,2,3}.u, = "=i=< ";2i>+i+i+ o= < 1>+2+ . Alors u —2+ +v, et0<u —2——<—
(01,23} = Ticormy = (Zicepy ) + oyt oy + oy + oy = 2= " n "

VUn

De plus, Vk € [2,n — 2], (Z) > (721) >0donc0< ﬁ < (%) Alors en additionnant ces n — 3 inégalités, j'obtiens :
k 2
)

1 2 2(n-3) 2 . . o
0< YRz —n < YR =Ynig = —. Comme les deux suites qui encadrent v tendant vers 0, le théoreme des gendarmes assure que la
( ) ( ) n(n-1) n(n-2) [}
k 2 car
— 0<n-3<n-2

Un

) . . 2 ) .
suite v est convergente de limite 0. Comme de plus, lim 2 4+ == 2, je peux conclure que lim u, = 2.
n—-+oo n n-+oo

Encadrer, minorer ou majorer de u,, par de bonnes suites et en appliquant le théoréme des gendarmes, calculer la limite de
chacune des suites u dont le terme général est le suivant :

a. u, =Z',}_1% tqn>0

2n+1
b. u, s J_ tqn=0
c. u ——tqn > 0.
n k 1 2+k q
a. Soitn €N"et u, = kl\r
vkeN,0<Vk+Vk—1< 2\/— k <vVk++Vk+1.Donc, 0 < —— L < —L__ Alors en utilisant la quantité conjuguée, j'obtiens :

\F+\/k+ 2\/E VE+Vk=1
vkeN,0<Vk+1—-Vk< TF < \/— — vk — 1. Donc en «sommant les inégalités» obtenues pour k € [1,n], je gagne :

Vk+1- Vi< Zk 1 \F < \/_ vk . Les deux sommes qui encadrent sont télescopiques , par conséquent, je simplifie :
vn+1-1<33, \F <+vn- \/_ Et par suite, 2(Vn + 1 — 1) < u, < 2v/n. Comme HT Z(Vn +1-— 1) = 400, j'en déduis que liIP U, =+
n—-+oo n—-+oo
b. Soin>0etu, =yl

o
vke[1,2n+1],1 <k <2n+1ldonc n?<n?+1<n?+k<n?+2n+1=(n+ 1)%et parstricte croissance de la fonction racines carrée,

Vn2 <Vn?+k < ‘/ (n+1)?2ie.0<n<Vn?+k < (n + 1) alors par stricte décroissance de la fonction inverse sur R**,

1 1
0< < m .Ainsi, Vk € [1,2n + 1],0 < o< n2+ AIors en « sommant ces 2n + 1 inégalités » , j’obtiens,
2n+1_1 2n+1 1 2n+11
= < < Dg=q —
k=1 pn4q Z VnZ+k = “k=1 g4 . 1
Les deux sommes qui encadrent se calculent facilement : ZZ"“nH = (2n+1) x —et ZZ"“n = (2n+1) x o
= had
puisque puisque
1 4
nﬂne dépend e dépend
pas de k. pas de k.

Ainsi,vn > 0, 2n+ 1) xﬁ <u, <(2n+1) xi.
1
41
De plus, (2n + 1) x m = 1—+; et(2n+1) xi =2+ 7—11 Donc les deux suites qui encadrent u,tendent vers une méme limite finie qui vaut 2, j’'en déduis par le
n

théoréme des gendarmes que lim U, = 2.

c. Soitn €N*et u, =Y,

n2+k
1
vk € [1,n%],1 < k <n?donc 0 <n?+1<n?+k < 2n? et par stricte décroissance de la fonctlon inverse sur R** 0 < — n2+k < n2+1 . Alorscomme n >
n
0, j'obtiens : 0 < ; <og S nz . Alors en « sommant ces n? inégalités » , ' obtiens, Y72 o < h 1n2+k <y 1n2+1

Or, Zk 12n = ; =2.ponc vn € N Uy = Alors comme 11m g— +o0,j’en déduis, en appllquant le théoreme des gendarmes, que 11m u, = +oo.



2
x
1. Montrer que: Vx = 0,x -5 =< In(1+ x) < «x.
/ q A a I k
2. Endéduire la limite de la suite u définie par : u,, =[I}_, (1 + ﬁ) tgn > 0.
1. Posons f(x)=x—In(1+x)et gx) =In(1+x) —x+ X?Z Etudions f et g dans le but de connaitre leur signe.
f est dérivable sur R*etVx >0, f'(x) =1 — . > 0. Donc f est croissante sur 'intervalle R*donc Vx = 0, f(x) = f(0) = 0. Et ainsi, Vx =

1+x 1+x 1+x
0,In(1+ x) < x.
1-(1+x)(1-x) _ x*

g est dérivable sur R*et Vx = 0,g'(x) = :135 —14x= T imZ 0. Donc g est croissante sur 'intervalle R*donc Vx > 0,g(x) = g(0) = 0. Et

_ l4x-1  x

2
par suite, Vx = 0,x _% <In(1 + x).
2 Soitn € N*et u, =[[¢ (1 +£) Alors u,, =1 > 0. Posons v, = In(u,). Alors, v, = 0et v, = In([I} (1 +£)) =y ln(l +£)
N mn — k=1 nz) " n = . n — n/t '’ n = n — k=1 n2 - k=1 n2/) "
2
CommeVx > 0,x —=<In(l+x) <x,Vk € [[1,n]],£ — (L) <In(1 + £ < X Ensommantcen inégalités, j’ obtiens :
2 n? 2 \n2 n? n?
ko 1( k)2 k k
EaGe =3 () ) < (1457) s T
k 1 1 nn+1) 1 1 K 1/k\? K 1 1 1 1 n(n+1)(2n+1) 1 1 (1+1)(2+l)
0, Tier s = Bk = "R = L (14 ) et B — 5 (5)) = Dol g B kP = 3 (142) - I 2 (14 1) ),

nz 2 n?  2n* 2n* 6 n 12n

Ainsi, i (1 + i) <wv, < %(1 + %) _ (H%)(u%).

12n

. . 1. P . . . 1 .. B
Les deux suites qui encadrent v tendent vers 7 j'en déduis, en appliquant le théoréme des gendarmes, que lim v, = > lim u, =ez =+e.
n—-+oo n—+oo

5 4, k
Soit a un réel et Vn € N,u,, =[1}_, (1 + a? )
1. Montrer que u est croissante et méme strictement croissante si |a| # 1.
2. Montrer quesi|a| > 1 alors lim u,, = +oo.
n—+oo

3. Montrer que si la] < 1 alors (u,,) est convergente et déterminer sa limite.



