Sup PCSI 2023-2024 Mathématiques.

Corrigé duTD 2

| Fonctions polyndémiales.

Ex 1 Soit m, a et b des réels tels que a < b. Déterminer le signe de u(x) en fonction de x.

B

S®mroo0 T

u(x) = 8x3 + x2 — 7x i u(x) = x*+ 2x% — 48

u(x) = x> —11x + 28 et u(x) = x>+ (a + b)x + ab j. u(x) = —2x%—6|x| +5
u(x) = 7x? + 23x + 6 sachant que (—3) est racine de u k. ulx) =e® —2e% +3
u(x) = 2x3 —x%+3 . ulx)=2x—+x-3
ulx) =x*+5x3+11x*+13x + 6 m.  u(x) = x°+ 2x% — 35x
u(x) = (x + a)(x + b) — (m + a)(m + b) n.  u(x)=x3—-6x>+12x —8
u(x) = (m + 3)x% — (m? + 5m)x + 2m? oo u(x)=x3-2x*2—x+2
ulx) = x% + (\F+\F) -G p. u()=x+3)2x—-1)—27—x3
g ulx)=x*+2x3+2x*>+2x+1
—1 est racine évidente de Q
factorisation éviente par x U'autre racine U’lut—g+(_ 1)=§
u(x) =8x34+x2—7x = x(8x2+x—-17) = 8x(x + 1) (x - g) D’ou le tableau de signe :
=Q(x)
X -1 0 7/8
x+1 - 0 + +
X - - 0 +
x—7/8 - - 0 +
u(x) - 0 + 0 — 0 +
la somme des racines vaut 11 la somme des racines vaut—a—b
le produit vaut 28 le produit vaut ab
Les arcines sont 4 et 7. les racines sont—a et—b
u(x) = x?—11x + 28 = (x—=7NDx -4 et ulx) =x?>+(a+b)x+ab = (x + a)(x + b).
Donc u(x) > 0 < x €] — o0, —b[U] — a, +o].
—3 est racine évidente de u
U'autre racine vaut §+(—3)=_72
u(x) =7x2+23x +6 = 7(x +3) (x +§) .Doncu(x) >0 & x €] — 0, —3[U] — 2/7, 4.

u(x) =2x3—-x?+3=(x+1)( 2x2—3x+3) .Doncu(x) >0 x> —1

A<O
donc Vx,2x%2-3x+3>0

m est racine évidente de u
U'autre racine vaut (—a—b)-m

ux) = (x+a)(x+b) —(m+a)(m+b) = (x —m)(x +a+b+m) (.. tableau de signe).
m est racine emdente deu
' autre racine vaut j—m "2:;
u(x) = (m+ 3)x? — (m? + 5m)x + 2m? = (m+3)(x —m) (x—%)
la somme des racines vaut—/3++/2
le produit vaut —/6
quantité conjuguée Les arcines sont —V/3 et v/2.
u(x) = x? +(\F+\F) -6 = x*+(V3-V2)x -6 = x+V3)(x —V2)

X=x2
u() =x*+2x2-48 2 x*+2X—48= (X +8)(X —6) = (x* +8)(x* — 6) = (x> + 8)(x — V6)(x + V6)
2=36+40=76=(2VT9)’
6-2v19_—3+V19

Xi== 2
X=lx| x,==3
= 2
u(x) = —2x2 —6lx| +5 = —2X2 —6X +5 = -2 (x +25) (x + 305 = =
X=e3%
u(x) =e®* +2e% -3 =2 X2-2X+3=X-1DX+3)=(e>*—-1)(e* +3)
X=vx
u() =2x—Vi—-3 2 20— X-3=2(X + DX - ) = 2T+ (x —3)
X=x*

u(x) = x° +2x5 — 35x = x(x8 + 2x*—35) = x(X2+2X —35) = x(X = 5)(X +7) = x(x* — 5)(x* + 7) = x(x% = V5)(x% + V5)(x* + 7)

u(x) =x(x—\/ﬁ) (x+\/ﬁ) (2 +V5)(x*+ 7).

u(x) =x3—6x2+12x —8 = (x — 2)3.

u(x) =x3—2x2—x+2=x-2)x>*-(x-2)=(x—-2)(x*-1) = (x - 2)(x — D(x + 1).

u@@) = +3)2x—-1) —-27-x3=(x+3)2x—-1) - (x +3)(x? —3x +9) = (x + 3) (—x? + 5x — 10).

A<O0
pas de racines réelles

u@) =x*+ 203 +2x2+ 20+ 1= (x* + 223+ x) + (2 + 20+ D =222+ 2x + D+ (x2 + 2x + 1)
u(x) = @?+2x+Dx*+ 1) = (x + D?(x2 + 1)

Ex 2 Résoudre

™o oo oo

4—-7x2>0 1s - Mol —
x m. -> 2 q. [x| —1>2

4 2 _ 3_ 9,2
M G " l(jl(rll(x))22x+z : 41n(x) oo L
(’; +_1li 0>2 J. Ze"+3e"‘_+1 <0 o a9 1-5x s. V—ax-—-1>x-2.
x : - : 243x+2 = x3+1 ex —
PR k. (n(0)? = 12(n(x))?-35In (x)) o Aoz t x-l>2+4x
(x+2)4>1 | VX To1-x x+2 u. w/}—w/l—x>;

= . —=m

8+x3>0 1+x % In(x — 1) — In(x + 2) < In(x)



a. 4—7x2>0(:>—7(%—x)(%+x)>0(:>(%—x)(%+x)<0<:>xe]—%,%[.

b. x4<(\/E+1)x2—\/f(:»(xz)z—(\/f+1)x2+\/§<O@(xz—\/f)(xz—l)<0@(x—ﬁ)(x+\/ﬁ)(x—l)(x+1)<0
@xe]—m,—\/ﬁ[u]—l,o[u]l,M[.

¢ F-12>2e@*-1D2-2>0s [(x*—1) —V2][(x* - 1) +v2] > 0 [x* — (1 +V2)] [x* +(\/——1)]>0

o [x —(1+\/—)]>0=>[x —\/(1+\/—)Hx +\/(1+\/—)]>0=>[x —/1+\/’]>0=> x— /1+\/_Hx+ (1+V2)[>0exe€

—00,—\[ (1+\/§)

x’+1>0<=x€R.
. x*+2<0eox€0.
f. x+2)z21o((x+2)?-1D(x+2)*+1D)>20=(x+2)?-1D)=20=(x+2-1DEx+2+1D) >0 (x+1D)x+3)=>0

>0

U j (1 +V2), +oo|.

©x €] —o00,—3] U [—1, +oo]
g 8+x’=20eox=>-2

h. |xP-2x2>0 o x*(|x]| -2)>0= x=0oulx| >2 ©x=00ux>2o0ux < —2.

i.  (In(x)*+4<4In(kx) e X?—4X+4<0eoX-2)?<0oX=2<Ih(x)=2< x=¢2
X=In(x)

H X -X 3 2 3 X X 3 X 3

o m2e 43¢ H1<0 8 —2+241<0 & —2K2+X+3<0e 2+ D (X)) >0e 2+ D (e -3 >0 (eI <0
X=eX car X>0 <0

(:ex<2(=x<ln(§).
k.  Soitx € R**,
(In (x))? = 12(In(x))?-35In (x)) e X(X?-12X+35)<0=XX -7NX-5<0eh@n(x)—7)(In(x) =5) <0

X=In(x) fx)
Or,In(x) —a>0< In(x) > a < x > e D'ou le tableau de signe suivant :
x —o0 1 es e’ +o0
In () . o+ F +
In(x) — 5 - - 0 + +
In(x)—7 - - - 0 +
f) - 0 + 0 - 0 +

Ainsi, Sol =] — o, 1[U]e5, e"].

. .1 x<0
I Soitx€R". ->-2&x>0o0uj, ;:»xe]—— +oo[\{0}

0<x<3
0<x<3 0<x<3
— < < < -
m. Soit x € R\{3}. > xex 0ou {1>x(3—x)‘:x 0ou {x2_3x+1<04=>x_00u {(X—SZ‘E)(X—SZ‘E)<O
3-V53++5 3-V5 3+45
S x<0ouxe 7 3 Nn]0,3[< x € T TS UR™

n. x24+3x+2=(@x+DE+2etx3+1=(x+1)(x?—x+1).Soitx € R\{—1,—2}.
N

A<0
— — 2_ —(1— 3 2 2
7x+9 > 1-5x X9 1-5x >0 (7x+9) (2 —x+1)—(1-5x) (x+2) >0o 7(x3+x2+x+1) > (x+1)(x2+1) > (x+1) >
x2+3x+2 X341 (x—-1)(x+2)  (x+1)(x2-x+1) (x—1)(x+2) (x—1)(x+2)(x2-x+1) (x—1)(x+2)(x%2—x+1) (x—1)(x+2)
ox €1-2,—1] U]1, 400
o. Soitx € R\{-1,3}.
x-1 _ 2x—1 x-1  2x-1 (x—-1)(x=3)—(2x—1)(x+1) —x2-5x+4 (“@)("‘@) Va1+5 Va1-5
1yl e ety g GeNEedEe e > e PR R Y ) S
x+1 x-3 x+1 x-3 (x+1)(x-3) (x+1)(x-3) (x+1)(x-3) 2 2

p. Soitx €]—oo,—1]U[1, 4o /|x|-1>2= x| -1>4 e |x| >5 < x €]5,+%[ U]—o0,—5].
g. VxVeER, x2+13>1>0doncVx?+ 1existe. Et x> +1 > x2donc Vx2 + 1 > Vx? = |x| = +x. Donc,Vx2+1>x < x € R.
r.  vV—x — 1existe sietssi x € |—o0,—1]. Soitx € |]—o0,—1]. V—x—-1>x—-2 S x < —1.

s.  V—x — 1 existe sietssi x € ]—o0,—1]. Soitx € |—00,—1]. V—x—1>24+x = x < —-2o0u {—x— 1x>2x2_i 4x + 4 S x<2ou {xz +x5§+—§ <0 =

x=>-2
x<—zouf{. "TUE
x==2 —12x2-2 Vs
T e 5-— V5-5
Sx<—2ou 5+v5 5-v5 S x<-2ou —5-V5V5-5 o x<—-2oux€|[-2, [& x€]— o, [
x + x + <0 X €] —— [ 2
2 2 2 2
t.  xetV1— x existent sietssi x € [0,1]. Soit x € [0,1].
Vi—-V1-x>0 x=1-—x x>2 x>1
Vitxi>le VN 1o 2 e 2
. PR E VTR > T 0 2T > T (T r <2 -0 <2
8 16
1 1
X == X ==
PN 2 PN 2 oxelP+ Y, vol.
{xz—x+%>0 xE]—m,l—ﬁ[U]E_’_ﬁ’_’_m[ ]Z 8 [
2 8 2 8

u.  In(x —1),In(x + 2) et In(x) existent sietssi x > 1. Soit x €]1, +oo][.

In(x— 1) — InGx 4 2) > In(x) l(x—l )>O x—1 o1 x—l—x(x+2)> x>+x+1
-1) - = = = =
X i i n x(x +2) x(x +2) x(x +2) x(x +2)

<0 x€]—20[N]1,+o[= x € Q.



Ex 3 en autonomie Les assertions suivantes sont -elles vraies ou fausses ? Les corriger le cas échéant.

a. x¥’>4ox>2. VRAI ou FAUX e. =<osietssix<1. VRAI ou FAUX
. — 3 —

2% 4 ": [1 1;_3>] az'°:i‘ > =2 \\//:2: ou ;:3))(( f Vx—1I<1ldésque 1<x<2.  VRAlouFAUX

N x : ou g. (x—1)?> 4seulementsix >3 VRAI ou FAUX

d. x € [0,16] sSVx<4. VRAI ou FAUX Réponse:a.F —b.V —c.F—d.V—e.F—f.V —g.F.

Ex 4 Soit a un réel Déterminer le domaine de définition de t. Etudier la limite de t en x,,.

Lt =5 5 g et X =2 3. tlx) = % et X, = —a puis x, = +0o0

2. tlx) = = 4 puis xy = +©
1. x>-5x+6= (x — 2)(x - 3). Donc Dt = R\{2,3}. Vx € D, t(x) = = ("Ej)_(z")(:f’;)*‘” = ("z(:f’;)*‘” Do, lim t(x) = = = ~12.
2. Dt =R"\{4}. Vx € Dt, t(x) = %‘ = "“‘”(‘%j;‘)““) S Z)M(*fz)(; O = (Vx + 2)(x? + 4x + 16). Don, lim £(x) = 4% 3x 16 = 192.
Vx € Dt t(x) = % = x—\;g 63 zx/—g %ii; Donc, liTm t(x) = +oo.

—3a2{< Osia#0

3. x*+ad=(x+ Z—ax+a?).pP Ap=a® —4a* = .
x°+a (x+ a) (x* —ax + a®). Posons Ap=a a —0sia=0

=P(x)

. 3 3 _ _ L. _ _ _ (a=Dx+x*-a _ (x+a)(x-1) _ (x—1)
ler cas : a # 0. Alors Ap< 0. Donc x*® + a® = 0 & x = —a. Etainsi Dt = R\{—a}. Alors Vx € Dt, t(x) = —irad = e Gieariad) = Grraxrary DONC
. _ (-a-1) _ _at1
xlll’ila tx) = (—a)2+a(-a)+a?) az '

Dt = R* et Vx € Dt, t(x) = . Dong, 11m t(x) = —o.

2¢me cas :a = 0. Alors t(x) =

Ex 5 Déterminer toutes les fonctions polynomiales P de degré 3 vérifiant P(—1) = P(4) = 0 et P(1) = 1.

Soit P une fonction polynomiale de de degré 3 .

P(-1)=pP4)=0 . . (—1 et 4 sont racines de P . . (il existe deux réels a et b tels que Vx € R,P(x) = (x + 1)(x — 7)(ax + b)
{ P(1) = 1 sietssi { P(1) = 1 sietssi { P(1) =1

tss {ll existe deux réels a et b tels que Vx € R, P(x) = (x + 1)(x — 7)(ax + b)
stets 2(=5)(a+b) =1
il existe deux réels a et b tels que Vx € R,P(x) = (x + 1)(x — 7)(ax + b)
sietssi { h=—q—L
10°

sietssi il existe unréel a tel queVx € R,P(x) = (x + 1)(x—7) (ax —a-— %)
Ainsi, Sol = {(x » (x + D(x —7) (ax —a— %)) Jaréel}.
Ex 6 Trouver tous les réels m tels que I'équation mx* + 2(4 + m)x + 15 + m = 0 admette deux solutions distinctes de signes
opposés.
Posons P(x) =mx? +2(4 + m)x + 15 + m.

1¢" cas : m = 0. Alors P(x) = 8x + 15. Donc P n’a qu’une racine qui est —%.

28me cas : m # 0. Alors P est polynomiale de degré 2 et Ap= 4(m + 4)? — 4m(m + 15) = —28m + 64 = (—4)(7m — 16). Donc pour que P ait deux

racines (réelles) distinctes, il faut que Ap> 0. Désormais prenons (—4)(7m — 16) > 0i.e.m < %. Alors P a deux racines distinctes réelles dont le produit
15+m

15 ) . . L . ) 15 . .
vaut % Pour que les deux racines soient de signes opposés, il faut et il suffit que % <0.0r,{ ™ 16 & m €] —15,0[. Ainsi, les réels m tels que
m<

7
I’équation mx? + 2(4 + m)x + 15 + m = 0 admette deux solutions distinctes de signes opposés sont tous les réels de ] — 15,0[.

, . , R, x2+ax—2
Ex 7 Déterminer les réels a qui vérifient : Vx E R, —3 < e < 2.
Tout d’abord, Ay< 0 donc Vx € R, x> —x +1 > 0.
2 —
T2 9 e —3(x%—x+1) <x?4+ax—-2<2(x*-x+1) = 0<4x’*+(@a-3)x+1et0<x?+(-2—a)x+ 4.

x2-x+1
x2+ax—2

Par conséquent, —3 <

Les réels a tels que Vx € R, —3 < Ry < 2sontdonclesréelsatelsque Vx ER,0 <4x?’+ (a—3)x+letVx €ER,0 < x? + (=2 —a)x + 4.

Or, un polyndme du second degré ne s’annule pas et garde un signe constant celui du coefficient de x? sietssi son discriminant est strictement négatif.
Ainsi, VX ER,0<4x’+(a—3)x+1) = A0=(a—-3)2-16<0.Et VxERO<x*+(-2—-a)x+4) & A,=(-a—2)?-16<0.

_3)2 _
Les réels a recherchés sont donc les réels vérifiant : {((_aa _3;)2 _1166<<OO.

D'unepart, (a—3)?-16<0= (a-3—-4)(a—3+4) <0< a€]—17]
D'autrepart, (—a—2)2-16<0= (a+2)?-16<0=(a+2-4)(a+2+4) <0< a€]-6.2[.
Ainsi les réels a recherchés sont tous les éléments de | — 1,7[n] — 6,2[=] — 1,2[.

Ex 8 Soit h(x) = x* —x3 — 2x% — x + 1.
a. Montrer que :3(a, B) € R?/ a < BetVx € R h(x) = (x? —ax + 1)(x? — Bx + 1).
b. En déduire le signe de h(x) en fonction de x.

a. Soitxunréel. (x2—ax+ D2 —-pFx+1)=x*—(a+Bx3+Q2+aBf)x?—(a+B)x+ 1.



—(a+p)=-1
=1
Donc pour que Vx € R, x* —x3 —2x2 — x + 1 = (x? — ax + 1)(x2 — Bx + 1), il suffit de choisir a et B tels que : 1 2+ af = -2 ie. { +h _4-Daprése

a, =
~@tp=-1 P
a+p=1

cours, { af f _a sietssi a et B sontles racines de P(t) =t —t — 4.
Posons Ap=1+ 16 = 17 . Alors, t; = 1+;E ett, = 17? sont les racines de P. Comme, de plus, on souhaite que @ < 8, on peut conclure que § =
1+V/17 1- ﬁ
— eta= —— conviennent.

b. Posons u(x) =% —ax+ Detvx) = (x2—px +1).

Alors d’une part, A,= a? —4 = @ - 17? =1 iﬁ a < 0.Donc u n’a pas de racine réelle etVx € R,u(x) > 0.

Et d’autre part, A,= B2 — 4 = HZ\THG —17? = 1+24m = > 0.Donc, Vx € R, v(x) = (x - ﬁ%F) (x - #) et (v(x) <0e ﬁ%m <x< @)

Ainsi,(h(x)<O@¥<x<%)et(h(x)20@¥2x0ux2%).

Ex 9 Soit a et b des entiers distincts et P la fonction telle que : P(x) = a?(b — x) + b%(x — a) + x%(a — b).
a. Factoriser P(x) sans calculer A.
b. En déduire que pour tout entier ¢, P(c) est un entier multiple de (a — b), de (b — ¢) et de (c — a).

3/54v3+4145 . 3/54v3-21v5

Ex 10 Soit A = N N

.Montrer que : A3 — 74 —36 =0.Endéduireque A = 4.

Il Comparer
Ex 11

1. Soita,b,cetdréelstqga < betc <d.Soitx € [a,b] ety € [c,d] . Encadrer, au plus prés et si possible, 2x — 3y, xy et i
2. Soitx et y deux éléments de [—1,1]. Peut -on encadrer xy ? j—/ ? Montrer que 4 + x +y + xy € [3,7]. En déduire
minAdetmaxA ol A ={4+x+y+xy/(x,y) € [-1,1]%}.

2. Soit x et y deux éléments de [—1,1]. —1 < xy < 1 et je ne peux pas encadrer i car y peut s' annuler.
4+x+y+xy—-3=14+x+y+xy=0+x)(1+y)=0et 4+x+y+xy—-7=x+y+xy—-3=x-1D+@y-1D+kxy—1) <0.

20 20 <0 <0 <0
Donc, 3<4+x+y+xy<7.Deplus,pourx=y=-1,4+x+y+xy=3donc3 €EAetpourx=y=1,4+x+y+xy="7donc7 € A.

Comme 3 minore A et 7 majore A4, j'en déduis que minA = 3 et maxA = 7.

Ex 12 Démontrer les résultats suivants :
1. V(ab) €R?a?+ b%+ % > a + b . Pour quelles valeurs de a et b, y-a-t-il égalité ?
2. VY(x,y) € (RH? x3+v3 > x’y + xy2
3. V(ab,cd) € R, (0<a<b<c<d=> +§ <<+
4. V(a,b) € (R*)? s i< Vab <2

).

Q.
Q|

2 2
1. Soitaetbdeuxréels.a2+b2+E—(a+b)=a —a+i+b2—b+i=(a—%) +(b—%) > 0. Ainsi,a2+b2+%2a+b.OK!!Deplus,

2. a2+b2+l=a+b<=(a—1)2+(b—l)2=O<=>a—1=0=b—l4=>a=b=l.
2 2 2 2 2 2
Py - @y +ay)=xP -y +y - xayf =P - H Y -0 = k- EE-y) = x—y)E-NE+y) = x -y (x+y) 0.
20 Rty
4. Supposonsque0 <a<b<c<d.
b + c (u d) _ b2+c? _ ﬂ _ b%ad+c?ad—abc—d?bc _ ab(bd—ac)+cd(ac—bd)  (ab—cd)(bd—ac)

= .Comme0<a<b<c<dab<cdetac < bd.

d a bc ad abcd abcd abcd
. (ab—cd)(bd—ac) P (b C) (a d)
—_ U< —+i)< (242
Et par conséquent, abed 0. Ainsi, (= + AV + 2)
b
5. 22 Jab (a +b— 2\/_\/_) =- (\/_ \/_) > 0. Donc, Vab < £2 Y Cette inégalité est valable pour tous réels strictement positifs a et b. Appliquons-
la aux reeIs - et— on obtient alors =5 S “2” On peut alors affirmer que 0 < —b < %(l + ;). Et par conséquent, par décroissance de la fonction inverse

sur R**, on obtient 0 <

- <ab.

ll
a' b

Ex 13 Montrer que Vn = n,, n! = 2" ol n, est un entier naturel a déterminer, le plus petit possible.

Posons H(n):"n! = 2™".

1=01=2°=1

1=1<2'=2

2=21<22=4

6=31<23=8

24 =4!1>2*=16

120 = 5! > 25 = 32,

Posons ny, = 4.

Initialisation : H(4) est vraie.

Propagation : Soit n € N tel que n > 4. Je suppose que H(n) est vraie. Sous cette hypothése (simple), je vais montrer que H(n + 1) est vraie.
Jesaisque n! = 2" Alors,comme (n+ 1) >0, n'x(n+ 1) =2"x(n+1Die. (n+ 1) =>2"x (n+1).



De plus, 2" X (n + 1) — 2"t = 2"[(n+ 1) — 2] = 2"[n — 1] > O carn = 4. Donc, 2" X (n + 1) > 2™*1 Par conséquent, (n + 1)! = 2"*1, Ainsi, H(n + 1)
est vraie dés que H(n) est vraie pour n = 4.
Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure que : Yn = 4, n! > 2™,

Ex 14 Soit x € [0,1] . Montrer que pour tout p entier naturel non nul, (1 — x)? < 1 — xP.

Posons H(p):"(1 —x)? <1 —xP."

Initialisation : (1 —x)! =1 —x = 1 — x*. Donc, H(1) est vraie.

Propagation : Soit p € N tel que p > 1. Je suppose que H(p) est vraie. Sous cette hypothése (simple), je vais montrer que H(p + 1) est vraie.

Jesaisque (1 —x)P <1 —xP.

Alors en multipliant I'inégalité précédentepar 1 —x =0, (1 —x)(1 —x)? < (1 — x)(1 — xP) ce qui signifie que :

A=x)P"r<1—x—xP+xP*1 0r, (1 —x—xP +xP*1) — (1 —xP*1) = —x — xP + 2xP*! = xPt1 — xP 4 xP*1 — x = £(xp— 1)+icﬁ(x— 1) < 0.Donc,
20 <0 20 <0

(1 —x—xP +xP*1) <1 —xP*L. Parconséquent, (1 — x)?*1 < 1 — xP*1, Ainsi, H(p + 1) est vraie dés que H(p) est vraie pour p > 1.

Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure que: Vp > 1, (1 —x)? <1 — xP.

Ex 15 Montrer que Vn € N*, (ﬂ) Vn< Yt Vk< (23—n + %) vn. En déduire la limite de la suite (L {1 \/E)

nVvn n>0

Notons u,, = (2n+1)\/_ vy = (2—" )\/—et Sn n_ Vk.Et Posons H(n) la proposition : « u, < S, < v, ».
Initialisation : u; = (%)\/T =1,v,= (% +§)\/T = 2 + i = 2 etS; =Yi_ vk =+1=1.Donc,u; <S; <v,.Ainsi, H(1) est vraie.
Propagation : Soit n € N*. Je suppose H(n) vraie et sous cette hypothése (simple), je vais montrer que H(n + 1) est vraie.
Je sais que : (2n+1)\/— <y Wk < (2_n l)\/— Par conséquent, Vn + 1 + (%)\/5 SVn+1+Y ,Vk<Vn+1+ (Z?n+ %) Vn i.e.
VAFT+ (20 V< SpivE < v T+ (242 Vi

Montronsqueun+1SW+( )\/—etW+( + )\/—<vn+1
mD'une part, Vit F 1+ (50 ) Vit = ttgyy = Vi 1+ (250 Vi — () vk T = v d 1+ (20) v - (24 1) Va1 = (%) va - ZVn + 1.0e
plus, (%) Vn et z?n n + 1 sont deux réels positifs, ils sont donc ordonnés dans le méme sens que leurs carrés que I’'on va donc comparer.
[(ZHH) \/_]2 — [2—" n+ 1]2 = (zng;l)zn - gnz(n +1) = ln > 0.J)’en déduis dans un premier temps que [(Zn;l) \/ﬁ]z > [Z?n\/m]zet ensuite que
(an) N > \/F Par conséquent, Vn + 1 + (2n+1)\/— Upyq > 0 etainsi, upq < Vn+ 1+ (Zn;l) n.
mD’autre part, \/F+( +1)\/5 Vpyy = W+( )\/ﬁ— (@-’_E)W: (?+§)\/ﬁ— (@—i)\/ﬁ= (4':3)\/5—
(4n6+1) \/m

4n+3 4n+1 3 e . N .
De plus, (T) Vn et (T) vn + 1. sont deux réels positifs, ils sont donc ordonnés dans le méme sens que leurs carrés que I’'on va donc comparer.

[(4n+3) \/_] [(4n+1) \/mr = M M( +1)=—— < 0.J’en déduis dans un premier temps que [(TH)\/m]Z > [(4n+3) \/—] et ensuite
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que[(4n6+1)\/m] > [(%) \/ﬁ] etenfin que vn + 1 + (Z?n +%)\/ﬁ— Vpsqr < 0.Ven conclus que Vn + 1 + (?+ E)\/ﬁ < Vpy1

Il s’en suit que : Up,q < S IVE < vy
Ainsi, H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie.

. Lo . ) 2n+1 n 1
Conclusion : le théoreme de récurrence simple assure que : Vn = 1, (T) VIt Vk < (? + 5) Vn.

Ex 16 Montrer que pour tout entier naturel n non nul, [T¢.,(2k + 1)! = [(n + 1)!]™*1.

Notons B, =[1}.o(2k + D! et u, = [(n + 1)!]** et H(n) la proposition : « B, = u,, ».

Initialisation : u; = [2!]2 = 4 et P, = [[}_,(2k + 1)! = 1! X 3! = 6. Donc, u; < P;. Ainsi, H(1) est vraie.

Propagation : Soit n € N*. Je suppose H(n) vraie et sous cette hypothése (simple) , je vais montrer que H(n + 1) est vraie.

Jesaisque: [1i.,(2k + D! = [(n + D!]™*. Par conséquent (2(n+1) + D! [TFo,Rk + D! = 2+ 1) + D! [(n+ D™ car 2(n+ 1) + 1)! > 0.
Autrement dit, [I[}32k + 1)! = 2(n+ 1) + 1)! [(n + 1™+,

2(n+1)+1)![(n+1)1+1

Montrons que 2(n + 1) + 1)! [(n + D" > u,,,;. Comme u,,; > 0, je peux comparer = avec 1.
n+1
C+D+D[(n+ D™ r+3) [+ @n+3)![(n+ D™ @n+3)! [+ (2n+3)! _ @n+3)x(2n+2)x2n+1)X..xX(n+3)x(n+2)x[(n+1)!]
Unty T (a2 T (DX (DR (a2)™2 T (nd D) (ne2)mH2 (n+1)!(n+2)n+2
(2(n+1)+1)![(n+1)!]"+1 (2n+3)x(2n+2)x(2n+1)X...x(n+3) x(n+2) (2n+3) (2n+2) (n+3) (n+2) 2n+1 k+2
> > >
Unt1 (n+2)n+2 (n+2) () (n+2) (n+2) l_[ et lcarvVk =n,(k+2) = (n+2).

Comme u,,; > 0,jen déduis que (2(n + 1) + D! [(n + 1)!]™*! = u,, 4. Ainsi, H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie.
Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure que : Vn > 1, [I%_,(2k + D! = [(n + 1)!]"*1.

Ex 17 Soit ay, a,, ..., a, des réels tels que : X}_; a, = Yr_, a2 = n. Montrer que Vk € [1,n],a; = 1.
Yo, —DEP=3r_ a2 -2t a, + Xk, 1=n—2n+n=0.Cette somme nulle de réels positifs n’est donc constituée que de réels nuls i.e. Vk €
[1,n],(a, — 1)® = 0 et par suite Vk € [1,n],a, = 1.

Ex 18 i. Montrer, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que pour tous réels a,, a,, ..., a,, |‘/_Zk 1 ak| /Zk =1 ak

ii. Montrer que si x4, X5, ..., X,sont des réels strictement positifs alors (x; + x, + --- + xn)( + P coo ) >n?.

i. Soit des réels ay, a,, ..., a,. Posons Yk, b, = 1. Alors, I'inégalité de C.S assure que (X_;a,)? < Ci_,a2)Ci, Die. (Z he1 ak) < n(Z n_, a?).

Ces deux membres étant positifs, j’en déduis, par croissance de la fonction racine carrée, que \/(ZLl a)? < \/n(Z’,lzl a?). Et par conséquent, |Xi_; a;| <
v [Si_, @y lus, en divisant par Vi > 0 =3 = —ISads< B, ef
n |Zi=1 @ Yen conclus, en divisant par Vi > 0, que | =Xk | = lZiad < [Xio
1

ii. Soit x4, X5, ..., X des réels strictement positifs. Posons a, = ,/x et b, = N = x—.AIors I'inégalité de C.S assure que :
k k

(Zﬁﬂ\/x_k%)z < (Zﬁ=1 \/x_kz) ( k=1 \/}:) ce quidonne : (XF_; 1)? < (Th_; xx) (Z}(‘zli) et par suite : n? < (X, x) (211::1 i) .

Ex 19 Soitn € Ntqgn = 2. Soient a, a,, ..., a,, et by, by, ..., b, des réel tels que a,, a,, ..., a, sont strictement positifs.

n
a. Onposem = min{by,b,,...,b,} et M = max{by,b,, ..., b, }. Montrer que : m < 2"21—‘1";2" <M
k=1

by b >k by b b
b. En déduire que mln{ =2 . }< Zi=1Pie max{ 12 ...,—"}.
a az an Zk 1ak a1 az an

1. ¥k € [1,n],m < b, < M donc may <'agby < May! Par conséquent ,en sommant ces inégalités, j'obtiens Y-, ma, < Xi_; apby < Xi_i May et



par suite m Yp_y ay < Yioq apby S MYE_jay.
Or, Y1 a; > 0 puisque les réels a,, a,, ..., a, sont strictement positifs. Alors, en divisant I'inégalité précédente par Y.p_, a, j'obtiens,
Zk=1 Qichic <M.

XRo1ak

2. Posons By, = —" et Ay = a, et m = min{B,,B,, ..., B, }et M = max{Bl,Bz, ..., By}, Alors, lesréels Aj, A,, ..., A, sont strictement positifs et d’aprés

m<

% by b 2 by b b
ce qui precede m < BBk o e qui signifie min {2, %2, . Zh=1Pk o gy 01 b2 Pa)
Zk 14k ay ‘12 an Zk 10k a ‘12 an

Ex 21 Soient (m,M) E R®tq:0 <m < M eta,,..,a,,b,,.., b, desréelstq b, .., b, non nuls et Yk € [1, n]] E [m, M].

1. Qui peut-on choisir pour m et M ?
2. Enétudiant le signe de S, = X*_,(Mb,, — a;)(a, — mby), montrer que X%_, a,* + mM X}_, b* < (m + M) X}, a; by.

+M , . 1
3. Onposel = m— et G = VvmM. Déduire de 1) que : \/Z}{‘zl akz\/Z}{‘zl b < EZ’,}zlakbk.
Zl ZZ,. }etM = max {ﬂ %,...,Z—"} conviennent.
1 2 1 2 n

2. D'unepart,Vk € [1,n],0 <m < Zk <M et b, > 0donc mb, < a, < May et Mb, — a; = 0 et a;, — mb;, = 0. Par conséquent, S, = 0.
k
D’autre part, S, = Y¢_,(Mb, — a,)(a, — mby) = Xr_, —mMb, — a2 + (m + M)agb, = —(Xr_, a2) —mMEr_, b%) + (m + MY(Xr_, axby).
Je déduis des deux résultats précédents que —(Xr_,; az) — mM (-, b%) + (m + M)(X}_, a,b,) = 0 etainsi, je peux conclure que :
Rl tmMYi_ b2 < (m+ M)X, agby.
On pose I = me et G =VmM. Alors, 'inégalité précédente s’écrit : (NF_, a2) + G2(XR_, bZ) < 21 (Xk_, axby).

1. m= mln{

n 2 n 2
Alors w < I (X}-;aiby). Or pour tous réels positifs x et y, \/E\/)_/ < HTy Donc, en posant x = Y¢_, az et y = Yu_,(Gb, )* qui sont
, . , . T 2 n 2 _ (BR_iap)+(ER_,(6br)?)
des réels positifs ( car somme de réels positifs), y/ Xr—; @i’ | 2r=1(Gby )* < e

car G>0

n 2_ [rzsn p2 — [z /S 52 o 12 n 7 S 72 < Cheya)+(ERo1(6b0)?) N
De plus, [¥P_,(Gh, )2 =/GZXP_ b2 =+ GA/TP b2 = GJIP_, b Donc, Gy/3r_ a2 /30 _ bE < S . Et par suite,
Gy Xr_ a2 Yo, bE < 1 (XR; aigby). Ven conclus que : /X7 _; 4 ® / Xmy by* < éZﬁzlakbk (puisque G > 0).

Ex 22 Soit a4, a,, ..., a,, des réels positifs.
a. Montrerque:V(i,j) € [1,n]%ij=i+j—1.
b. En déduire que: ( ?_1%) DX e

- i+j— 1’
a. Soitietjdeuxentierscomprisentreletn. j—i—j+1=i(-1D-G-1D)=0G-1DG—-1) =0.Ainsi,ij=i+j—1
20 >0
b. V(@ j)elL,n]3ij=i+j—1=1>0donc0< l < H];_l ;alors,comme a;a; =2 0,0 < aa; S . En sommant ces 2 inégalités, |’ obtiens, 0 <

ij —1"
Y X, SN i 1 1 . Enfin, X7 X1 a%(.l] P APWE alﬁ—Z ( Il:l%) —( " ( )=( ?:1%) . Ven déduis que
(T < T 2

Ex23Vn € N,u, Zk 0(

ulu,

Yy Montrer qu’il existe une suite v telle que : Yn € N\{0,1,2,3}, u,, = 2 + +v, et0<v, < =
k
Qu’en déduit-on sur la suite u ?

Soit n € N\{0,1,2,3}.u, = i—( 71;2—)+—+i+ —=<2"21>+2+ . Alors u —2+ tv, et0<u,—2-2<2
0123w = 2oy = T it T T B " " nTETR S

k

VUn
n n . e
De plus, Vk € [2,n — 2], (k) > (2) >0donc0< ﬁ < ﬁ Alors en additionnant ces n — 3 inégalités, j'obtiens :
K 2
n-2 1 _ym-2 1 _yn-z2_ 2 _ 2n-3) 2 ) . PR
0 < Xkz3 = hfi ®) Yrs ey v S S Comme les deux suites qui encadrent v tendant vers 0, le théoréme des gendarmes assure que la
_— 0<n-3<n-2

. . . 2 ) .
suite v est convergente de limite 0. Comme de plus, lim 2 4+ == 2, je peux conclure que lim u, = 2.
n—+oo n n—+oo

Ex 24 Encadrer, minorer ou majorer de u,, par de bonnes suites et en appliquant le théoreme des gendarmes, calculer la limite
de chacune des suites u dont le terme général est le suivant :

a. u, kl\/_tqn>0

b. u, =Y —=— tqn =0
k21\/— aq

c. U, = klzktqn>0

a. Soitn € N'et u, =X} 1[
1 1
. T< < . - S
vk € N*,0 < Vk +Vk 2\/_ vk ++Vk + 1.Donc, 0 < \F+\/m P < NN Alors en utilisant la quantité conjuguée, j'obtiens :
vkeN,0<Vk+1—-Vk<— \F <Vk -k . Donc en «sommant les inégalités» obtenues pour k € [1,n], je gagne :
o Vk+1- Vi < Zk 1 \F < Xre \/_ —+Vk — 1. Les deux sommes qui encadrent sont télescopiques , par conséquent, je simplifie :

vn+1-1<33, \F <+vn—+0. Etparsuite, 2(vn+ 1— 1) < u, < 2Vn. Comme “T Z(Vn +1-— 1) = 400, j'en déduis que liIP U, =+
n-+oo n—-+oo

1
b. Soin>0etu,= i':{lm

vke[1,2n+1],1 <k <2n+1ldonc n?<n?+1<n?+k<n?+2n+1=(n+1)%et parstricte croissance de la fonction racines carrée,

Vn2 <Vn?+k < ‘/ (n+1)2ie.0<n<Vn?+k < (n+1); alors par stricte décroissance de la fonction inverse sur R**,

1 1 1
0< < n2+k .Ainsi, Vk € [1,2n + 1],0 <5< n2+k =. Alors en « sommant ces 2n + 1 inégalités » , j’obtiens,
22n+1 1 2n+1 1 Zzn+1 1
R N n' . . .

Les deux sommes qui encadrent se calculent facilement : ZZ"“nH = (2n+1) x —et ZZ”“n = (2n+1) x o

puisque puisque

1 . 1 .
41 e dépend  ne dépend
pas de k. pas de k.

o 1 1
Ainsi,vn > 0, (2n+1)xm<un$(2n+1)x;.



1
1 2+ 1 1 . . ~ - _ . . P
De plus, (2n + 1) x s ﬁ et(2n+1) x o= 2+ - Donc les deux suites qui encadrent u,tendent vers une méme limite finie qui vaut 2, j’'en déduis par le
n
théoréme des gendarmes que lim un = 2.

c. Soitn € N*et u, Z

n2+k’
1
vk € [1,n%],1< k < nzdonc 0 <n?+1<n?+k < 2n? et par stricte décroissance de la fonctlon inverse sur R** 0< ; SoRS . Alorscommen >
n
“obtiens : S —<=
0, Jobtlens 0 = <Za < o < p = s <y 172
Or, Zk === Z.Donc Vn € N*, U, = >Z Alors comme lim = = 400 ,j’en déduis, en apphquant le théoreme des gendarmes, que lim u, = +oo.
2n  2n 2 2 no+oo 2 no+00

2
Ex25 1. Montrerque: Vx >0, x —% <In(l+x) <x
2. Endéduire la limite de la suite u définie par : u,, = [, (1 + %) tqn > 0.

2
1. Posons f(x)=x—In(1+x)et g(x) =In(1+x) —x+ x? Etudions f et g dans le but de connaitre leur signe.

f est dérivable sur R*etVx >0, f'(x) =1 — rlx = % = :xx > 0. Donc f est croissante sur 'intervalle R*donc Vx = 0, f(x) = f(0) = 0. Et ainsi, Vx >
0,In(1+ x) < x.

- - 2
g est dérivable sur R*et Vx = 0,g'(x) = rlx —1+x= G [ S

T = 0. Donc g est croissante sur 'intervalle R*donc Vx = 0,g(x) = g(0) = 0. Et

2
par suite, Vx = 0,x — x; <In(1+ x).
2. Soitn € N*etu, =[Ii- 1(1 +£) Alors u, =1 > 0. Posons v, = In(u,). Alors, v, = 0et v, = In([I}= 1(1 + )) =Yr_1In (1 + )

Comme Vx > 0,x — — < In(1+x) <x,Vk € [1,n],—= _E(:Z) 2<In (1 +%) < % En sommant ce n inégalités, j’obtiens :
k=1(§—;(§))ﬁzk=1 n( )<Zk 1

k_ 1@+ 1 kK 1(k\?% _

O, Diars = Bk = 5250 =S (14 D) et DG =3 () =

Ainsi,§(1 + %) <v, < %(1 n %) _ (1+%)(2+%).

12n

Zk k2= (1 n %) _ 1 nn@n+1) _ %(1 n 3) _ (1+;)(2+;)_

k=172 " s 2n* 6

1
Les deux suites qui encadrent v tendent vers i, j’en déduis, en appliquant le théoréme des gendarmes, que lim v, = % lim u, = ez = +e.
n—+0o —
. , k
Ex 26 Soit a un réel et Vn € N, u,, =[1}_, (1 + a? )

1. Montrer que u est croissante et méme strictement croissante si |a| # 1.
2. Montrer quesi |a| > 1 alors lim u, = +co.
n—+oo

3. Montrer que si la] < 1 alors (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

lll. Racine carrée et quantité conjuguée- Racines né™ réelles.
Ex 27 1) Soit a et x deux réels. Quel est le signe de x — Vx? + a? etde x +Vx? + a? ? (justifier)
2) Ecrire u(x) = 2v/x + 1vVx + 2x + 1 sous la forme d’un carré.

3) Soita € [1, +oo[. Simplifier Va+2Va—1++a-2va—1.

Ex 28 Déterminer le domaine de définition de f(x) = \/\/3 —x—Vx+1-— %

Ex 29 Soit x et y deux rationnels tels que v/x et ﬁ sont irrationnels. Montrons que : vx + \/} est irrationnel.

Ex 30 Déterminer lirp v +Vx —Vx
X—+00

Ex 31 Résoudre les équations suivantes d’inconnues x réelles :

1) Yx* = 2) 4¥x+3Vx=7. 3) Vx+ Vx> 2vx.

Ex 32 Montrer que : Vn € N\{0,1,2}, V/n > ™VYn ¥ 1. Est-elle vraie pourn =2 ?

car (xrxn+D)
est strictement
1 croissante sur R*.

n(n+1) 1 \n(n+1)
Yn>"Vn+1le nn > (n+ Dn+t 3 (nﬁ) > ((n + 1)m) = nD > (m+ 1)
sh(n™D) > In((h+ DM+ 1)in(n) >nln (n+1).
Posons f: (x - (x + 1) In(x) — xIn(x + 1))

x+1

est dérivable sur etvx > ) =In()+—-Inlx+1) ——— =) + +—— n(x+1) ——

dérivabl R**etVx > 0,f'(x) = In(x) In(x + 1) =In(x)+1 In(x + 1)
1 x

Vx>0, f'(x :1+——1n<1+—)— 2

(f()z)( 1? xz( 1-x? e x1+1
- " ___L_L_ 1 x(x+1)2-(e+1)2-x2(e+D)-x% _ —xP-x—
f’ est dérivable sur R** et Vx > 0, f"'(x) el s e = i

X 3 +

f7(x) -

f) +
Les variations, valeurs ou limite de f” puis f” puis f permettent d’affirmer

que Vx =3, f(x) > 0.

f(x)
f(3)—>—e%> Jen déduis que Vn € N\{0,1,2}, f(n) > 0 i.e

Vn>"n+1




Ex 33 Démontrer que pour tous réels x et y , pour tout entier natureln > 2, V/|x + y| < Vx| + V/1yl.
Soit x et y deux réels. Comme la fonction (t +— t™) est strictement croissante sur R* et \/|x| + /|yl = 0 et }/|x £ y| > 0, les réels

Yxl + 3Tyl et 3/1x £ y[ sont ordonnés comme leurs puissances n.
n n k —
(VIR + Y1) = (VD) =(VIM) + VD" + 23z () (VIRT) YD) = e £y
k —

= 1xl + Iyl + 2322 () (VIRT) (VDD — e £yl
Or la premiére inégalité triangulaire assure que : |x + y| < |x| + |yl.

n n n n n 1 (M (n k n n-k n n n n n
Dong, (\/H+ \/W) -(VIx+yl) = Zﬁz%(k)(M) (*/lyl)” = 0.Donc, (\/m+ \/W) > (VIxtyl) .
J'en déduis que : \/|x + y| < Vx| + Yy

Ex 34 1. Montrer que Yx € R, In(x) < x — 1.

. 4, o e 1
2. Soit a4, ay, ..., a, des réels strictement positifs. On pose m = ;Z’,}zl ar, g = Wi Ik ,a, eth= 2
k= 1“k

g o0 cn g N . a
a. En appliquant I'inégalité obtenue au 1. a chaque réel ;" montrer que g < m.
. s 1
b. En appliquant I'inégalité obtenue au 2. a. aux réels - montrer que h < g.
k
. 1 1 1
a. Vke[1n]In (%) < (% - 1) donc, Yr_;In (%) < YRoy (% - 1). Puis, ln( 2=1%) < ;(Z}lzl a,) — n. Alors, In (;Hﬁﬂ ak) < ;(nm) -n
1\ n
b. Donc, In ((i || aki) ) < n — n. Et par suite, nln (ig) < 0.Dong, In (ig) < 0 =In (1) et en utilisant la stricte croissance du logarithme, %g <1

Ainsi, g < m.
c.  Ainsi, pour tous réels a;, strictement positifs, y/Ili-;a; < Zk 1 a. Et par conséquent,

0 < "|TTE. <2 k1 Donc 0< " + = /1§, k. Ainsi, h < g etparsuiteh < g < m.
Zk 1uk Jnk Tay, nk 1ak

Ex 35 Calculer lim 7=—=ola € R* etn € N\{0,1}.

x—)a \/_ \/_

1V. Valeur absolue.

. 2 1] = |1 — 3 s a
Ex 36 Résoudre |2x x 1| |1 x l Si a est un réel positif et X un réel alors
. , 1
Ex 37 Soit x un réel. Montrer que : [x — 1] < = [x?2 —1] < 1. Xl<ao -—a<X<ao X2 <d
§ Y,
, , 4 N\
Ex 38 Démontrer que pour tous réels x ety , +/|x £ y| < /Ix| ++/lyl. CerrEiE [ e A e e
3 inégalité triangulaire.
Ex 39 Montrer que : pour tous réels a et b, |a| + |b| < |a + b| + |la — b]. L )

Ex 40 Soit n € N*. Démontrer que pour tout i € [1,7], |%— 1 —%| <1- %

Ex4l 1. Smtf(x)—\/_m 23

lx—2]|
2. Montrer que Vx € Df N RY, |f(x) — —| < x—o. Df = (x € R/f(x)existe)
3. Endéduireunréelr € R**telque:Vx € [2—r, 2+ r]\{2},f(x) € [ 76]

100’ 100

Déterminer le domaine de définition Df de f. Puis calculer la limite de f en 2.

V. Partie bornée - max et min.

. . n . 1
Ex 42 Soit x € [0, 1].Prouver que pour tout entier natureln, 0 < f: < min (m,x", 1). [ M = max A lorsque M majore A et M € A. ]

Ex 43 Soit A = { 2y /( ,y) € [0,1]? } Montrer que A est bornée et max(4) = 1. Déterminer min(A).

Ex 44 Soit A = {x(1 — x)/x € [0,1]}. Montrer que A est bornée et admet un maximum et un minimum que I'on déterminera.

Ex 45 1) Montrer que la suite (\/n + 1 — v/n) ey tend en décroisant vers 0.
2) Comparervn + 1 — \/_ ZW
3) En déduire que Ve € ]R"*, Eln EN/O<Vn+1-+Vn<e

4) Soit A = (\/n + 1 — v/n/n € N}. Justifier que A est bornée et admet un maximum.
5) Montrer que A n’a pas de minimum et I’ensemble de ses minorants admet un plus grand élément a déterminer.

)Vnu, =vn+1-+vn= (HVmntin/) _ ntion _ 1 ponc fiy VR F1—+n=0.Deplus, tpyy = ———— et u, =
no+oo

1
Vn+i+yn Vn+i+yn  Vn+i+vn Vn+2+vn+1 Vn+i+vn



1

. e 1 .
Or,n+2>n+1>ndonc,Vn+2 >+Vn+1>+netparconséquent, Vvn+ 2 +Vn+1>vn+1+vn> O.Jendedwsqueﬁ?hm<ﬁ?+ﬁl.e.

Ups1 < Uy. La suite (u,) est donc décroissante. Et finalement, la suite (Vi + 1 — vn) ey tend en décroisant vers 0.
2)Vne N ,Vn+1 >\/_donc 2Vn+1 —\/n+1+\/n+1 >Vn+1+4+vn >+n+Vn = 2v/n > 0. Et par conséquent, ——
ﬁ( =vVn+ —\/—que <\/n+ \/ﬁ<ﬁ
3) Soit £ € R**. Je cherche n € N tel que 0 < \/n +1 —+/n < &. Tout d’abord, I'inégalité0 < v/n + 1 — v/n est toujours vérifiée.
De plus, jesaisque: Vn+1 —vn < % Donc, pour que Vn + 1 —+/n < &, il suffit que % <e.

<—— <L yendéd
Z\/W Vnrievn n en déduis

d’apres I'égalité

1 1 1 1
Or,—<¢ = 2Vyn< - VJn>— = n>—
2vn - € 2¢e — 42
car les réels —©= zf ete car les réels —©= f ete
sont strictement positifs sont strictement positifs
et la fonction inverse est et la fonction carrée est
strictement décroissante strictement décroissante
sur R+, sur R+,
Posons n, = l I + 1. Alors Vn > ny,n > donc—\r < g et parconséquent, Vn+ 1 —Vn < e.

2)  a)lasuite (u,) tend en décroisant vers O. Par conséquent, Yn € N,0 < u,, < u, = 1. Dong, la partie A est bornée , minorée par 0 et majorée par 1.

b) 1 majore Aet1 = u, € A.J)en déduis que 1 est le plus grand élément de A.

c) 0 minore A et 0 € A donc tout réel négatif est un minorant de A mais n’est pas élément de A et n’est donc pas le minimum de A.

De plus, si € est un réel strictement positif, alors , d’aprés 3, il existe toujours un élément de A strictement inférieur a € ce qui prouve que € ne minore pas 4 et
n’est donc pas le minimum de A.

J’en conclus que A n’a pas de minimum bien que A soit minorée.

D’apres ce qui précéde, 'ensemble des minorants de A est R™ et admet donc un maximum qui est 0. 0 est donc le plus grand minorant de A.

Ex46 1. Montrer que : pour tousréels a, b, c etd, |ac + bd| < va? + b*/c? + d?.

2. Montrer que : lac + bd| = va? + b%/c? + d? sietssi ((a, b) = (0,0) ou 3k € Rtel que ¢ = ka et d = kb)
3. SoitC ={(x,y) € R?/x*+y* =1} et A = {x + 2y/(x,y) € C}. Montrer que A est bornée et admet un maximum et un

minimum.
4. Soitxunréel. (x2—ax+ D2 —Px+ D) =x*—(a+ x>+ 2+ aBf)x?*—(a+P)x+ 1.

—(a+p)=-1

a+pf=1
Donc pour que Vx € R,x* —x3 —2x2 —x+ 1 = (x? — ax + 1)(x? — Bx + 1), il suffit de choisir a et B tels que : { 2+ aBf =2 ie. { af i 4 D’aprés e
—(a+p)=-1
at+pf=1
cours, { af i _4 sietssi a et 8 sont les racines de P(t) = t2 —t — 4.
Posons Ap=1+ 16 = 17 . Alors, t; = 1+‘/_7 ett, = ‘/_sont les racines de P. Comme, de plus, on souhaite que @ < f8, on peut conclure que § =
1+V17 1- \/_7
S eta= conviennent.

5.  Posons u(x) =(x?—ax+Detvx)=((x*—px+1).

Alors d’une part, A,=a?—4 = @ - % = # = a < 0.Doncu n’a pas de racine réelle etVx € R, u(x) > 0.

Et d’autre part, A,= % — 4 = 1+2‘/i_7+16 —% = 1+24\/ﬁ = > 0.Donc, Vx € R, v(x) = (x - @) (x - %) (V(X) <0 \/? <x< B+\/—)

ainsi, (h() < 0 = 5 < x < B et (n00) 2 0 @ 25 2 x oux 2 250F),

VI. Partie entiére.
Ex 47 Soit x et y deux réels. Montrer que : [x] + [x + y| + ly] < [2x] + [2y].

Ex 48 Soit n un entier naturel. vz ELy | = Z < el 11'
=lxj(={p_x<p+

1) Développer (3 +V5)" et (3 —5)". pEL
2) En déduire que (3 +/5)" + (3 —+/5)™est un entier pair. ® VxERVREZI|x+n|=lx|+n.
3) Montrer que [(3 + \/E)"J est un entier impair.

Ex 49 Résoudre |2x + 3] = |—x + 5/, d’inconnue x réelle.

Ex 50 Montrer que pour tous entiers relatifs n et m, ln+mJ + ln_TmHJ =n.

Ex 51 Montrons que : pour tout réel x et tout entier naturel non nuln, lln—:JJ = |x].

Ex 52 Soit 7 un entier naturel. Déterminer [VnZ + 3n + 4|.

Ex 53 ** On souhaite montrer que Vn € N, |[vn+vn+ 1| = |[VaAn + 2|

1. Soit n € N % . Montrer que [Vn+vVn + 1| < |Van + 2|.

2. Imaginons un instant qu’il existe un entier n non nul tel que [Vn +Vn + 1| < [V4n + 2.
a) Montrer alors que : Vn+vn+1< [\/4n + ZJ.
b) En déduire que |van + 2| = 4n + 2.
c) Expliquer pourquoi cette égalité est impossible et conclure.




N*,M _ % <u, < (";)x En déduire lim u,

n—-+oo

Ex 54 Soit x réel et Vn € N*,u,, [ 1 — - Montrer que Vn €

2

Ex 55 Soitn € N* .Calculer S,, = l J etT, =Xp lkiﬁ .

Ex56 SoitA={-L/(nq) € N?et0<q<2"}.
1. Soitx € [0,1]. Montrer que :Yn € N,3qg e N/ g € [0,2"] et 0 < x — zin < zin
2. Endéduire qu’entre deux réels de [0,1] ,il y a toujours un élément de A.

Ex57 1. Démontrer que pour tout réel x, |x] + lx +1J = [2x]. (disjonctiondecas:x € [lxj; lx] + %[ oux € [Lx]; lx] + 1]).
2. Donner une méthode pour prouver que : pour tout réel x, l J lXHJ lx+2 Lx].

3. Soit f(x) = lx+k

a. Montrer que g: (x » f(x) — |x]) est 1-périodique (i.e. Vx € R, g(x + 1) = g(x)).
b. Endéduire queVx € R, f(x) = [x].

—lx]—-1six¢Z
—xSix €L
2. Soith:(x » x — [x]) et g: (x » |2x — 1]). Montrer que f = g o h est paire, périodique.
3. Soit k € Z. Déterminer, si elle existe, la limite de f en k* (i.e. quand x — k et x > k) . Faire de méme en k™.
Qu’en déduit-on sur f ?
4. Tracer Cf.

Ex58 1. Montrerque:Vx € R, |—x] = {

Ex 59 1) Calculer ;Ci_r;zl,[xj ++x —|x] et Li_r}glxj ++/x — [x] oup € Z . Qu’en déduit-on pour (x » [x] +/x — |x]) ?
x>p x<p

2) Calculer lim, M, llm L} et lim m.
x—0t X x x—+00 X

. 1
Ex 60 Représenter la courbe de f: (x = [x—[—xJJ)'

VII. Trigonométrie.
i 103w
Ex 61 Calculons tan( - ) ets (T)

je transforme
Acos(wx) + Bsin(wx)

sous la forme

Ccos(wx + @)

Ex 62 Résoudre les deux équations 1) sin(x) — cos(x) > 1 2) V6sin(2x) — V2 cos(2x) = 2.

X € [—371', —71'[
Ex 63 Résoudre les deux équations : 1) a7 2) 4cos(x) + 3sin(x) =5
cos(2x) = 0

Faire un cercle trigo. pour placer
Arccos(a), Arcsin(b) ou Arctan(c),
pour résoudre cos(x) = a ...,

Ex 64 Résoudre les (in-)équations suivantes d'inconnue x réelle : sin(x) < b ...

1. 4cos*(x) +2(1+V2)sin(x) —4—-v2=0 cos?(x) > %

6.
2. 2cos*(x) —sin*(x) = 5cos(x) — 3 7. tan(3x) <1
3. |lsin()]| =1 8. cos(x) —sin(x) = 1 Bien connaitre les formules de trigo.
2 n £ 2 — 2 cos(x) SE Xemrrrrrreonn
4. cos (x + 3) +sin®(2x) =1 9. cos(2x) —tan(x) > 1 cos2(x) = e 2
5. sin(2x) + sin(4x) + sin(6x) + sin(8x) + sin (10x) = 0 10. cos(x) —sin(x) > 1
: = €OS(2X) = “*+ oo e =
sin(2x) = -
Ex 65 Soit x un réel tel que t = tan (f) existe. Exprimer cos(x) et sin(x) en fonction de t.
2 SiX weeven. alors tan(2x) =«
En déduire les solutions de I'équation : (1 —v/3) cos(x) = (1 +V3)(1 — sin (x)) cosCe +3) = -
d'inconnue x réelle.
Sin(x +¥) = e e v e
Ex 66 Justifier que pour tout réel x élémentde D, sinx+sin@x)+sin (5% _ ) (3x) SIXELy ... ellemiEer s 72) S
cos(x)+cos(3x)+cos (5x)

ou D est le domaine de « définition » de cette formule que I’'on déterminera. k /




Ex 67 Soita = % etS = tan(a) — tan(3a) — tan(7a) + tan (9a).
et tan(7a) = —— . En déduire que : S = 2( r 1 )

tan(a) tan(3a) sin(2a) sin(6a)

1. Montrer que tan(9a) =
2. Endéduireque:S=4.

Ex68|\/|ontrerque:\7’n22,605(2171)=%\/2+ /2+\/2+\/...... .

n-1radicaux superposés
Ex 69 Montrer que pour tout réel x de [0,7] et tout entier naturel n, |sin(nx)| < nsin(x).

Ex 70 Soit n un entier naturel, x un réel et S, (x) = X}_, cos (kx) .
1) Calculer S, (x) pour x = 0[2m].

2) Soitx % 0[2m]. Linéariser sin (g) cos (kx) et en déduire S,, (x).

1
tan (x) - tan (2x)
En déduire S(n) = X1_, 2¥tan (2¥x) oun e Net x € ]R{\{pzik/p €Zetk € N}.

Ex 71 Justifier que : I'égalité tan (x) = est vraie pour tout réel x du domaine D de définition.

Ex72 Soita € RetVn € N, P,(a) = [}, cos (%) Calculer sin (;in) P, (a). En déduire la limite de P,(a) quand n — +oo.

Ex 73 1. Exprimer cos(4x) en fonction de cos(x).
2. Justifier qu’il existe un unique réel a dans E n[ tel que : sin(a) = % . Exprimer a en fonction de Arcsin (?)

3. Montrer que : cos(4a) = sin(a). En déduire la valeur de «a.

1

Ex 74 Déterminer le domaine de définition de f(x) = [tan (Zx — E) etg(x) =

cos(x)cos(7x)—cos(3x)cos(5x)

Ex 75 Pour tout réel x de [0, ], sin®x < %x(ﬂ— x) et pour tout x de ]0,/2[, sin(x) > %x .

Ex 76 1. Montrer que Vt € R, cos(3t) = 4 cos3(t) — 3 cos(t). En déduire I = fon cos® (’2—6) dx
2.Calculer | = fonsin(mx) sin(px) dx ou (m,p) € N2,



sin) Smia ) en fonction du parametre réel a et hm o)

Ex 77 a. Rappeler lirré . En déduire la valeur de lirré
X— xX—

sin@) 2
X
2

X

cos(x)—-1

b. Montrer que —Z— = —

I~

cos(x) 1 cos(x)-1
—————. Puis calculer lim ——

x—0 tan?(x) "

. En déduire la valeur de lim
x—0

CORRIGE TD 2 Des inégalités

Ex 12 Cauchy-Schwarz

Soit n entier naturel supérieur ou égal a 2. Soient a4, a,, ..., a, et by, b, ..., b,, des réels.
On cherche ici a montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz (**) suivante :

n 2 n n
(Z akbk> < (Z ai) (Z b,%) notée (+x)
k=1 k=1 k=1
1. Démontrer cette inégalité pour n = 2.

On suppose ici que Yp_; akz = 0. Justifier, dans ce cas, que 'inégalité (**) est vérifiée.

On suppose ici que Yp_; akz > 0. Pour tout réel x,on pose T(x) = YXi_;(azx + bk)2

a) Déterminer trois réels A, B et C (indépendants de x) tels que : pour toutréel x,T(x) = Ax? + Bx + C et A > 0.

b) Quel est le signe de T ? (justifier). En déduire que I'inégalité (**) est vraie.
4. Montrer que: (XR—; agby)?® = (ZLlakz)(Zﬁ:lb,%) sietssi [ a; =..= a,, = 0 ou il existe un réel R tel que pour tout entier naturel k € [1,n], b, = R a;].
Ex 15 Soit a4, a,, ..., a,, des réels positifs.
c. Montrerque: V(i j) € [1L,n]%ij=i+j—1.

Bt . n & ais
d.  Endéduire que ( 2 i) 2 e
a. Soitietjdeuxentierscomprisentreletn. ij—i—j+1=i(G—-1D)-(G-1D)=G-1DG—-1) =0.Ainsi,ij >i+j—1
=0 >0
b. V(,j)elL,n]3ij=i+j—-1=1>0donc0< l < i+;—1 ;alors,comme a;a; =2 0,0 < “U“J S >y . En sommant ces n? inégalités, j' obtiens, 0 <
a;aj a;a ulu Lu a i i , L.
1 Xl ..' o1 X1 - Enfin, ¥7_, X1, ..J— X A= 71;( ?:1“7) ( v ( ) ( ?:1%) . Jen déduis que

n % ala,
( i=1" = ‘=1Z‘

i l+] 1°
Ex16 Vn € N,u, = Y 0( ) Montrer qu’il existe une suite v telle que : pour tout n € N\{0,1,2,3}, u, = 2+ = + v, et0 < v, % Que peut-on en déduire

sur la suite u ?

soit n € N\{0,1,2,3}.u, = ¥"_ <Z”2 1) + o+ e +i=< ”;2i>+2+3.Alorsu =2+24p et0<u,—-2-2<2
(0123}t = Xty = Bty ) + oy + (gt g = (B )+ 2 Ao = 24 D R

0 1 n—1 n

VUn

De plus, Vk € [2,n — 2], (Z) ( ) > 0donc 0 < (,11) ( ) Alors en additionnant ces n — 3 inégalités, j'obtiens :
k 2

2 1 - 2 2(n-3) 2 . . 2 N
0< T < Z};:%T = Zﬁzé =—" < —. Comme les deux suites qui encadrent v tendant vers 0, le théoréme des gendarmes assure que la
= (2) -1 a2 g
;v—dv 0<n—3<n-2
n

) L . 2 ) .
suite v est convergente de limite 0. Comme de plus, lim 2 4+ == 2, je peux conclure que lim u, = 2.
n—-+oo n n-+oo

Ex 17 Limite par encadrement, minoration ou majoration ...
Encadrer, minorer ou majorer de u,, par de bonnes suites et en appliquant le théoreme des gendarmes, calculer la limite de chacune des suites u dont le terme
général est le suivant :

1
d. un=2£=1ﬁtqn>0

1
e. u,= i"‘{l‘/nz_tqn 0

£ ou, =Y, 2+ktqn>0

d. Soitn € N*et u, =X 1\/,

vkeN,0<Vk+Vk—1< 2\/— k <vVk++Vk+1.Donc, 0 < ——— L <— 1 Alorsen utilisant la quantité conjuguée, j'obtiens :

\F+\/W 2Vk = VR+VR-1
vkeN,0<Vk+1-Vk< 7 <k -k . Donc en «sommant les inégalités» obtenues pour k € [1,n], je gagne :
o1 Vk+1-— Vk < Zﬁzlﬁ < kzlx/— —+Vk — 1. Les deux sommes qui encadrent sont télescopiques , par conséquent, je simplifie :

Vvn+1-1< Zzzlﬁ <+vn—+0. Etparsuite, 2(vn+ 1—1) < u, < 2Vn. Comme lirP Z(Vn +1- 1) = 400, j’en déduis que lirP U, =+

. 1
e. Soin>0etu, =Y ——

vke[1,2n+1],1 <k <2n+1ldonc n?<n?+1<n?+k<n?+2n+1=(n+ 1)%et parstricte croissance de la fonction racines carrée,

Vn2 <Vn?+k < ‘/(n +1)%2ie.0<n<vn2+k < (n+1); alors par stricte décroissance de la fonction inverse sur R**,

1 1 1
0< ﬁ < n2+k .Ainsi, Vk € [1,2n + 1],0 <5< 2+k AIors en « sommant ces 2n + 1 inégalités » , j’obtiens,
2n+1_1 2n+1 1 2n+11
< =1 —
k=1 541 2 = &k=1 g 1 1 1
Les deux sommes qui encadrent se calculent facilement : 22"+1n+1 = (2n+1) x —et 22"+1n = (@n+Dx-.
~ had
puisque puisque
1 . 1 .
weihe dépend e dépend
pas de k. pas de k.

Ainsi,vn > 0, (2n+1)x%<uns(2n+1)xi.
1

41
De plus, (2n + 1) x — —y 1+’1‘ et(2n+1) xi =2+ % Donc les deux suites qui encadrent u,tendent vers une méme limite finie qui vaut 2, j’'en déduis par le

théoréme des gendarmes que lim U, = 2.

f.  Soitn € N*et u, =Y},

n2+k

vk € [1,n%],1 < k < n’donc 0 <n?+1 <n?+k < 2n? et par stricte décroissance de la fonctlon inverse sur R** 0< ; < n21+k n2+

. Alors comme n >

0, Jobtlens 0 <2;<n2+k n2 = . Alors en « sommant ces n? inégalités » , j’obtiens, Zk 12 <Zk 1n2+k Zk 1n2+1
Or, Zk 12n = :—n =-.Donc Yn €N, u, > Alors comme lim g— +o0, j’en déduis, en appliquant le théoreme des gendarmes, que 11m u, = +oo.
n-+oo
xn+1 1_|x|‘n+1
Ex 19 bis Soit x € R \{£1}et n € N. Montrer que | — T




lere IT

1—xnt1 (1—x)(2"= xk) k - k k
o] = [ S k| 2 SRt = Sl =

1_|x|n+1

1-|x| °

car x#+1 donc
|x]|#1



