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Sup PCSI 2024-2025    Mathématiques               Chapitre 3 

Fonctions trigonométriques.  
I. Fonctions paires, impaires et périodiques. Courbes images.  

1 Définition  

• 𝑓 est paire lorsque : ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, {
−𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)
 i.e. lorsque 𝐶𝑓 est symétrique par rapport à l’axe des ordonnées.  

• 𝑓 est impaire lorsque : ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, {
−𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥)
 i.e. lorsque 𝐶𝑓 est symétrique par rapport à l’origine du repère.  

• 𝑓 est périodique lorsque : ∃𝑇 ∈ ℝ∗/∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, {
𝑥 + 𝑇 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥)
 i.e. lorsque 𝐶𝑓 est globalement invariant par 

translation de vecteur 𝑇𝑖.   

 

2 Propriétés  
• Si 𝑓 est paire ou impaire alors l’étude de 𝑓 sur ℝ+ ∩ 𝐷𝑓, complétée par une bonne symétrie, permet de connaitre 𝑓 sur 

𝐷𝑓 et de tracer 𝐶𝑓.  

• Si 𝑓 est 𝑇-périodique alors l’étude de 𝑓 sur ] − 𝑇

2
,
𝑇

2
] ∩ 𝐷𝑓 ou [0, 𝑇[∩ 𝐷𝑓, complétée par des translations de vecteur 𝑇𝑖., 

permet de connaitre 𝑓 sur 𝐷𝑓 et permet de tracer 𝐶𝑓.  
• Si 𝑓 est impaire  et 𝑓(0) existe alors 𝑓(0) = 0.  
• Si 𝑓 est 𝑇-périodique alors ∀𝑘 ∈ ℕ∗, ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, 𝑓(𝑥 + 𝑘𝑇) = 𝑓(𝑥).  
• Si 𝑓 est 𝑇-périodique et  (−𝑇)-périodique alors ∀𝑘 ∈ ℤ∗, ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓, 𝑓(𝑥 + 𝑘𝑇) = 𝑓(𝑥).  

• Si 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 sont 𝑇-périodiques alors 𝑓𝑔, 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔 où 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 constantes 𝑒𝑡 𝑓
𝑔

 sont 𝑇-périodiques 

• Si 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 sont paires ( resp. impaires)  alors 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔 où 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 constantes sont paires, resp. impaires.  

• Si 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 sont de même parité alors 𝑓𝑔 et  𝑓
𝑔
  sont paires.  

• Si 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 sont de parité contraire alors 𝑓𝑔 et  𝑓
𝑔
  sont paires.  

3. EXERCICE : justifier que la courbe de la fonction (𝑥 → 𝑥 − ⌊𝑥⌋) dite partie décimale est :   
 

 
 

 4 Courbes images Soit f une fonction de ℝ dans ℝ de courbe représentative Cf .Soit 𝑎 un réel. 
1. La courbe représentative de 𝑔: (𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) + 𝑎) est l’image de 𝐶𝑓 par la translation de vecteur 𝑎𝑗  ( puisque les points 

𝑀(𝑥, 𝑓(𝑥)) ∈ 𝐶𝑓𝑒𝑡 𝑁(𝑥, 𝑓(𝑥) + 𝑎) ∈ 𝐶𝑔 vérifient 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎𝑗) 
2. La courbe de 𝑔: (𝑥 ↦ 𝑓(𝑥 + 𝑎))  est l’image de 𝐶𝑓 par la translation de vecteur (−𝑎)𝑖 . ( puisque les points 𝑀(𝑥, 𝑓(𝑥)) ∈

𝐶𝑓𝑒𝑡 𝑁(𝑥 − 𝑎, 𝑓(𝑥)) ∈ 𝐶𝑔 vérifient 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑎𝑖) 

3. La courbe de 𝑔: (𝑥 ↦ 𝑓(𝑎 − 𝑥)) est l’image de 𝐶𝑓 par la symétrie axiale d’axe d’équation 𝑥 = 𝑎

2
. ( puisque les points 

𝑀(𝑎 − 𝑥, 𝑓(𝑎 − 𝑥)) ∈ 𝐶𝑓𝑒𝑡 𝑁(𝑥, 𝑓(𝑎 − 𝑥)) ∈ 𝐶𝑔 ont leur milieu sur cet axe et  𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑖𝑟𝑒 à 𝑖 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 à 𝑐𝑒𝑡 𝑎𝑥𝑒) 

4. La courbe de 𝑔: (𝑥 ↦ −𝑓(𝑥)) est l’image de Cf par la symétrie axiale par rapport à l’axe des abscisses.  
5. La courbe de 𝑔: (𝑥 ↦ 𝑓(−𝑥)) est l’image de Cf par la symétrie axiale par rapport à l’axe des ordonnées. 
6. La courbe de 𝑔: (𝑥 ↦ |𝑓(𝑥)|) est obtenue en réunissant la partie de 𝐶𝑓 au-dessus de l’axe des abscisses et la 

symétrique par rapport à l’axe des abscisses de la partie de Cf au-dessous l’axe des abscisses.  
 
5 Pour aller plus loin : Soit 𝑎 > 0.  
7. La courbe de 𝑔 : (𝑥 ↦ 𝑎𝑓(𝑥)) est obtenue en dilatant ( si 𝑎 > 1) ou rétractant ( si 𝑎 < 1) verticalement 𝐶𝑓 dans un 

rapport de 𝑎. En notant 𝑀(𝑥, 𝑓(𝑥)) le point de 𝐶𝑓, 𝑁(𝑥, 𝑔(𝑥)) le point de 𝐶𝑔 et  𝐻(𝑥, 0) le point de l’axe des abscisses 
alors 𝐻𝑁⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑎𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .  

8. La courbe de (𝑥 ↦ 𝑓(𝑎𝑥)) est obtenue en dilatant ( si 𝑎 < 1) ou rétractant ( si 𝑎 > 1) horizontalement 𝐶𝑓 dans un 
rapport de 𝑎. En notant 𝑀(𝑎𝑥, 𝑓(𝑎𝑥)) le point de 𝐶𝑓, 𝑁(𝑥, 𝑓(𝑎𝑥)) le point de 𝐶𝑔 et  𝐻(0, 𝑓(𝑎𝑥)) le point de l’axe des 
abscisses alors 𝐻𝑁⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 1

𝑎
𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .  
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 6 Exemples : La courbe d’équation 𝑦 = 𝑥2 + 2 est l’image de la parabole d’équation 𝑦 = 𝑥² par la translation de vecteur 
2𝑗. La courbe 𝐶𝑓 de 𝑓: (𝑥 ↦ 2 − √𝑥 − 4) est obtenue à partir de la courbe d’équation 𝑦 = √𝑥  en faisant une translation de 
vecteur 4𝑖  puis la symétrie axiale d’axe des abscisses puis la translation de vecteur 2𝑗.  
 

7 Exercices: 1) Tracer les courbes des fonctions d’expression :  − 1

𝑥
, |ln(𝑥)|, 3𝑒𝑥 , 𝑒−𝑥 , √2 − 𝑥, |𝑥 + 1| − 1,

1

3−𝑥
,
√𝑥

2
, √2𝑥
3 , ln (𝑥

2
).   

2) Tracer rapidement la courbe de 𝑓 telle que : 𝑓(𝑥) = 2−3𝑥

3−𝑥
 en décomposant 𝑓 en éléments simples.  

 

II. Sinus et cosinus d’un nombre réel.  
 

1. Définitions et premières formules de trigonométrie 
8 Définition : Soit 𝜃  un réel. Dans le plan muni d’un repère orthonormé direct (𝑂, 𝑖, 𝑗),on note 𝑀(𝜃) le point tel que : 𝑂𝑀 =

1 et  (𝑖, 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂) = 𝜃.  Par définition, cos(𝜃) 𝑒𝑠𝑡 𝑙′𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝑀(𝜃) 𝑒𝑡 sin(𝜃) 𝑒𝑠𝑡 𝑙′𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒 𝑑𝑒 𝑀(𝜃). 

 

On en déduit les propriétés suivantes (à savoir retrouver sur le cercle trigonométrique) : 

10Premières formules de trigonométrie : Soit 𝜃 un réel et 𝑘 un entier relatif. 
1. |𝑠𝑖𝑛𝜃| ≤ 1 et |𝑐𝑜𝑠𝜃| ≤ 1 
2. 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 1 
3. cos(𝜃 + 2𝑘𝜋) = 𝑐𝑜𝑠𝜃  et   sin(𝜃 + 2𝑘𝜋) = 𝑠𝑖𝑛𝜃 
4.  cos(−𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 sin(−𝜃) = −sin (𝜃)              
5. cos(𝜃 + 𝜋) = −𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 sin(𝜃 + 𝜋) = −sin (𝜃)     
6. cos(𝜃 + 𝑘𝜋) = (−1)𝑘𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 sin(𝜃 + 𝑘𝜋) = (−1)𝑘sin (𝜃)     
7. cos(𝜋 − 𝜃) = −𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 sin(𝜋 − 𝜃) = sin (𝜃)              

8. 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

2
− 𝜃) = 𝑠𝑖𝑛𝜃  𝑒𝑡  𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
− 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃   

11Quelques valeurs à connaitre :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

12Exercice :Calculons  sin (5𝜋
6
) , cos (

4𝜋

3
) , sin (−

19𝜋

6
) , cos (

87𝜋

4
) 

𝜽 𝒄𝒐𝒔𝜽 𝒔𝒊𝒏𝜽 
0 1 0 
𝝅

𝟔
 √3

2
 

1

2
 

𝝅

𝟒
 √2

2
(=

1

√2
) 

√2

2
(=

1

√2
) 

𝝅

𝟑
 1

2
 √3

2
 

𝝅

𝟐
 0 1 

𝑐𝑜𝑠𝜃 = cos (𝜃) =ณ
𝑑𝑒𝑓

𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝑀(𝜃) 

𝑠𝑖𝑛𝜃 = sin (𝜃) =ฎ
𝑑𝑒𝑓

𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒 𝑑𝑒 𝑀(𝜃) 

9Exercice : avec cette définition , résoudre les équations 
suivantes d’inconnue 𝜃 réelle.                 

1.  cos(𝜃) = 0 
2. sin(𝜃) = 0  
3. sin(𝜃) = 1  
4. cos(𝜃) = −1 

 

A savoir retrouver 
très rapidement 
grâce au cercle 

trigonométrique 
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2. Equations et inéquations trigonométriques  
13Rappel : On dit que « 𝑥 est congru à 𝑎 modulo 2𝜋 » lorsqu’il existe un entier 𝑘 dans ℤ tel que : 𝑥 = 𝑎 + 𝑘2𝜋 .  
On note alors : 𝑥 ≡ 𝑎[2𝜋] 

 
14Equations :  
1.Soit 𝑥 et 𝑎 des réels.  
cos(𝑥) = cos(𝑎) ⇔ 𝑥 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝒐𝒖 − 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝑡𝑞 𝑘 ∈ ℤ  ⟺  ∃𝑘 ∈ ℤ  /𝑥 = 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝒐𝒖 𝑥 = −𝑎 + 2𝑘𝜋  

⟺𝑥 ≡ 𝑎[2𝜋] 𝒐𝒖 𝑥 ≡ −𝑎[2𝜋] 

sin(𝑥) = sin(𝑎) ⇔ 𝑥 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 𝑎 + 2𝑘𝜋  𝒐𝒖  𝜋 − 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝑡𝑞 𝑘 ∈ ℤ ⟺  ∃𝑘 ∈ ℤ/𝑥 = 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝒐𝒖 𝑥 = 𝜋 − 𝑎 + 2𝑘𝜋  

⟺𝑥 ≡ 𝑎[2𝜋] 𝒐𝒖 𝑥 ≡ 𝜋 − 𝑎[2𝜋] 

2.Soit 𝑚 un réel. Résolvons l’équation cos (𝑥) = 𝑚 , d’inconnue 𝑥 réelle.  
• si |𝑚| > 1 alors l’équation cos (𝑥) = 𝑚  n’a aucune solution.  
• si |𝑚| ≤ 1 alors l’équation cos (𝑥) = 𝑚  a une unique solution dans [0, 𝜋] et a une infinité de solutions réelles .  

Def :  𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑚), l’arccosinus du réel 𝑚 𝑡𝑞 |𝑚| ≤ 1, est l’unique solution dans [0, 𝜋] de l’équation cos(𝑥) = 𝑚.   
𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑚) n′esiste que si 𝑚 ∈ [−1,1] et, 𝑙𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢′il existe, est l’unique réel de [0, 𝜋] vérifiant cos(𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑚)) = 𝑚. 
Ainsi, si |𝑚| ≤ 1 alors  [cos (𝑥) = 𝑚  ⟺𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑚)[2𝜋] 𝒐𝒖 𝑥 ≡ −𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑚)[2𝜋]] 
3.Soit 𝑚 un réel. Résolvons l’équation sin (𝑥) = 𝑚 , d’inconnue 𝑥 réelle.  

• si |𝑚| > 1 alors l’équation sin (𝑥) = 𝑚  n’a aucune solution 
• si |𝑚| ≤ 1 alors l’équation sin (𝑥) = 𝑚  a une unique solution dans [− 𝜋

2
,
𝜋

2
] et a une infinité de solutions réelles .  

Def : 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑚), l’arcsinus du réel 𝑚 𝑡𝑞 |𝑚| ≤ 1, est l’unique solution dans [− 𝜋

2
,
𝜋

2
] de l’équation sin(𝑥) =

𝑚.  𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑚) n′esiste que si 𝑚 ∈ [−1,1] et, le cas échéant, est  l’unique réel de [− 𝜋

2
,
𝜋

2
]  vérifiant sin(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑚)) = 𝑚. 

Ainsi, si |𝑚| ≤ 1 alors  [sin (𝑥) = 𝑚  ⟺𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑚)[2𝜋] 𝒐𝒖 𝑥 ≡ 𝜋 − 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑚)[2𝜋]] 
 
 
 
 
 
 
     

 
 

3. Soit 𝑚 un réel. L’inéquation cos(𝑥) > 𝑚 , d’inconnue 𝑥 réelle, admet : 
• Aucune solution si 𝑚 > 1. 
• Tous les réels si 𝑚 ≤ −1. 

15Exercice :  

1) Résolvons cos(𝑥) = − 1

2
 

2) Résolvons {
sin(𝑥) = −

1

8

cos(𝑥) = −
√63

8

.  

3) Résolvons cos (𝑥 + 𝜋

3
) = sin (2𝑥)  

 
16 Inéquations : Lire les solutions sur le cercle trigonométrique  
17Exercice : Résolvons cos(𝑥) < √2

2
 

 

4. D’autres formules de trigonometrie 

18Formules d’addition Soit 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 des réels. {
cos(𝑎 + 𝑏) = cos(𝑎) cos(𝑏) − sin(𝑎) sin(𝑏)

sin(𝑎 + 𝑏) = sin(𝑎) cos(𝑏) + sin(𝑏) cos(𝑎)
 

          {
cos(𝑎 − 𝑏) = 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏 + 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑠𝑖𝑛𝑏
sin(𝑎 − 𝑏) = 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏 − 𝑠𝑖𝑛𝑏𝑐𝑜𝑠𝑎

 

  Formules d’angle double : Soit θ un réel. {cos
(2𝜃) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 2𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 1 = 1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝜃

sin(2θ) = 2sinθcosθ
      

19Exercices 1. Calculons 𝑐𝑜𝑠 𝜋

12
  et 𝑐𝑜𝑠 𝜋

8
  .  

2.Calculer  ∫ 𝑠𝑖𝑛2 (
𝑡

2
)𝑑𝑡

𝜋

0
 .  

 

                      

Lire les solutions sur 
le cercle trigonométrique. 

20Théorème :  Si 𝑓 est continue sur un intervalle 𝑰 alors 

• 𝑓 admet une primitive 𝐹 sur cet intervalle et pour tous réels 𝑎 et 𝑏 de 𝐼, ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

• les primitives de 𝑓 sur 𝐼 sont les fonctions 𝐹 + 𝑐𝑠𝑡𝑒  
• pour chaque 𝑎 ∈ 𝐼 𝑒𝑡 𝑏 ∈ ℝ, 𝑓 admet une unique primitive 𝐻 qui vérifie 𝐻(𝑎) = 𝑏.  
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21Linéarisation et factorisation A SAVOIR QUE CES FORMULES EXISTENT ET  SAVOIR RETROUVER  

Soit 𝑎 𝑒𝑡 𝑏, 𝑝 𝑒𝑡 𝑞 deux réels.

{
 
 

 
 cos (𝑎)cos (𝑏) =

1

2
[cos(𝑎 + 𝑏) + cos(𝑎 − 𝑏)]

sin (𝑎)sin (𝑏) =
1

2
[cos(𝑎 − 𝑏) − cos(𝑎 + 𝑏)]

sin (𝑎)cos (𝑏) =
1

2
[sin(𝑎 + 𝑏) + sin (𝑎 − 𝑏)]

  et 

{
 
 

 
 𝑐𝑜𝑠(𝑝) + 𝑐𝑜𝑠(𝑞) = 2𝑐𝑜𝑠 (

𝑝+𝑞

2
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑝−𝑞

2
)

𝑐𝑜𝑠(𝑝) − 𝑐𝑜𝑠(𝑞) = −2𝑠𝑖𝑛 (
𝑝+𝑞

2
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑝−𝑞

2
)

𝑠𝑖𝑛(𝑝) + 𝑠𝑖𝑛(𝑞) = 2𝑠𝑖𝑛 (
𝑝+𝑞

2
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑝−𝑞

2
)

 . 

22Exercices 1. Déterminer la primitive de (𝑡 ↦ 𝑐𝑜𝑠(3𝑡 + 1)𝑠𝑖𝑛(1 − 2𝑡)) qui s’annule en 0.  

2.Chercher le signe de 𝑓: (𝑥 ↦ cos(2𝑥) − cos (
𝜋

4
− 2𝑥)).  

              

5. Ecriture de 𝑨𝒄𝒐𝒔(𝝎𝒕) + 𝑩𝒔𝒊𝒏(𝝎𝒕) sous la forme  𝑪𝒄𝒐𝒔(𝝎𝒕 + 𝝋)   
23Propriété :  Si 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 sont deux réels tels que  𝑎2 + 𝑏2 = 1 alors il existe un réel 𝜃 tel que : 𝑎 = cos(𝜃) 𝑒𝑡 𝑏 = sin(𝜃)  et il 
existe un seul 𝜃 ∈ [0,2𝜋[ tel que : 𝑎 = cos(𝜃) 𝑒𝑡 𝑏 = sin(𝜃).  

   
24Théorème:  Soit 𝜔, 𝐴 et 𝐵 des réels (indépendants de 𝑡).  

Alors il existe un réel 𝜑 tel que : ∀𝑡 ∈ ℝ,  𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) + 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) =  √𝐴2 + 𝐵2𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑)          

NB : l’angle 𝜑 vérifie 𝑐𝑜𝑠𝜑 = 𝐴

√𝐴2+𝐵2
  et 𝑠𝑖𝑛𝜑 = −𝐵

√𝐴2+𝐵2
 .            

25Exercices : 1) Résoudre l’équation 𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡 = 1 d’inconnue 𝑡 réelle.  
2) Chercher le signe de 𝑓: (𝑥 ↦ √3cos (𝑡) − sin (𝑡)) sur [0,2𝜋] puis sur ℝ..  

 

6. Fonctions sinus et cosinus 
 
26On définit ainsi les fonctions  sinus 𝒔𝒊𝒏: (𝒙 ↦ 𝐬𝐢𝐧 (𝒙)) et  cosinus 𝒄𝒐𝒔; (𝒙 ↦ 𝐜𝐨𝐬(𝒙))  
 

27Théorème Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables donc continues sur ℝ  

et ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑠𝑖𝑛′(𝑥) = cos(𝑥) et 𝑐𝑜𝑠’(𝑥) = −𝑠𝑖𝑛(𝑥). En particulier, lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥
= 1.  

28Représentation des fonctions sinus et cosinus : 

Pour tout réel 𝑥 ,  cos (𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 (𝑥 +
𝜋

2
) donc 𝐶𝑐𝑜𝑠 est l’image de 𝐶𝑠𝑖𝑛  la tanslation de vecteur − 𝜋

2
𝑖 .  

 
 

29Théorème :   ∀𝑥 ∈ ℝ, |𝑠𝑖𝑛(𝑥)| ≤ |𝑥|.  

 

 
III. Tangente d’un nombre réel.  

 

1. Définitions de premières propriétés 
 

31Définition : La tangente d’un réel  𝜃 distinct de toutes les valeurs 𝜋
2
+ 𝑘𝜋 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑘 ∈ ℤ est le réel : tan(𝜃) = sin (𝜃)

cos (𝜃)
  . 

32NB :pour tout 𝑋 réel, 𝑐𝑜𝑠(𝑋) et 𝑠𝑖𝑛(𝑋) existent. 
  tan(𝑋) existe ⇔ 𝑋 est un réel distinct de tous les réels  𝜋

2
+ 𝑘𝜋 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑘 ∈ ℤ .  

33Complément : La cotangente d’un réel  𝜃 distinct de toutes les valeurs 𝑘𝜋 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑘 ∈ ℤ est le réel 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛(𝜃) = cos (𝜃)

sin (𝜃)
  .  

 

26Pour écrire  𝒇(𝒕) = 𝑨𝒄𝒐𝒔(𝝎𝒕) + 𝑩𝒔𝒊𝒏(𝝎𝒕) sous la forme  𝑪𝒄𝒐𝒔(𝝎𝒕 + 𝝋):     
1. Je factorise     𝑓(𝑡) par √𝐴2 +𝐵2 

2. Je trouve 𝜑 tel que : 𝑐𝑜𝑠𝜑 = 𝐴

√𝐴2+𝐵2
  et 𝑠𝑖𝑛𝜑 = −𝐵

√𝐴2+𝐵2
  

3. J’applique la formule d’addition du cos.  
 
            

 

30Pour montrer une inégalité de la forme ∀𝒙, 𝒇(𝒙) ≤ 𝒈(𝒙), 
je peux étudier (variations et valeurs) la fonction ℎ définie par : 
ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) dans le but de connaitre son signe. 
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34Lecture de 𝐭𝐚𝐧(𝜽) sur le cercle trigonométrique :  

                            
2. Formules de trigonométrie 

 
35Premières formules de trigonométrie : Soit 𝜃 un réel et 𝑘 un entier relatif 
1.  Si tan(𝜃) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 alors tan(𝜃 + 𝑘𝜋) = tan (𝜃)   
2. Si tan(𝜃) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 alors tan(−𝜃) = −tan (𝜃)   
3. Si tan(𝜃) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 alors tan(𝜋 − 𝜃) = −tan (𝜃)   

4. Si tan(𝜃) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 alors  1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃 = 1

𝑐𝑜𝑠2𝜃
 

5. Si tan(𝜃)  𝑒𝑡 tan (𝜃 + 𝜋

2
) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡 alors  𝑡𝑎𝑛 (𝜃 + 𝜋

2
) =

−1

𝑡𝑎𝑛𝜃
 

6. Si tan(𝜃)  𝑒𝑡 tan (𝜋
2
− 𝜃) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡 alors 𝑡𝑎𝑛 (𝜋

2
− 𝜃) =

1

𝑡𝑎𝑛𝜃
  

 

37Formules d’addition Soit 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 des réels. Si  𝑡𝑎𝑛(𝑎 + 𝑏) ,𝑡𝑎𝑛(𝑎) et 𝑡𝑎𝑛(𝑏) existent, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 tan(𝑎 + 𝑏) = tan (𝑎)+tan (𝑏)

1−tan (𝑎)tan (𝑏)
  

38 Formules d’angle double : Soit θ un réel. Si 𝑡𝑎𝑛(𝜃)  et 𝑡𝑎𝑛(2𝜃)  existent , 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠  tan(2𝜃) = 2tan (𝜃)

1−tan (𝜃)²
. 

39Exercice : Complétons 1+√3
1−√3

= tan (…) 

 

3. Equations et inéquations trigonométriques 
40 Equations  

1) Soit 𝑥 et 𝑎 des réels.  

𝑡𝑎𝑛(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛(𝑎)⇔ 𝑥 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 𝑎 + 𝑘𝜋  𝑡𝑞 𝑘 ∈ ℤ .    ⟺∃𝑘 ∈
ℤ

𝑥
= 𝑎 + 𝑘𝜋 ⇔ (𝑥 ≡ 𝑎[𝜋]  ) 

2) Soit 𝑚 un réel. L’équation tan (𝑥) = 𝑚, d’inconnue réelle 𝑥, a une unique solution dans ]− 𝜋

2
,
𝜋

2
[ et a une infinité de 

solutions dans ℝ.   

Def : Soit 𝑚 un réel.  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑚), l’arctangente du réel 𝑚, est l’unique solution dans ]− 𝜋

2
,
𝜋

2
[ de l’équation tan(𝑥) = 𝑚.  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑚) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑟é𝑒𝑙 𝑚 𝑒𝑡 , est  l’unique réel de ]− 𝜋

2
,
𝜋

2
[ dont la tangente vaut 𝑚. 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑚) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑟é𝑒𝑙 𝑚 𝑒𝑡 , est  l’unique antécédent dans ]− 𝜋

2
,
𝜋

2
[ de 𝑚 par la fonction tangente.  

Les solutions de l’équation tan (𝑥) = 𝑚  sont tous les réels  𝑎 + 𝑘𝜋 tq 𝑘 ∈ ℤ où  𝑎 est une solution particulière de 
l’équation ; 𝑎 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑚) convient. 
   
41Application : on a démontré qu’il existe toujours un réel 𝜃  

tel que : 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑎

√𝑎2+𝑏2
  et 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑏

√𝑎2+𝑏2
  . 

Si  𝜃 ∈] − 𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  ,

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 [ 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠  𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑏

𝑎
[2𝜋] .  

Si 𝜃 ∈] 𝜋
2
   + 2𝑘𝜋,

3𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 [ 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝜃 = 𝜋 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑏

𝑎
[2𝜋] .    

 
 

36Quelques valeurs à connaitre : 
 

𝜽 𝒕𝒂𝒏𝜽 
0 0 
𝝅

𝟔
 1

√3
 

𝝅

𝟒
 1 

𝝅

𝟑
 √3 

𝝅

𝟐
 N’existe pas 

𝑐𝑜𝑠𝜃 = OC̅̅ ̅̅  

𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑂𝑆̅̅̅̅  

𝑡𝑎𝑛𝜃 = 𝐴𝑇̅̅ ̅̅  

 

Droite des tangentes 
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3) La fonction tangente 
On définit ainsi la fonction réelle : tangente (𝒙 ↦ 𝐭𝐚𝐧(𝒙)) 

42Théorème :  
• 𝐷𝑡𝑎𝑛 = ⋃ ] −

𝜋

2
+ 𝑘𝜋,

𝜋

2
+ 𝑘𝜋[ ⬚

𝑘∈ℤ  . 

• Pour chaque 𝑘 ∈ ℤ, lim
𝑥→(

𝜋

2
+𝑘𝜋)

+
𝑡𝑎𝑛(𝑥) = −∞ 𝑒𝑡 lim

𝑥→(
𝜋

2
+𝑘𝜋)

− tan (𝑥) = +∞.  La courbe de 𝑡𝑎𝑛 a une infinité d’ asymptotes 

verticales.   
• La fonction tangente est dérivable donc continue sur 𝐷𝑡𝑎𝑛.  

• ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑡𝑎𝑛 , 𝑡𝑎𝑛
′(𝑥) = 1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑥) =

1

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
.  

• La fonction tangente est strictement croissante sur chaque intervalle ] − 𝜋

2
+ 𝑘𝜋,

𝜋

2
+ 𝑘𝜋[ où 𝑘 ∈ ℤ.  

43A NOTER  :  
1) La fonction 𝑡𝑎𝑛 est continue sur tout son domaine de définition et pourtant sa courbe a des trous ! La raison : le 

domaine de définition de 𝑡𝑎𝑛 n’est pas un intervalle, ce domaine de définition a des trous donc la courbe a des 
trous.  

2) La dérivée de tan est strictement positive et pourtant la fonction tangente n’est pas strictement croissante sur 

𝐷𝑡𝑎𝑛 ( car − 3𝜋

4
< −

𝜋

4
 et tan (− 3𝜋

4
) = 1 > −1 = tan (−

𝜋

4
)).   La raison : le domaine de définition de 𝑡𝑎𝑛 n’est pas un 

intervalle . Le théorème qui relie le signe de la dérivée et la monotonie d’une fonction n’est valable que sur un 
intervalle .      

 
 
 
 
 
 
 
45 Représentation de la fonction tangente. 

 
46Théorème :   ∀𝑥 ∈] − 𝜋/2,𝜋/2[ , |𝑡𝑎𝑛(𝑥)| ≥ |𝑥|.  

 

 

𝒚 = 𝐭𝐚𝐧 (𝒙) 

44Théorème  «  Dérivation et monotonie » 
• Si 𝑓 est dérivable sur un intervalle  𝑰 et ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓′(𝑥) ≥ 0 (resp. 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ) alors 𝑓 est 

croissante (resp. décroissante) sur 𝐼. 
• Si 𝑓 est dérivable sur un intervalle  𝑰 et ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓′(𝑥) ≥ 0 (resp. 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ) et 𝑓′ne 

s’annule qu’en des points isolés alors 𝑓 est strictement croissante (resp. 
décroissante) sur 𝐼. 

 


