Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques.

TD 3 Caractérisation d’une fonction bornée par la valeur absolue :
f estbornée sur Df lorsque :

ExO So”:f et g deux applications de RdansR et a et b deuxréels. | e

1. Montrer que si f et g sontbornées alors af + bg et fg sontbornées... qu’en est-il de 5, ?

2. Montrer que si f et g sont croissantes et a et b sont positifs alors af + bg est croissante, —f est décroissante ...
gu’en est-ilde fg?

Montrer que si f et g sontimpaires alors af + bg estimpaireet fg etisont paires.

Montrer que si f et g sontT-périodiques alorsaf + bg et fg eti sont T-périodiques.

Montrer que si f est croissante et périodique alors f est constante.

Montrer que si f o f o f est strictement décroissante et f o f est croissante alors f est strictement monotone.

Prenons f(x) = sin (g) et g(x) = cos (%) Montrer que V2f — mg est périodique et bornée.

@ N~ w

Prenons f(x) = 3sin (Zx + g) Tracer la courbe de f.

Ex 1 Calculons tan (315—;) et sin (%)

~
Ex 2 Résoudre les deux équations 1) sin(x) —cos(x) >1  2)+/6sin(2x) — V2 cos(2x) = 2. Faire un cercle trigo. pour placer
Arccos(a), Arcsin(b) ou Arctan(c),
3 pour résoudre cos(x) = a...,
x € [— P —T[[ sin(x) < b
Ex 3 Résoudre les deux équations : 1) a7 2) 4cos(3x) — 3sin(3x) =5
cos(2x) = —— ~
49
Ex 4 Résoudre les (in-)équations suivantes d'inconnue x réelle : , / Bien connaitre les formules de\
1. 4cos*(x) +2(1+V2)sin(x) —4—v2=0 6. cos?(x) > " trigo.
2. 2cos3(x) —sin®(x) = 5cos(x) — 3 7. tan(3x) < 1 , RE—
3. ”_Sin (X)Jl =1 8. Cos(x) _Sin(x) _ 1 WCOoS?(X) = eun e =
2 T P2 — 2cos(x) —— = oco
4. clos (x + 3) + sin (2.x) 1 | | 9. cos(2x) — tan(x) > 1 m cos(2x)
5. sin(2x) + sin(4x) + sin(6x) + sin(8x) + sin (10x) = 0 10. cos(x) — sin(x) > 1. B SIN(2X) = o
Ex 5 Soit x un réeltelque t = tan (g) existe. Exprimer cos(x) et sin(x) en fonction de t. MSIX e alors
En déduire les solutions de U'équation : (1 — w/§) cos(x) = (1 ++/3)(1 — sin (x)) tan(2x) = ...
d'inconnue x réelle. _
WCOS(X +Y) = v e e e
Ex 6 Justifier que pour tout réel x élément de D , StSINGOESINGD_ _ oy (35 SIE3=29) S = cnman ooz
cos(x)+cos(3x)+cos (5x)
ou D est le domaine de « définition » de cette formule que 'on déterminera. BSi  XELY oo alors
tan(x +y) =+ con
Ex 7 Soita = % etS =tan(a) — tan(3a) — tan(7a) + tan (9a).
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1. Montrer que tan(9a) = po— et tan(7a) = G En déduireque: S = 2 (Sin(za) Sm(6a)).

2. Endéduireque:S =4.

Ex 8 Montrer que : Vn > 2,605(2%) =%\/2 + ’2+\/2+\/...... .

n—1radicaux superposés
Ex 9 Montrer que pour tout réel x de [0,7] et tout entier naturel n, |sin(nx)| < nsin(x).

Ex 10 Soitn un entier naturel, x un réel et S, (x) = > 7_, cos (kx) .
1) Calculer S, (x) pour x = 0[27].

2) Soitx # 0[2m]. Linéariser sin (%) cos (kx) et en déduire S, (x).

1 _ 2
tan (x) tan (2x)
En déduire S(n) = Y., 2*tan (2k¥x) oun € Netx € ]R\{pzn—k/p €Zetk € N}.

Ex 11 Justifier que : Uégalité tan (x) = est vraie pour tout réel x du domaine D de définition.

Ex12 Soita € RetVn € N, P,(a) = [[}-,cos (;ik) Calculer sin (Zin) P,(a). En déduire la limite de P, (a) quand n — +oo.



Ex 13 1. Exprimer cos(4x) en fonction de cos(x).

2. Justifier qu’il existe un unique réel a dans E,n[tel que : sin(a) = %. Exprimer a en fonction de Arcsin (@)

3. Montrer que: cos(4a) = sin(a). En déduire la valeur de a.

1
cos(x)cos(7x)—cos(3x)cos(5x)

Ex 14 Déterminer le domaine de définition de f(x) = [tan (Zx - %) etg(x) =

Ex 15 Pour tout réel x de [0, 7], sin®x < %x(ﬁ— x) etpourtout x de 0,7/2[, sin(x) > %x.

Ex 16 Soit S, = Y7_, sin (%)
3
1. Montrerque:Vx € R, x — % <sin(x) < x.

2. Endéduire la limite de S,, quandn — +oo.

Ex 17 1. Montrer que Vt € R, cos(3t) = 4 cos3(t) — 3 cos(t). En déduire I = f: cos? (g) dx
2.Calculer J = fonsin(mx) sin(px) dx ou (m,p) € N2,
tan (x)

en fonction du parameétre réel a et lim ——=.
x-0 X

Ex18 a.Rappeler lim *=. En déduire la valeur de lim =2
X! X

cos(x)—-1 _

sin(Z 2 _
b. Montrer que —5— = —%( x(2)> . En déduire la valeur de lin% cos()—1
2 x—

x2

cos(x)—1

Puis calculer lim .
x—0 tan2(x)
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