Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques

Corrigé du DS 1

Exercice 1
Soit (u,,) la suite définie par : {Vn € N'ﬁ;‘: fezt":;_z Oty + 2.
OnposeVn € N, v, = upiq — uy.
1. Montrer que Vn,v,,1 = 6v, + 2.
En déduire que (u,) est strictement croissante.
Déterminer Uexpression de v, en fonction de n.
En déduire U’ expression de u,, en fonction de n.
Calculer S, = Yi—oUg-
1. VneEN, vy 1 =Upyo — Upy1 = TUppq — OUp + 2 —Upyq = 6(Upyq — Up) +2 = 6p, + 2.
2. Montrons que Vn € N, v, > 0 par récurrence surn.
Init®: vg =u; —up=1>0.
Propag® : Soit n un entier naturel. Je suppose que v, > 0.Alors v, = 6v, +2 > 0.

USROS

CCLe: le théoréme de récurrence simple permet d’affirmer que Vn € N, v, > 0. Ainsi,Vn € N,u,,,, —u, > 0i.e.u,4+q1 > u,. Lasuite
(uy,) estdonc strictement croissante.
3. wvestdonc arithmético-géométrique. Déterminons son expression :

i) Cherchons Ltelque L = 6L +2.L = —éconvient.

ii) Posonsx, = v, + é =v, — L. AlorsVn € N,xp,,1 = Vpy1 — L = 6v, + 2 — (6L + 2) = 6(v,, — L) = 6x,. Donc la suite (x,) est
géomeétrique de raison 6.

— (N, _—gn 2\ _gn(7 =6n(l) -2

iii) AlorsvVn € N,x, = 6"xy = 6 (vo + 5) =6 (5) Donc,Vn e N, v, = 6 (5) S

4, Vk €N,v; = uppq — ug. Donc,Vn € N, X3 v, = SR (uper — we) = up — up.

* = n-1(ck Z)_Z)z Iyn-1ek _yn-12 _ 76"1_2n_ 7 n_2n_ 18
Donc¥n € N*, u, = 1+ X33 (64 (2) = 2) =1+ Ixpctek —ppri =14+ 280 -2 Lo 2y 12
. 7 2x0 | 18 _ 25 - 7 2n | 18
Cette formule est encore vraie pour n=0 car — 6% — rE=2-1= Ug. Ainsi,Vn €N, u, =—6" — 2=
25 5 ' 25 25 25 5 25
n —yn (7 ¢k _ 2k 1_8)_l n_ ¢k _2Zyn Byn — 761 nmty) | 18
5. Alors, Si_ouy = Sp_o (268 —Z+ ) = Zyn 6k —2xn ok +oxi 1=2 D+ 2+ 1).

Exercice 2. Calculde T, = Y¥_, k® par deux méthodes.
Pour tout entier natureln,onpose: T,, = Z}(‘zo k3.
A. Soitn un entier naturel fixé. On pose S,, = Y- 4k3 + 6k? + 4k + 1.
1. Soit k un entier. Reconnaitre (factoriser) k* + 4k3 + 6k? + 4k + 1.
2. Endéduire lavaleur de S;,.
3. Rappelerlavaleur des sommes Yi_ok et X i_o k2.
4. Endéduire l’écriture de S,, en fonction de T, et n.

2
5. Endéduire que T, = Yh_ k3 = (@) .
B. Soitn un entier naturel fixé.
1. Enoncer laformule de Pascal .
k n+1
f ili . yn —
Soitp € [0, n]. Montrer, en utilisant 1., que : Yji_, (p) = (p + 1).
Retrouver Y.7_, k, grace a la somme précédente.

2
3

. . . . . 3_ (k k k
4. Déterminertrois entiersa, b et ctels que : Vk € N\{0,1,2},k° = a (3) +b (2) +c (1)
5
A

Retrouver alors la valeur de T, trouvée au 4. 5.
. Premiére méthode :
k* + 4k3 + 6k? + 4k + 1 = (k + 1)*.
2. Alors, S, =XR_o(k + 1)* — k* = XReolks1 — Uk = Uppi—Up=(n+ D* - 0% =+ D*

en posant télescopage
up=k*

+1 +1)(2n+1
3. Xk=ok = _n(nz )Et Tk=ok? = A )6( _

4. S, =R AkP 4+ 6k +4k+1=S,=4YF k3 +6X 0 ok?+4XR ok + X} o1 =4T,+6
Sp=4T, +n(n+1)2n+ 1) +2n(n+1)+n+1
5. Donc, 4T, =S, —n(n+1)2n+1) -2nn+ 1) -+ =n+D*—nn+1DR2n+1)-2n(n+1)— (n+1)
AT, =(m+D*—n(n+1DC2n+1D)-2nn+1D-nm+D=n+D[n+13-nn+1)-2n—-1]= (n + 1)[n® +n?]
=n*(n+1)?

2
Ainsi, T, = P _ (D)

n(n+1)6(2n+1)+4n(nz+1)+n+ 1



B. Deuxieme méthode :

k k k+1
, _
1. V(k,P)EN'(p)+(p+1)_(l’+1)'
k k+1 k n+1 " ntl
. n —yn - = - -
2. SOItpE[IO.nﬂ-Zk=o(p)_ k=0(p+1) (P+1)_(p+1) (p+1)_<p+1)'
_avn o, _wn (ky_(m+1)_ @+)n
3. Prenonsp—1-Zk=ok—2k=0(1)_( 2 )_ 2
b alE)ob(E) e(t) <SR D L (e 0y (624

3 2 1 6 2 3
([ 2=1
by (kYL (K <, b a=6
Donc, pourque Yk € N\{0,1,2},k3 =a (3) +b (2) +c (1) il suffit de choisira, betctelsque:{ — > + 5= 0ie.{b=6.
a b c=1
Z—24c¢=0
3 2
Ainsi, Vk € N\{0,1,2},k3 =6 (];) +6 (lzc) + (II) Je remarque que cette égalité reste vraie pour k = 1 ou 2.
. n 3 _ n (k n (k n (ky_, ,m+1 n+1 n+1
Parsuite,vn > 1,32_, k3 = 6Zk:1(3) + 62k:1(2) +Zk:1(1) = 6( 4 ) + 6( 3 ) +( 5 )
Yh=1k® = 6(”+1)"(2n4‘1)(n—2) + 6(n+1)6n(n—1) " ("J'Zl)” =2 - D —2) +4n(n — 1) + 2n] = == [n? +n?] = W

Exercice 3 NotonsVn € N,u,, = (\/§+ 1)2net v, = (V3 — 1)
Notons Vn € N,u, = (V3 + 1) et v, = (V3 — )",
1. Soitn € N . Montrer que u,v, est un entier naturel que l'on explicitera.
2. TrouverdeuxréelsaetbtelsqueVn € N,u, = (a F b\/§)net vy = (a = b\/§)n.
3. a. Montrer que pour tout entier naturel n, il existe deux entiers a,et by, tels que u, = a, + V3 b,. On exprimera a,., en fonction
de a, et b, et b, 1 enfonction de a,, et b,,.
c. Montrer que ces entiers a,et b, sont les seuls entiers vérifiant u, = a, + V3 by,.
d. Endéduire que les suites (a,) et (b,) sont strictement croissantes.
e. Montrerque Vn € N, (Z—:‘l)z -3 (Z—’;)Z =1.
f.  Montrerque Vn € N, v, = a,, — V3 b,,.

4. Soitn€N.

a. Montrer, en développant (2 ar \/§)n ar (2 = \/§)n, que (2 aF \/§)n ar (2 = \/§)n est un entier pair.
b. Endéduire que 2™t divise u, + vy,.
c. Endéduire que 2" ! divise l'entier | (V3 + 1)2" | + 1.

1w, =(V3+1)"(V3-1)" = [(VI+1)(3- D] =[3-1]" = 22" = 4n e .
2 up=(B+1)" == ((V3+1)") = ((3+2v3+1))" = (4+2v3)" . De méme, v, = (V3 - 1)°)
((3 —-2V3+ 1))n = (4 - 2\/§)n. Donca = 4 et b = 2 conviennent.

n

3. a.Posons H(n) la propriété : « il existe deux entiers a,et by, tels que u,, = a,, +'3 by, ».
Init°: ug = 1 = 1 + 0v/3. Dong, ay = 1 et by = v/3 conviennent.
Propag® : Soit n un entier naturel. Je suppose que H(n) est vraie. Sous cette hypothése, prouvons H(n + 1). Je cherche donc deux

entiers a,.q et bpyqtelsque: Upiq = Anyq + V3 byt
car H(n)vraie

Nousavons: iy = (V3+1)° "V = (V3+ 1) (V3+1) =y x (V3+1)° 2 (ap+V3by )(4+2V3)
Donc, Uy, = 4a, + 6b, + (2a, + 4b,)V3.

Posons a,, = 4a, + 6b, et b, 1 = 2a,, + 4b,. Alors,comme a, € Neth, €N, a,,1 € Neth,,; € N;deplus,
Up41 = Apiq + V3 bpp1.Donc @y et byyq conviennent. Ainsi, H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie.

CCL°: le théoréme de récurrence simple assure que pour tout entier n, H(n) est vraie

b.Fixons n entier naturel. Soit x et y deux autres entiers tels que u, = x + yv3.

Alors a,, +V3 b, = u, = x +V3y.Donc a, — x 2v3(y — by,). Si (y — b,,) # 0 alors V3(y — by,), étant le produit d’un irrationnel et d’un
entier, est un irrationnel alors que a,, — x est un entier donc l’égalité *x estimpossible. J’en déduisque: y — b, =0 i.e. y = b, et par
suite en remplagant dans #, j’obtiensa,, — x = 0i.e. x = a,,. D’ou Uunicité de U'écriture u,, = a,, + V3 b, avec a,et b, entiers.

D’apres ce qui précede, les suites des réels a,, et b, sont entierement définies par :
ag = 1 et by = 0 et pour tout entier natureln, a, .1 = 4a, + 6b, et b, 1 = 2a,, + 4b,,.

d. On montre facilement par récurrence simple que Vn, a,, > 0 et b, > 0.



Par suite, Vn, a1 — an = 3a, + 6b, > 0 et by 1 — b, = 2a, + 3b, > 0. Les suites a et b sont donc strictement croissantes.
o 2 w2
. by . 5
e. Montrons quelasuite T = ((a—”) -3 (—“) ) estconstante égale a 1.
2n 2n
nenN
.................................

T T, = Ayt 3 b;iq a; 3 b _ 4a, + 6b, 2 3 2a, + 4b, 2 a;; 3 b
n+l T \gnt1 - on+1 - F - Z_n - on+l - on+1 - 2_n - 2_71

5 N
2a, + 3b, a, + 2b,
=( 2n ) _3( 2" ) -

= [4an +9b + 12a,by — 303 — 12b3 — 12a,by — a2 +3 b3 | = 0.

La suite T est donc constante. Elle est alors constante égale & l'un de ces termes, par exemple Ty. Or, Ty = 12 — 3 X 02 = 1. J’en

i 2 7\ 2

conclus que Vn, T, = (Z—ﬁ) -3 (Z—’,‘l) = 1. Parconséquent, Vn, a2 — 3 b2 = 4™,
— AT H — ﬁ —_ 4" — 4‘”(an_\/§ bn) 4‘n(an_\/§ bn) — ‘l‘n(an_\/§ bn) — _

f.  upv, =4"doncu, # 0etv, #0.Parsuite, v, = v = aiih. - @B b a3by a3l o =a, — V3 b,.

a2 2 +V3)" +(2-V3)"| = 5o () 27 VE" + Bno () 2 (—V3* = 57 (3 ) 27 4VB (L + (- 1))

= Sotken () 2774V z_zzH (zp) 272 V3" = [ sbl (2’;,)271—21’31’].

p=0

=@eN.
Jen conclus que (2 + \/§)n AF (2 = \/§)n est un entier pair.

ab. up+v,=(3+1)" +(V3-1)" =
= ((3+1))) +((VF3-1°) = (4+2v3)" + (4 -2V3)" =272+ V)" +27(2—3)"
=27[(2+V3)" +(2-V3)"|=2"[(2+V3)" + (2-V3)"| =2"a
Ainsi, 21 divise u,, + v, .

4.c.Soitn € N*,u, + v, = 2"*1 @ (ou a est Uentier défini au 4.a) donc, u, + 1 = 2™'a+ (1 —1,). Comme 0 <3 -1<1,0< v, <
eN
letalors0 < 1 — v, < 1.Parconséquent, |u, + 1] = 2™ a. Ainsi, |u,| + 1 = 2™** a avec a € N. )’en conclus que :

2" divise | (V3 + 1)2" | + 1.

Exercice 4 : Une somme.

Pour tout entiern € N*, on note S,, = Z’f\/%.

1. Déterminerdeuxentiersaetbtelsque:Vn €N, 2n+1—-2Vnvn+1=(avn+bVn+1 )2.
2. Soitk € N*. Comparervk —vk—1, Vk+ 1 —Vk etﬁ.

3. Endéduire un nouvel encadrement de (S,) puis la limite de la suite (S;,)-

4

Déterminer la limite de la suite (j—%)

2
1. 2n+1—2\/_\/n+1=n+(n+1)—2\/—\/n+ =(\/——\/n+1).Donc,a=letb=—lconviennent.
2. Soitk € N*. Comparonsx/— v 1, VE+1-k et

_ 11
VE—VE=T= s = = et VR ‘/_ e S ToE
Vk=1=Vk Vik+1zVk
Ainsi, VK + 1 —Vk < — < Vk —Vk

SRS
3. Parconséquent, Y-, Vk+1— \/_S Zﬁzlﬁz < Zﬁzlx/f — vk — 1. Les deux sommes de droite et gauche étant télescopiques,
j’en déduis que : vn + —\/TSSn <vVn—+0.Ainsi, vneN*,Vn+1—1 <S» <+/n.
Comme lirp Vvn+1—1= +oo,le théoreme des gendarmes permet alors de conclure que lirP Sp = +oo.
n—+oo n-+oo
. * yn+1-1 ynti-1 _ __i 11 _ PP
4. Soitn € N*.Commevn > 0, "—=— 7 <5, <1.0r,—— —m /1 + NS Donc nl_l)rllm 1+ iy 1, le théoreme des gendarmes

permet d’affirmer que 11 \/_1 =1.



