
Corrigé TD Trigonométrie 

1)    Résoudre  𝑐𝑜𝑠(𝑥) − √3 sin(𝑥) = 1 
2) Résoudre −4𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 3 sin(𝑥) = 5 

3) Résoudre {
𝑥 ∈ [−

3

2
𝜋,−𝜋[

cos(2𝑥) = −
47

49

.  

1) 𝑐𝑜𝑠(𝑥) − √3 sin(𝑥) = 1 ⟺
1

2
 𝑐𝑜𝑠(𝑥) −

√3

2
sin(𝑥) =

1

2
⟺ cos(

𝜋

3
) cos(𝑥)−sin (

𝜋

3
) sin(𝑥) =

1

2
⟺ cos (𝑥 +

𝜋

3
) = cos (

𝜋

3
) ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/{

𝑥 =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

𝑜𝑢
𝑥 = −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

.  

𝑆𝑜𝑙 = {
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋,

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋/𝑘 ∈ ℤ} . 

2) −4𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 3 sin(𝑥) = 5 ⟺ √16 + 9 (−
4

√16+9
𝑐𝑜𝑠(𝑥) +

3

√16+9
sin(𝑥)) = 5 ⟺ −

4

5
𝑐𝑜𝑠(𝑥) +

3

5
sin(𝑥) = 1.Comme (−

4

5
)
2
+ (

3

5
)
2
= 1, il existe un réel 𝜃 

tel que : {
cos(𝜃) = −

4

5

sin(𝜃) =
3

5

. On peut choisir le réel de  𝜃 ∈ [
𝜋

2
, 𝜋] tel que cos(𝜃) = −

4

5
 𝑖. 𝑒.   𝜃 = 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (−

4

5
) convient.  

Alors, −4𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 3 sin(𝑥) = 5 ⟺ cos(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑥) + sin(𝜃) sin(𝑥) = 1 ⟺ cos(𝑥 − 𝜃) = 1 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝑥 − 𝜃 = 2𝑘𝜋 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝑥 = 𝜃 + 2𝑘𝜋. 
𝑆𝑜𝑙 = {𝜃 + 2𝑘𝜋/𝑘 ∈ ℤ}  . 

 

3) {
𝑥 ∈ [−

3

2
𝜋,−𝜋[

cos(2𝑥) = −
47

49

⟺ {
2𝑥 ∈ [−3𝜋,−2𝜋[

cos(2𝑥) = −
47

49

⟺ {
2𝑥 ∈ [−3𝜋,−2𝜋[

∃𝑘 ∈ ℤ/2𝑥 = ±Arrcos (−
47

49
) + 2𝑘𝜋

 ⟺ 2𝑥 = −Arrcos (−
47

49
) − 2𝜋 ⟺ 𝑥 = −

1

2
Arrcos (−

47

49
) − 𝜋. 

𝐴𝑖𝑛𝑠𝑖, 𝑆𝑜𝑙 = {−
1

2
Arrcos (−

47

49
) − 𝜋}. 

 

Pour tout réel 𝑥 de [0, 𝜋],  𝑠𝑖𝑛²𝑥 ≤  
4

𝜋²
𝑥( − 𝑥)  et pour tout 𝑥 de [0,

𝜋

2
],  sin(𝑥) ≥  

2

𝜋
𝑥  .

1) Soit 𝑓: (𝑥 ↦
2

𝜋
𝑥 − sin(𝑥)) ; 

𝑓 est dérivable sur [0,
𝜋

2
] et ∀𝑥 ∈ [0,

𝜋

2
] , 𝑓′(𝑥) =

2

𝜋
− cos(𝑥) .  

𝑓′ est dérivable sur [0,
𝜋

2
] et ∀𝑥 ∈ [0,

𝜋

2
] , 𝑓′′(𝑥) = sin(𝑥) ≥ 0  . Alors 𝑓’’ est positive  

 et ne s’annule qu’en un point isolé 0 . Par conséquent, 𝑓’ est strictement 

croissante sur [0,
𝜋

2
]. 𝑓′(0) < 0 < 𝑓′ (

𝜋

2
). Comme 𝑓’ est continue sur [0,

𝜋

2
],  

le théorème des valeurs intermédiaires assure que 𝑓’ s’annule sur [0,
𝜋

2
].  

Comme 𝑓’ est strictement croissante sur [0,
𝜋

2
] , 𝑓’ ne s’annule qu’une seule fois sur [0,

𝜋

2
] en un réel 𝑎. Alors d’après les variations de 𝑓’, on peut en déduire le 

signe de 𝑓’ 𝑒𝑡 par suite les variations de 𝑓 indiquées dans le tableau de variations. D’après les valeurs 𝑓(0) = 𝑓 (
𝜋

2
) = 0  et les variations de 𝑓, je peux conclure 

que ∀𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
] ,𝑓(𝑥) ≤ 0  et par conséquent, ∀𝑥 ∈ [0,

𝜋

2
] ,

2

𝜋
𝑥 ≤ sin(𝑥).  

 
2) Soit 𝑓: (𝑥 ↦  𝑠𝑖𝑛2(𝑥) − 

4

𝜋2
𝑥(− 𝑥)).  

∀𝑥 ∈ [0, 𝜋], 𝜋 − 𝑥 ∈ [0, 𝜋] 𝑒𝑡  𝑓(𝜋 − 𝑥) = 𝑓(𝑥). Donc, les points  𝑀(𝑥, 𝑓(𝑥)) et  𝑀′(𝜋 − 𝑥, 𝑓(𝑥)) sont deux points de 𝐶𝑓 et sont symétriques par rapport à la 

droite d’équation 𝑥 =
𝜋

2
. La courbe 𝐶𝑓 est donc symétrique par rapport à cette droite. En étudiant 𝑓 sur [0,

𝜋

2
] puis en complétant l’étude en utilisant cette 

symétrie, on aura le signe de 𝑓 que [0, 𝜋]. 

Etudions donc 𝑓 sur [0,
𝜋

2
].  

𝑓 est dérivable sur [0,
𝜋

2
] et ∀𝑥 ∈ [0,

𝜋

2
] , 𝑓′(𝑥) = 2 sin(𝑥) cos(𝑥) −

4

𝜋2
[( − 𝑥) − 𝑥] = sin(2𝑥) +

4

𝜋2
[2𝑥 − 𝜋].  

𝑓′ est dérivable sur [0,
𝜋

2
] et ∀𝑥 ∈ [0,

𝜋

2
] , 𝑓′′(𝑥) = 2 cos(2𝑥) +

8

𝜋2
  . 

𝑓′′ est dérivable sur [0,
𝜋

2
] et ∀𝑥 ∈ [0,

𝜋

2
] , 𝑓′′′(𝑥) = −4 sin(2𝑥).  . Alors 𝑓’’ est positive et ne s’annule qu’en un point isolé 0 . Par conséquent, 𝑓’ est strictement 

croissante sur [0,
𝜋

2
].  

𝑥 0                         𝑏                        𝑎                                                                 
𝜋

2
 

𝑓’′’(𝑥)                                                    − 
𝑓’’(𝑥) > 0 

                                                                                                                  < 0 
𝑓′(𝑥)                                                                                                                 

< 0                                                                                                            0 
𝑓(𝑥) 0                                                                                                                0 

 

 

Montrer que  𝑓: (𝑥 ↦ cos (
2𝑥

3
) + tan (

3𝑥

5
)) est périodique et déterminer une période (la plus petite possible).  

Je cherche 𝑇 > 0 tel que : ∀𝑥, 𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥).  Or, 𝑓(𝑥 + 𝑇)= cos (
2𝑥+2𝑇

3
) + tan (

3𝑥+3𝑇

5
)= cos (

2𝑥

3
+
2

3
𝑇) + tan (

3𝑥

5
+
3

5
𝑇). 

Cherchons 𝑇 telle que   
2

3
𝑇 = 2𝑘𝜋  et  

3

5
𝑇 = 𝑚𝜋   avec 𝑘 et 𝑚 entiers i.e.  𝑇 = 3𝑘𝜋 et  𝑇 =

5𝑚

3
𝜋. Or, 3𝑘𝜋 =

5𝑚

3
𝜋 ⟺ 9𝑘 =

5𝑚. Prenons 𝑘 = 5 et 𝑚 = 9. Alors, 𝑇 = 15𝜋 convient. Ainsi, 𝑓 est 15 − 𝜋 périodique. 
 

Représenter  𝑓: (𝑥 ↦ 2cos (
𝑥

2
) − cos (𝑥)).  

𝑓 est définie, dérivable donc continue sur ℝ.  

∀𝑥 ∈ ℝ,𝑓(𝑥 + 4𝜋) = 2 cos (
𝑥

2
+
4𝜋

2
) − cos(𝑥 + 4𝜋) = 2 cos (

𝑥

2
+ 2𝜋) − cos(𝑥 + 4𝜋) =2 cos (

𝑥

2
) − cos(𝑥) = 𝑓(𝑥). 𝑓 est donc 4𝜋 − 𝑝é𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑞𝑢𝑒. 

∀𝑥 ∈ ℝ,𝑓(−𝑥) = 2 cos (−
𝑥

2
)− cos(−𝑥) = 2 cos (

𝑥

2
) − cos(𝑥) = 𝑓(𝑥). 𝑓 est donc paire. 

𝑥 0                                                  𝑎                                                                 
𝜋

2
 

𝑓’’(𝑥)                                                     + 

𝑓′(𝑥)                                                                                                                >0 
<0 

𝑓(𝑥)  
 

 

Des variations strictes , valeurs et continuité de 𝑓’’, j’en déduis que 𝑓’’ 

s’annule une seule fois sur [0,
𝜋

2
] en un réel 𝑎. On en déduit le signe de 𝑓’’ 

puis les variations de 𝑓’ . Des variations strictes , valeurs et continuité de 𝑓’, 

j’en déduis que 𝑓’ s’annule une seule fois sur [0,
𝜋

2
] en un réel 𝑏. On en déduit 

le signe de 𝑓’ puis les variations de 𝑓.Des valeurs et variations de 𝑓, on en 

déduit le signe de 𝑓: ∀𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
] , 𝑓(𝑥) ≤ 0 et  par symétrie, ∀𝑥 ∈

[0, 𝜋], 𝑓(𝑥) ≤ 0. Ainsi, ∀𝑥 ∈ [0, 𝜋] 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) −  
4

𝜋2
𝑥( − 𝑥)).  



Etudions 𝑓 sur [0,2𝜋]. On complètera ensuite l’étude par symétrie et périodicité. 

∀𝑥 ∈ [0,2𝜋], 𝑓′(𝑥) =
2

2
(−sin (

𝑥

2
))+ sin(𝑥) = sin(𝑥) − sin (

𝑥

2
) = 2 sin (

𝑥−
𝑥

2

2
) cos (

𝑥+
𝑥

2

2
) = 2 cos (

3𝑥

4
)sin (

𝑥

4
) .  

Etudions le signe de 𝑓’(𝑥) ; pour cela, il faut étudier le signe de sin (
3𝑥

4
)  𝑒𝑡 sin (

𝑥

4
) puisque 𝑓’(𝑥) > 0 ⟺ sin (

3𝑥

4
)  𝑒𝑡 cos (

𝑥

4
) 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑚ê𝑚𝑒 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑒.   

∀𝑥 ∈ [0,2𝜋],
3𝑥

4
∈ [0,

3𝜋

2
 ]  𝑒𝑡 

𝑥

4
∈ [0,

𝜋

2
 ] donc {

sin (
𝑥

4
) ≥ 0.  

cos (
3𝑥

4
) ≥ 0 ⟺

3𝑥

4
∈ [0,

𝜋

2
] ⟺ 𝑥 ∈ [0,

2𝜋

3
] 
 . 

Et par suite, ∀𝑥 ∈ [0,2𝜋], 𝑓’(𝑥) ≥ 0 ⟺ (𝑥 = 2𝜋 𝑜𝑢 𝑥 ∈ [0,
2𝜋

3
]) et 𝑓′ s’annule uniquement en 0 , en 2𝜋 et en 

2𝜋

3
. J’en déduis que 𝑓 est strictement croissante 

sur [0,
2𝜋

3
] et strictement décroissante sur [

2𝜋

3
, 2𝜋]. D’où le tableau des variations, valeurs de 𝑓 et tangentes de 𝐶𝑓 :  

 

 
 
 

a. Rappeler  lim
𝑥→0

sin(𝑥)

𝑥
 . En déduire la valeur de  lim

𝑥→0

sin (𝑎𝑥)

𝑥
 en fonction du paramètre réel 𝑎 𝑒𝑡 lim

𝑥→0

tan (𝑥)

𝑥
. 

b. Montrer que 
cos(𝑥)−1

𝑥2
= −

1

2
(
sin(

𝑥

2
)

𝑥

2

)

2

. En déduire la valeur de  lim
𝑥→0

cos(x)−1

𝑥²
. Puis calculer lim

𝑥→0

cos(𝑥)−1

tan2(𝑥)
. 

a. lim
𝑥→0

sin(𝑥)

𝑥
= 1 . Alors  ∀𝑥 ≠ 0,

sin(𝑎𝑥)

𝑥
= 𝑎

sin(𝑎𝑥)

𝑎𝑥
. Comme lim

𝑥→0
𝑎𝑥 = 0 et lim

𝑡→0

sin(𝑡)

𝑡
= 1, lim

𝑥→0

sin(𝑎𝑥)

𝑎𝑥
= 1 et ainsi, lim

𝑥→0

sin(𝑎𝑥)

𝑥
= 𝑎.  

tan(𝑥)

𝑥
=

1

cos(𝑥)

sin(𝑥)

𝑥
 . Comme lim

𝑥→0
cos(𝑥) =⏞

𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑖𝑡é

1, lim
𝑥→0

1

cos(𝑥)
=

1

1
= 1 et lim

𝑥→0

sin(𝑥)

𝑥
=⏞
𝑇.𝐴

1, lim
𝑥→0

tan(𝑥)

𝑥
= 1.  

Autre méthode : 
tan (𝑥)

𝑥
=

tan(𝑥)−0

𝑥−0
= 𝑡𝑎𝑢𝑥 𝑑′𝑎𝑐𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑑𝑒 tan𝑒𝑛 0.  

Comme tan est dérivable en 0 , lim
𝑥→0

tan (𝑥)

𝑥
= 𝑡𝑎𝑛′(0) = 1 + 𝑡𝑎𝑛2(0) = 1. 

b. ∀𝑥 ≠ 0,
cos(𝑥)−1

𝑥2
=
1−2(sin(𝑥2))

2
−1

𝑥2
= − 1

2

(sin(𝑥2))
2
−

𝑥2

4

=− 1
2
(
sin(𝑥2)
𝑥
2

)

2

. Comme lim
𝑥→0

𝑥

2
= 0 et lim

𝑡→0

sin(𝑡)

𝑡
= 1, lim

𝑥→0

sin(
𝑥

2
)

𝑥

2

= 1 et ainsi, lim
𝑥→0

cos(x)−1

𝑥²
= −

1

2
.  

cos(𝑥)−1

tan2(𝑥)
=
cos(𝑥)−1

𝑥2
×

𝑥2

𝑡𝑎𝑛2(𝑥)
= (

cos(𝑥)−1

𝑥2
) × (

𝑥

𝑡𝑎𝑛(𝑥)
)
2

.  

𝐶𝑜𝑚𝑚𝑒 lim
𝑥→0

tan(𝑥)

𝑥
= 1, lim

𝑥→0

𝑥

tan(𝑥)
=

1

1
= 1 .𝐷𝑜𝑛𝑐 lim

𝑥→0

cos(x)−1

tan2(𝑥)
= −

1

2
× 12 = −

1

2
.   

 

Résoudre les (in-)équations suivantes d′inconnue 𝑥 réelle :  

1. 4𝑐𝑜𝑠²(𝑥) + 2(1 + √2) sin(𝑥) − 4 − √2 = 0 

2. 2𝑐𝑜𝑠3(𝑥) − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) ≥ 5 cos(𝑥) − 3 
3. |⌊sin (𝑥)⌋| = 1 

4. 𝑐𝑜𝑠2 (𝑥 +
𝜋

3
) + 𝑠𝑖𝑛2(2𝑥) = 1 

5. √6sin(2𝑥) − √2 cos(2𝑥) = 2 
6. sin(2𝑥) + sin(4𝑥) + sin(6𝑥) + sin(8𝑥) + sin (10𝑥) = 0 

7. 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) >
3 

4
 

8. 𝑡𝑎𝑛(3𝑥) < 1  

9. cos(𝑥) − sin(𝑥) =
1

2 cos(𝑥)
 

10. 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) − 𝑡𝑎𝑛(𝑥) > 1 
11. cos(𝑥) − sin(𝑥) ≥ 1. 
 

1. Soit 𝑥 un réel. On pose 𝑋 = sin(𝑥). 

4𝑐𝑜𝑠²(𝑥) + 2(1 + √2) sin(𝑥) − 4 − √2 = 0⟺4(1− 𝑠𝑖𝑛²(𝑥)) + 2(1 + √2) sin(𝑥) − 4 − √2 = 0 

⟺⏞
𝑋=sin(𝑥)

4𝑋2 − 2(1 + √2)𝑋 + √2 = 0 ⟺ 𝑋2 − (
1 + √2

2
)𝑋 +

√2

4
= 0 ⟺⏞

{
𝑎𝑏=

√2
4 =

√2
2
1
2

𝑎+𝑏=
1+√2
2

=√
2
2
+
1
2

(𝑋 −
√2

2
)(𝑋 −

1

2
) = 0  

⬚

 

⟺𝑋 =
√2

2
 𝑜𝑢 𝑋 =

1

2
⟺ sin (𝑥) = sin (

𝜋

4
)  𝑜𝑢 sin (𝑥) = sin (

𝜋

6
) ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/

{
 
 
 

 
 
 

𝑥 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

𝑜𝑢  

𝑥 = 𝜋 −
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 =

3𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

𝑜𝑢
𝑥 =

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋

𝑜𝑢

𝑥 = 𝜋 −
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 =

5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋

  .  

𝐷𝑜𝑛𝑐, 𝑆𝑜𝑙 = {
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋,

3𝜋

4
+ 2𝑘𝜋, 

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋, 

5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋/ 𝑘 ∈ ℤ}  

𝑥 0                                                             
2𝜋

3
                                            2𝜋 

𝑓’(𝑥) 0                  +                     0                   −           0 
𝑓(𝑥)                                       TV     

3

2
 

 
1                                                                             −1  
TV                                                                                                           TV 

 



2. 2𝑐𝑜𝑠3(𝑥) − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) ≥ 5cos(𝑥) − 3 
 

3. |⌊sin(𝑥)⌋| = 1 ⟺ ⌊sin(𝑥)⌋ = ±1 ⟺ sin(𝑥) ∈ [1,2[ 𝑜𝑢 sin(𝑥) ∈ [−1,0[ ⟺ sin(𝑥) = 1 𝑜𝑢 sin(𝑥) < 0 

⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/  𝑥 =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  𝑜𝑢 𝑥 ∈] − 𝜋 + 2𝑘𝜋, 2𝑘𝜋[. 

𝐷𝑜𝑛𝑐, 𝑆𝑜𝑙 = ⋃ ] − 𝜋 + 2𝑘𝜋, 2𝑘𝜋[∪ {
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋} .⬚

𝑘∈ℤ   

4. 𝑐𝑜𝑠2 (𝑥 +
𝜋

3
) + 𝑠𝑖𝑛2(2𝑥) = 1 ⟺ 1 − 𝑠𝑖𝑛2 (𝑥 +

𝜋

3
) + 𝑠𝑖𝑛2(2𝑥) = 1 ⟺ 𝑠𝑖𝑛2 (𝑥 +

𝜋

3
) = 𝑠𝑖𝑛2(2𝑥) 

⟺𝑠𝑖𝑛 (𝑥 +
𝜋

3
) = 𝑠𝑖𝑛(2𝑥) 𝑜𝑢 𝑠𝑖𝑛 (𝑥 +

𝜋

3
) = −𝑠𝑖𝑛(2𝑥)  

⟺𝑠𝑖𝑛 (𝑥 +
𝜋

3
) = 𝑠𝑖𝑛(2𝑥) 𝑜𝑢 𝑠𝑖𝑛 (𝑥 +

𝜋

3
) = 𝑠𝑖𝑛(−2𝑥)  

⟺∃𝑘 ∈ ℤ/ 𝑥 +
𝜋

3
= 2𝑥 + 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 𝑥 +

𝜋

3
= 𝜋 − 2𝑥 + 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 𝑥 +

𝜋

3
= −2𝑥 + 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 𝑥 +

𝜋

3
= 𝜋 + 2𝑥 + 2𝑘𝜋  

⟺∃𝑘 ∈ ℤ/ 𝑥 =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 3𝑥 =

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 3𝑥 = −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 𝑥 = −

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋  

⟺∃𝑘 ∈ ℤ/ 𝑥 =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 𝑥 =

2𝜋

9
+
2𝑘𝜋

3
 𝑜𝑢 𝑥 = −

𝜋

9
+
2𝑘𝜋

3
 𝑜𝑢 𝑥 = −

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋  

𝐷𝑜𝑛𝑐, 𝑆𝑜𝑙 = {
𝜋

"
+ 2𝑘𝜋,

2𝜋

9
+
2

3
𝑘𝜋, −

𝜋

9
+
2

3
𝑘𝜋, −

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋/ 𝑘 ∈ ℤ} 

5. √6sin(2𝑥) − √2 cos(2𝑥) = 2⟺√6 + 2 [
√6

√8
sin(2𝑥) −

√2

√8
cos(2𝑥)] = 2 ⟺ 2√2 [

√3

2
sin(2𝑥) −

1

2
cos(2𝑥)] = 2 

⟺ [cos (
𝜋

6
)sin(2𝑥) − sin (

𝜋

6
)cos(2𝑥)] =

1

√2
⟺ sin (2𝑥 −

𝜋

6
) = sin (

𝜋

4
) 

⟺∃𝑘 ∈ ℤ/ 2𝑥 −
𝜋

6
=

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 2𝑥 −

𝜋

6
= 𝜋 −

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋  

⟺∃𝑘 ∈ ℤ/ 𝑥 =
5𝜋

24
+ 𝑘𝜋 𝑜𝑢 𝑥 =

11𝜋

24
+ 𝑘𝜋 . Ainsi, 𝑆𝑜𝑙 = {

5𝜋

24
+ 𝑘𝜋 ,

11𝜋

24
+ 𝑘𝜋/𝑘 ∈ ℤ}. 

 
6. sin(2𝑥) + sin(4𝑥) + sin(6𝑥) + sin(8𝑥) + sin(10𝑥) = 0 

⟺ sin(2𝑥) + sin(10𝑥) + sin(4𝑥) + sin(8𝑥) + sin(6𝑥) = 0 
⟺ 2sin(6𝑥)cos (4𝑥) + 2 sin(6𝑥)cos (2𝑥) + sin(6𝑥) = 0 
⟺ [2 cos(4𝑥) + 2cos(2𝑥) + 1] sin(6𝑥) = 0 
⟺ [2 cos(4𝑥) + 2cos(2𝑥) + 1] = 0 𝑜𝑢 sin(6𝑥) = 0 
⟺ 2(2𝑐𝑜𝑠2(2𝑥) − 1) + 2cos(2𝑥) + 1 = 0 𝑜𝑢 ∃𝑘 ∈ ℤ/ 6𝑥 = 𝑘𝜋 .  

⟺⏞
𝑋=cos (2𝑥)

4𝑋2 + 2𝑋 − 1 = 0 𝑜𝑢 ∃𝑘 ∈ ℤ/ 𝑥 =
𝑘

6
𝜋     

⟺𝑋 =
−2+2√5

8
=

−1+√5

4
𝑜𝑢 𝑋 =

−1−√5

4
 𝑜𝑢 ∃𝑘 ∈ ℤ/ 𝑥 =

𝑘

6
𝜋     

⟺ cos (2𝑥) =
−2+2√5

8
=

−1+√5

4
𝑜𝑢 cos (2𝑥) =

−1−√5

4
 𝑜𝑢 ∃𝑘 ∈ ℤ/ 𝑥 =

𝑘

6
𝜋     

⟺ 2cos²(𝑥) − 1 =
−1+√5

4
𝑜𝑢  2 cos²(𝑥) − 1 =

−1−√5

4
 𝑜𝑢 ∃𝑘 ∈ ℤ/ 𝑥 =

𝑘

6
𝜋     

⟺ cos²(𝑥) =
3+√5

8
𝑜𝑢  cos²(𝑥) =

3−√5

8
 𝑜𝑢 ∃𝑘 ∈ ℤ/ 𝑥 =

𝑘

6
𝜋     

⟺ cos (𝑥) = ±√
3+√5

8
𝑜𝑢  cos (𝑥) = ±√

3−√5

8
 𝑜𝑢 ∃𝑘 ∈ ℤ/ 𝑥 =

𝑘

6
𝜋     

⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (±√
3 + √5

8
) + 2𝑘𝜋  𝑜𝑢  𝑥 = −𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (±√

3 + √5

8
) + 2𝑘𝜋   

𝑜𝑢 𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (±√
3−√5

8
) + 2𝑘𝜋  𝑜𝑢  𝑥 = −𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (±√

3−√5

8
) + 2𝑘𝜋  𝑜𝑢  𝑥 =

𝑘

6
𝜋 . 

𝑆𝑜𝑙 = {±𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (±√
3+√5

8
) + 2𝑘𝜋,±𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (±√

3−√5

8
) + 2𝑘𝜋,

𝑘

6
𝜋 /k ∈ ℤ} . 

12. 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) >
3 

4
⟺𝑐 > 0 ⟺ (𝑐𝑜𝑠(𝑥) −

√3 

2
) (𝑐𝑜𝑠(𝑥) +

√3 

2
) > 0.  

Comme (𝑥 ↦ 𝑐𝑜𝑠2(𝑥)) est 𝜋 −périodique, cherchons les solutions sur [0, 𝜋].  

Or, 𝑐𝑜𝑠(𝑥) −
√3 

2
> 0 ⟺ 𝑐𝑜𝑠(𝑥) >

√3 

2
⟺ 𝑥 ∈ ]0,

𝜋

6
[. Et 𝑐𝑜𝑠(𝑥) +

√3 

2
> 0⟺ 𝑐𝑜𝑠(𝑥) > −

√3 

2
⟺ 𝑥 ∈ ]0,

5𝜋

6
[ 

𝑥 
0                                 

𝜋

6
                               

5𝜋

6
                            𝜋 

𝑐𝑜𝑠(𝑥) −
√3 

2
 

                 +               0            −                                  − 

𝑐𝑜𝑠(𝑥) +
√3 

2
 

+                             +                      0             − 

𝑐𝑜𝑠(𝑥) −
√3 

2
 

   +                     0             −                 0                +  

 

13. 3𝑥 ≠
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⟺  𝑥 ≠

𝜋

6
+
𝑘𝜋

3
.  

Soit 𝑥 ∈ ℝ\ {
𝜋

6
+
𝑘𝜋

3
/𝑘 ∈ ℤ}. Comme (𝑥 ↦ 𝑡𝑎𝑛(3𝑥)) est 

𝜋

3
−périodique, je peux résoudre l’inéquation sur ] −

𝜋

6
,
𝜋

6
[. 

 Soit 𝑥 ∈] −
𝜋

6
,
𝜋

6
[. Alors 3𝑥 ∈] −

𝜋

2
,
𝜋

2
[. Donc, 𝑡𝑎𝑛(3𝑥) < 1 ⟺ 3𝑥 ∈] −

𝜋

2
,
𝜋

4
[⟺ 𝑥 ∈] −

𝜋

6
,
𝜋

12
[. 

 Ainsi, 𝑆𝑜𝑙 = ⋃ ] −
𝜋

6
+
𝑘𝜋

3
,
𝜋

12
+
𝑘𝜋

3
[⬚

𝑘∈ℤ . 

14. Soit 𝑥 ∈ ℝ\ {
𝜋

2
+
𝑘𝜋

𝑘
∈ ℤ}. 

 cos(𝑥) − sin(𝑥) =
1

2cos(𝑥)
⟺ 2𝑐𝑜𝑠2(𝑥) − 2sin(𝑥) cos(𝑥) = 1 

⟺cos (2𝑥) − sin (2𝑥) = 0⟺cos(2𝑥) = sin (2𝑥) ⟺ cos(2𝑥) = sin (2𝑥) 

⟺ cos(2𝑥) = cos (
𝜋

2
− 2𝑥) ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/2𝑥 =

𝜋

2
− 2𝑥 + 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 2𝑥 = −

𝜋

2
+ 2𝑥 + 2𝑘𝜋    

⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝑥 =
𝜋

8
+
𝑘𝜋

2
 𝑜𝑢 𝑖𝑚𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒  . Ainsi, 𝑆𝑜𝑙 = {

𝜋

8
+
𝑘𝜋

2
/𝑘 ∈ ℤ}. 

15. Soit 𝑥 ∈ ℝ\ {
𝜋

2
+
𝑘𝜋

𝑘
∈ ℤ}. 

 La fonction (𝑥 ↦ 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) − 𝑡𝑎𝑛(𝑥)) étant 𝜋 −périodique, résolvons cette équation sur ] −
𝜋

2
,
𝜋

2
[ :  

𝑐𝑜𝑠(2𝑥) − 𝑡𝑎𝑛(𝑥) > 1 ⟺ 2𝑐𝑜𝑠2(𝑥) − 1 − 𝑡𝑎𝑛(𝑥) > 1 ⟺
2

1+𝑡𝑎𝑛2(𝑥)
− 𝑡𝑎𝑛(𝑥) > 2  

⟺ 2− 𝑡𝑎𝑛(𝑥)(1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑥)) > 2(1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑥))  

Ainsi,  

𝑆𝑜𝑙 =⋃[𝑘𝜋,
𝜋

6
+ 𝑘𝜋[ ∪]

⬚

𝑘∈ℤ

5𝜋

6
+ 𝑘𝜋, 𝑘𝜋]  



⟺ 𝑡𝑎𝑛3(𝑥) + 2𝑡𝑎𝑛2(𝑥) + tan(𝑥) < 0 ⟺ (𝑡𝑎𝑛2(𝑥) + 2𝑡𝑎𝑛(𝑥) + 1) tan(𝑥) < 0  
⟺ (tan(𝑥) + 1)2 tan(𝑥) < 0 ⟺ (tan(𝑥) + 1)2 tan(𝑥) < 0  
⟺ tan(𝑥) ≠ −1 𝑒𝑡 tan(𝑥) < 0  

⟺ ] −
𝜋

2
, 0[ \ {−

𝜋

4
}  

𝐴𝑖𝑛𝑠𝑖, 𝑆𝑜𝑙 = ⋃ ] −
𝜋

2
+ 𝑝𝜋,+𝑝𝜋[ \ {−

𝜋

4
+ 𝑝𝜋}⬚

𝑝∈ℤ   

16. cos(𝑥) − sin(𝑥) ≥ 1 ⟺ √2 (
1

√2
cos(𝑥) −

1

√2
sin(𝑥)) ≥ 1 ⟺

1

√2
cos(𝑥) −

1

√2
sin(𝑥) ≥

1

√2
 

⟺ cos(𝑥 +
𝜋

4
) ≥

1

√2
⟺ ∃𝑝 ∈ ℤ/−

𝜋

4
+ 𝑝𝜋 ≤ 𝑥 +

𝜋

4
≤
𝜋

4
+ 𝑝𝜋 ⟺ ∃𝑝 ∈ ℤ/−

𝜋

2
+ 𝑝𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝑝𝜋 

𝐴𝑖𝑛𝑠𝑖, 𝑆𝑜𝑙 = ⋃ [−
𝜋

2
+ 𝑝𝜋,+𝑝𝜋] ⬚

𝑝∈ℤ   

Déterminer le domaine de définition de 𝑓(𝑥) = √tan (2𝑥 −
𝜋

4
)  et 𝑔(𝑥) =

1

𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑐𝑜𝑠(7𝑥)−𝑐𝑜𝑠(3𝑥)𝑐𝑜𝑠(5𝑥)
 

• 𝑓(𝑥) existe ⟺{
𝑡𝑎𝑛 (2𝑥 −

𝜋

4
)  𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒

𝑡𝑎𝑛 (2𝑥 −
𝜋

4
) > 0

  ⟺ {
∀𝑘 ∈ ℤ, (2𝑥 −

𝜋

4
) ≠

𝜋

2
+ 𝑘𝜋 

𝑡𝑎𝑛 (2𝑥 −
𝜋

4
) > 0

⟺ {
∀𝑘 ∈ ℤ, 𝑥 ≠

3𝜋

8
+
𝑘𝜋

2
 

𝑡𝑎𝑛 (2𝑥 −
𝜋

4
) > 0

.  

𝑢: (𝑥 ↦ tan(2𝑥 −
𝜋

4
)) est  

𝝅

𝟐
− 𝑝é𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑞𝑢𝑒 (car 𝐷𝑢 = ℝ\ {

3𝜋

8
+
𝑘𝜋

2
/𝑘 ∈ ℤ} , ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑢, 𝑥 +

𝝅

𝟐
∈ 𝐷𝑢 𝑒𝑡 𝑢 (𝑥 +

𝝅

𝟐
) = 𝑡𝑎𝑛 (2𝑥 + 𝜋 −

𝜋

4
) = 𝑡𝑎𝑛 (2𝑥 −

𝜋

4
) = 𝑢(𝑥)) .  

Cherchons le signe de 𝑢 sur  [0,
𝜋

2
] \ {

3𝜋

8
} .   

∀𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
] \ {

3𝜋

8
} , 2𝑥 ∈ [0, 𝜋]\ {

3𝜋

4
}  𝑒𝑡  2𝑥 ∈ [−

𝜋

4
,
3𝜋

4
] \ {

𝜋

2
}  ; et par conséquent,  

 𝑡𝑎𝑛 (2𝑥 −
𝜋

4
) > 0 ⟺ 0 < 2𝑥 −

𝜋

4
<

𝜋

2
⟺

𝜋

8
< 𝑥 <

3𝜋

8
.  

Par suite 𝑢(𝑥) > 0 ⟺ 𝑥 ∈ ⋃ ]
𝜋

8
+
𝑘𝜋

2
,
3𝜋

8
+
𝑘𝜋

2
[ .⬚

𝑘∈ℤ  Ainsi, 𝐷𝑓 = ⋃ ]
𝜋

8
+
𝑘𝜋

2
,
3𝜋

8
+
𝑘𝜋

2
[ .⬚

𝑘∈ℤ  

• 𝑔(𝑥) existe ⟺𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑐𝑜𝑠(7𝑥) − 𝑐𝑜𝑠(3𝑥)𝑐𝑜𝑠(5𝑥) ≠ 0 ⟺  
1

2
[cos(8𝑥) + cos (6𝑥)] −

1

2
[cos(8𝑥) + cos (2𝑥)] ≠ 0   

 

Or, 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑐𝑜𝑠(7𝑥) − 𝑐𝑜𝑠(3𝑥)𝑐𝑜𝑠(5𝑥) = 0 ⟺  
1

2
[cos(8𝑥) + cos(6𝑥)] −

1

2
[cos(8𝑥) + cos(2𝑥)] = 0 ⟺ cos(6𝑥) = cos(2𝑥)  

  ⟺ ∃𝑝 ∈ ℤ/6𝑥 = ±2𝑥 + 2𝑝𝜋 ⟺ ∃𝑝 ∈ ℤ/𝑥 =
2𝑝𝜋

8
𝑜𝑢 𝑥 =

2𝑝𝜋

4
⟺ ∃𝑝 ∈ ℤ/𝑥 =

𝑝𝜋

4
  .  

 

Donc, 𝑔(𝑥) existe ⟺ ∀ 𝑝 ∈ ℤ/𝑥 ≠
𝑝𝜋

4
  . Ainsi, 𝐷𝑔 = ℝ\ {

𝑝𝜋

4
 /𝑝 ∈ ℤ}  

 
Ex 22 Calculer : 

1. 𝐼 =  ∫ 𝑠𝑖𝑛2 (
𝑥

2
)𝑑𝑥

𝜋

0
  

2. 𝐽 = ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑚𝑥) sin(𝑝𝑥)𝑑𝑥
𝜋

0
 𝑜ù (𝑚, 𝑝) ∈ ℕ². 

 
Démontrer que : ∀𝑡 ∈ ℝ ,  4𝑐𝑜𝑠3(𝑡) − 3𝑐𝑜𝑠𝑡 = cos (3𝑡) .   
En déduire les solutions de l’équation 8𝑥3 − 6𝑥 − 1 = 0 d'inconnue 𝑥 réelle.   
𝑐𝑜𝑠(3𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(2𝑡 + 𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(2𝑡) cos(𝑡) − sin(2𝑡) sin(𝑡) = [2𝑐𝑜𝑠2(𝑡) − 1] cos(𝑡) − 2 cos(𝑡) 𝑠𝑖𝑛2(𝑡)  
= 2𝑐𝑜𝑠3(𝑡) − cos(𝑡) − 2 cos(𝑡) [1 − 𝑐𝑜𝑠2(𝑡)] = 4𝑐𝑜𝑠3(𝑡) − 3𝑐𝑜𝑠𝑡.  
Soit 𝑥 ∈ [−1,1] . Posons 𝑡 = 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥). Alors 𝑡 ∈ [0, 𝜋] 𝑒𝑡 cos(𝑡) = 𝑥.  

8𝑥3 − 6𝑥 − 1 = 0 ⟺ 8𝑐𝑜𝑠3(𝑡) − 6 cos(𝑡) − 1 = 0 ⟺ 4𝑐𝑜𝑠3(𝑡) − 3 cos(𝑡) =
1

2
⟺ cos(3𝑡) = cos (

𝜋

3
) 

⟺∃𝑝 ∈ ℤ/    3𝑡 =
𝜋

3
+ 2𝑝𝜋 𝑜𝑢 3𝑡 = −

𝜋

3
+ 2𝑝𝜋 

⟺ ∃𝑝 ∈ ℤ/    𝑡 =
𝜋

9
+
2𝑝𝜋

3
 𝑜𝑢 𝑡 = −

𝜋

9
+
2𝑝𝜋

3
 

⟺∃𝑝 ∈ ℤ/   𝑡 =
𝜋

9
 𝑜𝑢 𝑡 =

7𝜋

9
𝑜𝑢 𝑡 = −

𝜋

9
+
2𝜋

3
=
5𝜋

9
 

⟺ 𝑥 = cos (
𝜋

9
 )  𝑜𝑢 𝑥 = cos (

7𝜋

9
 )  𝑜𝑢 𝑥 = cos (

5𝜋

9
 ).  

 

Ex 24 Soit 𝑥 un réel tel que 𝑡 = tan (
𝑥

2
) existe. Exprimer cos(𝑥) 𝑒𝑡 sin(𝑥) en fonction de 𝑡.  

En déduire les solutions de l’équation : (1 − √3) cos(𝑥) = (1 + √3)(1 − sin (𝑥)) d'inconnue 𝑥 réelle.  

 

Ex 25 Justifier que pour tout réel 𝑥 élément de 𝐷 , 
𝑠𝑖𝑛𝑥+sin(3𝑥)+sin (5𝑥)

cos(𝑥)+cos(3𝑥)+cos (5𝑥)
= tan (3𝑥) où 𝐷 est le domaine de « définition » de 

cette formule que l’on déterminera. 
• 

𝑠𝑖𝑛𝑥+sin(3𝑥)+sin(5𝑥)

cos(𝑥)+cos(3𝑥)+cos(5𝑥)
𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 ⟺ cos(𝑥) + cos(3𝑥) + cos(5𝑥) ≠ 0.  

Or, cos(𝑥) + cos(3𝑥) + cos(5𝑥) = cos(𝑥) + cos(5𝑥) + cos(3𝑥) = 2 cos(3𝑥) cos(2𝑥) + cos(3𝑥) = cos(3𝑥) [2 cos(2𝑥) + 1].  
Donc, 
 cos(𝑥) + cos(3𝑥) + cos(5𝑥) = 0 
⟺ cos(3𝑥) = 0 𝑜𝑢 [2 cos(2𝑥) + 1] = 0   

⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/3𝑥 =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 𝑜𝑢 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) = −

1

2
= cos (

2𝜋

3
). 

⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/3𝑥 =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 𝑜𝑢 2𝑥 =

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 2𝑥 = −

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋. 

⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝑥 =
𝜋

6
+
𝑘𝜋

3
 𝑜𝑢 𝑥 =

𝜋

3
+ 𝑘𝜋 𝑜𝑢 𝑥 = −

𝜋

3
+ 𝑘𝜋. 

De plus, cos(𝑥) + cos(3𝑥) + cos(5𝑥) ≠ 0 ⟺ cos(3𝑥) ≠ 0 𝑜𝑢 [2 cos(2𝑥) + 1] ≠ 0  ⇒ 𝑡𝑎𝑛(3𝑥) existe .  

Ainsi, 𝐷 = ℝ \ {
𝜋

6
+
𝑘𝜋

3
,
𝜋

3
+ 𝑘𝜋,−

𝜋

3
+ 𝑘𝜋/𝑘 ∈ ℤ}.  

• ∀𝑥 ∈ 𝐷, sin(𝑥) + sin(3𝑥) + sin(5𝑥) = [sin(𝑥) + sin(5𝑥)] + sin(3𝑥) = 2 sin(3𝑥) cos(2𝑥) + sin(3𝑥) = sin(3𝑥) [2 cos(2𝑥) + 1]   



Alors ∀𝑥 ∈ 𝐷,
𝑠𝑖𝑛𝑥+sin(3𝑥)+sin(5𝑥)

cos(𝑥)+cos(3𝑥)+cos(5𝑥)
=  

sin(3𝑥)[2cos(2𝑥)+1]

cos(3𝑥)[2cos(2𝑥)+1]
 = tan(3𝑥).  

 

Ex 26 Soit 𝑎 =
𝜋

20
  et 𝑆 = tan(𝑎) − tan(3𝑎) − tan(7𝑎) + tan (9𝑎).  

1. Montrer que 𝑡𝑎𝑛(9𝑎) =
1

𝑡𝑎𝑛(𝑎)
  𝑒𝑡 𝑡𝑎𝑛(7𝑎) =

1

𝑡𝑎𝑛(3𝑎)
 . En déduire que : 𝑆 = 2 (

1

𝑠𝑖𝑛(2𝑎)
−

1

𝑠𝑖𝑛(6𝑎)
) . 

2. En déduire que : 𝑆 = 4 .  

1. 
𝜋

2
− 𝑎 =

𝜋

2
−

𝜋

20
=

9𝜋

20
= 9a ; et par conséquent, comme tan(

𝜋

2
− 𝑎) =

1

tan(𝑎)
, 𝑡𝑎𝑛(9𝑎) =

1

𝑡𝑎𝑛(𝑎)
. De même, 

𝜋

2
− 3𝑎 = 7a donc 𝑡𝑎𝑛(7𝑎) =

1

𝑡𝑎𝑛(3𝑎)
.  

Alors, 𝑆 = tan(𝑎) − tan(3𝑎) −
1

tan(3𝑎)
+

1

tan(𝑎)
=

tan2(𝑎)+1

tan(𝑎)
−
tan2(3𝑎)+1

tan(3𝑎)
=⏟

1+𝑡𝑎𝑛2(𝑋)=
1

𝑐𝑜𝑠2(𝑋)

1

𝑐𝑜𝑠²(𝑎)tan(𝑎)
−

1

𝑐𝑜𝑠²(3𝑎) tan(3𝑎)
 

=
1

𝑐𝑜𝑠(𝑎) sin(𝑎)
−

1

cos(3𝑎)sin(3𝑎)
=⏟

sin(2𝑋)=2sin(𝑋)cos (𝑋)

(
2

𝑠𝑖𝑛(2𝑎)
−

2

𝑠𝑖𝑛(6𝑎)
) = 2 (

1

𝑠𝑖𝑛(2𝑎)
−

1

𝑠𝑖𝑛(6𝑎)
). 

2. 𝑆 = 2 (
1

𝑠𝑖𝑛(2𝑎)
−

1

𝑠𝑖𝑛(6𝑎)
) = 2(

sin(6𝑎)−sin (2𝑎)

𝑠𝑖𝑛(2𝑎)sin (6𝑎)
) =⏟

sin(𝑝)−sin(𝑞)=2sin(
𝑝−𝑞

2
)cos(

𝑝+𝑞

2
)

2 (
2sin(2𝑎)𝑐𝑜𝑠 (4𝑎)

𝑠𝑖𝑛(2𝑎)sin (6𝑎)
) = 4 (

𝑐𝑜𝑠 (4𝑎)

sin (6𝑎)
) = 4(

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
−4𝑎)

sin (6𝑎)
) =⏞

𝑐𝑎𝑟 
𝜋

2
−4𝑎=6𝑎 

4 (
𝑠𝑖𝑛 (6𝑎)

sin (6𝑎)
) = 4.  

Ex 27 Montrer que pour tout réel 𝑥 de [0,𝜋] et tout entier naturel 𝑛 , |sin(𝑛𝑥)| ≤ 𝑛𝑠𝑖𝑛(𝑥). 
 

Ex 28 Montrer que : ∀𝑛 ≥ 2, 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

2𝑛
) =

1

2
√2 + √2+ √2 + √……
⏟              
𝑛−1 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐𝑎𝑢𝑥 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑝𝑜𝑠é𝑠

  .  

 

Soit 𝑛 un entier naturel, 𝑥 un réel et 𝑆𝑛(𝑥) = ∑ cos (𝑘𝑥) 𝑛
𝑘=0 .  

1) Calculer 𝑆𝑛(𝑥) 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑥 ≡ 0[2𝜋].  

2) Soit 𝑥 ≢ 0[2𝜋].   Linéariser sin (
𝑥

2
) cos (𝑘𝑥) et en déduire 𝑆𝑛(𝑥). 

 

Justifier que : l’égalité tan (𝑥) =
1

tan (𝑥)
−

2

tan (2𝑥)
   est vraie pour tout réel 𝑥 du domaine 𝐷 de définition.  

En déduire 𝑆(𝑛) = ∑ 2𝑘tan (2𝑘𝑥)𝑛
𝑘=0   où 𝑛 ∈ ℕ 𝑒𝑡 𝑥 ∈ ℝ\{𝑝

𝜋

2𝑘
/𝑝 ∈ ℤ 𝑒𝑡 𝑘 ∈ ℕ} . 

 

Soit 𝑎 un réel .  ∀𝑛 ∈ ℕ, on pose 𝑃𝑛(𝑎) = ∏ 𝑐𝑜𝑠 (
𝑎

2𝑘
)𝑛

𝑘=0 . Calculer 𝑠𝑖𝑛 (
𝑎

2𝑛
)𝑃𝑛(𝑎).  

En déduire la limite de 𝑃𝑛(𝑎) quand 𝑛 → +∞. 

𝑠𝑖𝑛 (
𝑎

2𝑛
)𝑃𝑛(𝑎) = 𝑠𝑖𝑛 (

𝑎

2𝑛
)∏𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= 𝑠𝑖𝑛 (
𝑎

2𝑛
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑛
)∏𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑘
)

𝑛−1

𝑘=0

=⏞

1
2sin

(2𝑋)=sin(𝑋)cos(𝑋)

𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑋=
𝑎
2𝑛
 

𝑑𝑜𝑛𝑐  2𝑋=
𝑎

2𝑛−1 1

21
𝑠𝑖𝑛 (

𝑎

2𝑛−1
)∏𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑘
)

𝑛−1

𝑘=0

=
1

2
𝑠𝑖𝑛 (

𝑎

2𝑛−1
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑛−1
)∏𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑘
)

𝑛−2

𝑘=0

=⏞

1
2sin

(2𝑋)=sin(𝑋)cos(𝑋)

𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑋=
𝑎

2𝑛−1
 

𝑑𝑜𝑛𝑐  2𝑋=
𝑎

2𝑛−2 1

2

1

2
 𝑠𝑖𝑛 (

𝑎

2𝑛−2
)∏𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑘
)

𝑛−2

𝑘=0

=
1

2²
𝑠𝑖𝑛 (

𝑎

2𝑛−2
)∏𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑘
)

𝑛−2

𝑘=0

… 

J’itère ce procédé et j’obtiens :  𝑠𝑖𝑛 (
𝑎

2𝑛
)𝑃𝑛(𝑎) = (

1

2
)
𝑛
𝑠𝑖𝑛 (

𝑎

20
)∏ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑘
)0

𝑘=0 = (
1

2
)
𝑛
𝑠𝑖𝑛(𝑎)𝑐𝑜𝑠(𝑎) = (

1

2
)
𝑛+1

𝑠𝑖𝑛(2𝑎).  

Ainsi, 𝑠𝑖𝑛 (
𝑎

2𝑛
)𝑃𝑛(𝑎) = (

1

2
)
𝑛+1

𝑠𝑖𝑛(2𝑎).  

Ou bien 𝒂 = 𝟎 alors 𝑃𝑛(0) = ∏ 𝑐𝑜𝑠(0)𝑛
𝑘=0 = 1.  

Ou bien 𝒂 ≠ 𝟎. Alors , comme ∀𝑛,
𝑎

,2𝑛
≠ 0 𝑒𝑡  lim

𝑛→+∞

𝑎

2𝑛
= 0, pour 𝑛 assez grand , 

𝑎

2𝑛
∈ ]−

𝜋

2
, 0[ ∪ ]0,

𝜋

2
[ donc pour 𝑛 assez grand, 𝑠𝑖𝑛 (

𝑎

2𝑛
) ≠ 0 et par suite, 

pour 𝑛 assez grand, 𝑃𝑛(𝑎) =
(
1

2
)
𝑛+1

𝑠𝑖𝑛(2𝑎)

𝑠𝑖𝑛(
𝑎

2𝑛
)

=
𝑎

2𝑛

𝑠𝑖𝑛(
𝑎

2𝑛
)
×

𝑠𝑖𝑛(2𝑎)

2𝑎⏟  
𝑓𝑎𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟

𝑖𝑛é𝑝𝑒𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑛
𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑

𝑛→+∞.

.   

Or, lim
𝑛→+∞

𝑎

2𝑛
= 0 et  lim

𝑋→0

sin (𝑋)

𝑋
= 1 donc lim

𝑋→0

𝑋

sin(𝑋)⏟
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒 𝑑𝑒 

𝑠𝑖𝑛𝑋

𝑋

=
1

1
= 1  𝑒𝑡 par composition, lim

𝑛→+∞

𝑎

2𝑛

𝑠𝑖𝑛(
𝑎

2𝑛
)
= 1. 

J’en conclus qie lim
𝑛→+∞

 𝑃𝑛(𝑎) =
sin(2𝑎)

2𝑎
.  

Ainsi, lim
𝑛→+∞

 𝑃𝑛(𝑎) = {
sin(2𝑎)

2𝑎
 𝑠𝑖 𝑎 ≠ 0

1 𝑠𝑖 𝑎 = 0
. 

1.  Exprimer 𝑐𝑜𝑠(4𝑥) en fonction de 𝑠𝑖𝑛(𝑥). 

2. Justifier qu’il existe un unique réel 𝛼 dans ]
𝜋

2
, 𝜋[ tel que : sin(𝛼) =

√5−1

4
 . Exprimer 𝛼 en fonction de 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (

√5−1

4
) 

3. Montrer que : cos(4𝛼) = sin (𝛼) En déduire la valeur de  𝛼.  

1. cos(4𝑥) =⏟
𝐴𝑛𝑔𝑙𝑒 𝑑𝑜𝑢𝑏𝑙𝑒
𝑑𝑢 𝑐𝑜𝑠𝑖𝑛𝑢𝑠

cos(2𝑋)=2𝑐𝑜𝑠2(𝑋)−1
𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑋=2𝑥

2𝑐𝑜𝑠2(2𝑥) − 1 =⏟
𝐴𝑛𝑔𝑙𝑒 𝑑𝑜𝑢𝑏𝑙𝑒
𝑑𝑢 𝑐𝑜𝑠𝑖𝑛𝑢𝑠

cos(2𝑋)=1−2𝑠𝑖𝑛²(𝑋)
𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑋=𝑥

2(1 − 2𝑠𝑖𝑛2(𝑥))
2
− 1 = 8𝑠𝑖𝑛4(𝑥) − 8𝑠𝑖𝑛2(𝑥) + 1.  



2. Il existe un seul pout 𝑀 du cercle trigonométrique dont l’ordonnée vaut 
√5−1

4
 et qui se trouve dans le quart NORD-OUEST du cercle. Par conséquent, il 

existe un unique réel 𝛼 dans ]
𝜋

2
, 𝜋[ tel que : 𝑀 = 𝑀(𝛼) 𝑒𝑡 𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 sin(𝛼) =

√5−1

4
. 𝛽 = 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (

√5−1

4
) est l’ unique réel  de [0,

𝜋

2
] tel que : 

 sin(𝛽) =
√5−1

4
. Alors 𝜋 − 𝛽 ∈ ]

𝜋

2
, 𝜋[  et 𝑠𝑖𝑛(𝜋 − 𝛽) =

√5−1

4
. Donc 𝛼 = 𝜋 − 𝛽 = 𝜋 − 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (

√5−1

4
) . 

3. cos(4𝛼) = 8𝑠𝑖𝑛4(𝛼) − 8𝑠𝑖𝑛2(𝛼) + 1 = 8 ((
√5−1

4
 )
2

)
2

    − 8(
√5−1

4
 )
2

+ 1 =
8

44
(6 − 2√5)

2
−

8

42
(6 − 2√5) + 1 

=
1

2×42
(56 − 24√5) − (3 − √5) + 1 =

1

4
(7 − 3√5) − (3 − √5) + 1 =

√5−1

4
= sin(𝛼).   

Alors, cos(4𝛼) = sin(𝛼) = cos (
𝜋

2
− 𝛼) donc 4𝛼 ≡

𝜋

2
− 𝛼[2𝜋] 𝑜𝑢  4𝛼 ≡ −

𝜋

2
+ 𝛼[2𝜋]  i.e. 5𝛼 ≡

𝜋

2
[2𝜋] ou 3𝛼 ≡ −

𝜋

2
[2𝜋]. Donc, 𝛼 ≡

𝜋

10
[
2𝜋

5
] ou 𝛼 ≡ −

𝜋

6
[
2𝜋

3
].  

Or, si 𝑥 ≡ −
𝜋

6
[
2𝜋

3
] alors sin (𝑥) ∈ {−

1

2
, 1, −1}. Donc, 𝛼 ≢ −

𝜋

6
[
2𝜋

3
] et 𝛼 ≡

𝜋

10
[
2𝜋

5
]. De plus, parmi les réels 𝑥 qui vérifient 𝑥 ≡

𝜋

10
[
2𝜋

5
], seul 

𝜋

10
+
4𝜋

5
 se trouve dans 

dans ]
𝜋

2
, 𝜋[. Ainsi, 𝛼 =

9𝜋

10
. 

 

 


