Corrigé TD Trigonométrie
1) Résoudre cos(x) —+v3sin(x) =1
2) Résoudre —4cos(x) + 3sin(x) =5
x € [— in, —TL’[
3) Résoudre 2

47"
cos(2x) = s
X = §+ 2km
1) cos(x) —+/3sin(x) =1 % cos(x) — ?sin(x) = % & cos (g) cos(x) —sin (%) sin(x) = % & cos (x + g) = cos (g) <3k ez/ ou .
X = —g + 2km
Sol = { + 2k7r + 2km/k € Z} .
2 2
2) —4cos(x)+ 3sin(x) =5 V16 +9 ( Nere ——=cos(x) + msm(x)) =5 —fcos(x) +- sm(x) = 1.Comme (— g) + (g) =1, il existe un réel 8
cos(0) = _E . R )
tel que : 3 - On peut choisir le réel de 6 € [ ,7] tel que cos(f) = —- i.e. 8 = Arccos (—f) convient.
sin(0) = H 5 5

Alors, —4cos(x) + 3sin(x) = 5 & cos(0) cos(x) + sin(0) sin(x) =1 <= cos(x —0) =1 <= Ik € Z/x — 0 = 2kn & Ik € Z/x = 6 + 2km.
Sol ={0 + 2kn/k € 7} .

3
X € [——n, —n[ 2x € [—3m, —2m| 2x € [-3m,—2x[ e i .
3) 2 (:»{ 47 4:»{ 47 & 2x = —Arrcos|(—— ) —2n & x = —-Arrcos|—— ) —m
cos(2x) = _i: cos(2x) = b ik € Z/2x = tArrcos (— E) + 2km ( 49) 2 ( 49)

L 1
Ainsi, Sol = {—EArrcos (_E) n}.

Pour tout réel x de [0, 7], sinx < %X(ﬂ'— x) et pour tout x de [0,%], sin(x) = %x .

1)  Soitf:(x+~ %x —sin(x)) ; x 0 a T
t dérivable sur [0, et vx € =2_ 2

f est dérivable sur [ 2] et Vx [ ] f'(x) cos(x) . 70 n

f" est dérivable sur [0, E] etVx € [O'E] ') = sm(x) =0 . Alors f” est positive | f'(x) /Q_/:F/Vw

et ne s"annule qu’en un point isolé 0 . Par conséquent, f~ est strictement <0 — ~

croissante sur [0 ] flio<o<f’ ( ) Comme f” est continue sur [O ] f@) U\\ //U

le théoreme des valeurs intermédiaires assure que f’ s’annule sur [O, E]
. . ™ . ™ . \ e . .
Comme f” est strictement croissante sur [0, ;] , f* ne s’annule qu’une seule fois sur [0, E] en un réel a. Alors d’apreés les variations de f’, on peut en déduire le
. . . . . . 3 . . \ s o " .
signe de f’ et par suite les variations de f indiquées dans le tableau de variations. D’apreés les valeurs f(0) = f (E) = 0 et les variations de f, je peux conclure

que Vx € [ ] ,f(x) <0 et par conséquent, Vx € [0 —] %x < sin(x).

2)  Soit f:(x P sin?(x) — %x(n - x)).
vx € [0,7],m —x € [0,] et f(m — x) = f(x).Donc, les points M(x, f(x)) et M'(m — x, f(x)) sont deux points de Cf et sont symétriques par rapport a la
droite d’équation x = g La courbe Cf est donc symétrique par rapport a cette droite. En étudiant f sur [O,g] puis en complétant I'étude en utilisant cette
symétrie, on aura le signe de f que [0, 7].
Etudions donc f sur [O, g]
f est dérivable sur [0,%] etVx € [0,%] , f'(x) = 2sin(x) cos(x) — % [(mr—x) — x] =sin(2x) + % [2x — 7).
’ - ™ T " _ 8
f" est dérivable sur [0,;] etVx € [O’E] , [ (x) = 2 cos(2x) +=
f"" est dérivable sur [0,;] etVx € [O, g] , """ (x) = —4sin(2x). . Alors f” est positive et ne s’annule qu’en un point isolé 0 . Par conséquent, f’ est strictement

. ks
croissante sur O’E]'

x 0 b a T Des variations strictes , valeurs et continuité de f”, j'en déduis que f”
2

77(x) — s’annule une seule fois sur [0,%] en un réel a. On en déduit le signe de f”
f’(x) | >0 puis les variations de f” . Des variations strictes , valeurs et continuité de f,
e M <0 j’en déduis que f” s’annule une seule fois sur [O,g] en un réel b. On en déduit

< O/G/N 0 le signe de f” puis les variations de f.Des valeurs et variations de f, on en
f(x) 0\ 0 déduit le signe de f: Vx € [ ] f(x) < 0et par symétrie, Vx €

[0, 7], f(x) < 0. Ainsi, Vx € [0, 7] sin?(x) — ;x(n —X)).

Montrer que f: (x = COS( ) + tan ( s )) est périodique et déterminer une période (la plus petite possible).
2x+2 3x+3T 2x 2 3x 3
Jecherche T > Otelque: Vx, f(x+T) = f(x). Or, f(x +T) = cos( ) + tan (T) = cos (?+ ET) + tan (?+ ET)'

Cherchons T telle que g = 2km et ET =mm aveck etmentiersi.e. T =3kmet T = STmr[. Or, 3km = 5?m7r & 9k =
5m.Prenons k = 5etm = 9. Alors, T = 15m convient. Ainsi, f est 15 — m périodique.

Représenter f: (x = 2cos G) — cos (x)).

f est définie, dérivable donc continue sur R.

Vx € R, f(x + 4m) = 2 cos (g + 477[) — cos(x + 4m) = 2 cos (’2—‘ + 21'[) —cos(x + 4m) =2 cos (g) —cos(x) = f(x). f estdonc 4w — périodique.
Vx € R, f(—x) = 2cos (—g) — cos(—x) = 2 cos (’2—‘) —cos(x) = f(x). f est donc paire.



Etudions f sur [0,27]. On complétera ensuite I'étude par symétrie et périodicité.

vx € [0,27], f'(x) = Z(— sin (5)) + sin(x) = sin(x) — sin( ) = 2sin (xj) cos( ﬂ) = 2cos (3 )sm ( )

Etudions le signe de f’(x) ; pour cela, il faut étudier le signe de sin (—x) et sm( ) puisque f'(x) > 0 & Sm( x) et cos G) sont de méme signe.

Vx € [0,27{],34—x € sin (_) =0

o

€ [O,g] donc

cos(Z)20 o Zef0 = xeo,

21r] .
3

Et par suite, Vx € [0,27], f'(x) > 0 & (x =2mouxe€ [0 —]) et f' s’annule uniquement en 0, en 2 et en 2—“ . J’en déduis que f est strictement croissante

sur [0 ] et strictement décroissante sur [ 211] D’ou le tableau des variations, valeurs de f et tangentes de Cf :

X 0 21

f'ix)| 0 - 0

f)

N|“'Ow|§l"

/

10

-24 -22 =20 -18 -16 —-14 -12 =10 —8 -6 -2 0 P 6 8 10 12
-2
-4
sin(x 2 10nR . sin (ax tan (x
a. Rappeler llm x( ) . En déduire la valeur de llrr(%#en fonction du paramétre réel a et llm x( )
X—
w-1_ 1@\ (-1 -1
cos(x)— 2 , g . cos(x cos(x)—
b. Montrer que —5— = —=( —=2~ | . En déduire la valeur de 11m . Puis calculer lim T
X 2 5 x—0 tan?(x)
a. llm Smm =1.Alors Vx # 0,—— Sm(ax) sin(ax) .Comme 11m ax =0 et 11m Sm(t) 1, lin(x)M = 1 etainsi, lir%@ =a.
x— x>
continuité
fanl) _ ;M .Commelimcos(x) 2= 1,lim =-=1let llm sm(X) 1, lim 22 = 4,
x cos(x) x x—0 x—-0 cos(x) 1 x-0 X
Autre méthode : 22 = % = taux d'accroissementde tanen 0.
Comme tan est dérivableen 0, llm fan (x) =tan'(0) = 1 + tan?(0) = 1.
1-2 (sin —1 sin - sin(% sin(% . cos(x)-1
b.vx # 0, Cos(x) 1= ( ( )) -1 ( ( )) =-1 # . Comme llm* =0et llm Sm(t) 1,1 m# =1 et ainsi, th
2 2 X2 2 3 02 x=0 5 x—0 x?
Z
cos(x)-1 cos(x)—l (Cos(x) 1) ( x )2
tan2(x)  x2 tanz(x) tan(x)/ *
t 1 cos(x)—-1 1 1
Commelma"() 1,lim ! 1 Donc lim&WL_ Ly 1
>0 X x—0 tan(x) 1 x—0 tanz(x) 2 2

Résoudre les (in-)équations suivantes d’inconnue x réelle :
4cos?(x) +2(1+V2)sin(x) —4—vV2 =0

2cos3(x) — sin?(x) = 5cos(x) — 3

[Isin ()]l =1

cos? (x + g) +sin?(2x) =1

V6sin(2x) — V2 cos(2x) = 2

sin(2x) + sin(4x) + sin(6x) + sin(8x) + sin (10x) = 0

1. Soit x un réel. On pose X = sin(x).

e Gal g 9IS (5

cos?(x) > 3:
tan(3x) < 1
9. cos(x) —sin(x) =
10.
11.

1
2 cos(x)
cos(2x) — tan(x) > 1
cos(x) —sin(x) = 1.

4cos?(x) + 2(1 + V2) sin(x) — 4 — V2 = 04(1 — sin®(x)) + 2(1 +v2)sin(x) —4 —v2 =0

1+V2_V2 1
X=sin(x) ath="5 =
ey 1++/2 2 - 2
= 4X2—2(1+\/7)X+\/7=0<:>X2—( 2\/_>X+\/T_=O = <X—\/7_
=24 2kn
ou
x=n—§+2kn=%+2kﬂ
(:X=£auX=l=>sin(x)=sin(E) 0usin(x)=sin(z)=>flk€Z/ ou
2 2 4 6 P
x=g+2k7r
ou

Donc, Sol = 5 + 2km, X + 2k, = + 2k, " + 2kn/ k € T}

x=m—2+42kr ="+ 2kn
6 6



Donc, Sol = {7 + an,— + = k1r,

12.

13.
Soit x € R\ {g + E/k € Z} Comme (x - tan(3x)) estE —périodique, je peux résoudre I'inéquation sur | —
Soit x €] —

14.

2. 2cos®(x) — sin®(x) = 5cos(x) — 3

3. |lsin(x)]| =1 & |sin(x)] =

+1 & sin(x) € [1,2[ ousin(x) € [-1,0] & sin(x) = 1 ousin(x) < 0

< 3keZ/ x=§+2k1r oux €] —m + 2km, 2km[.
Donc,Sol = Uk,.ez] — 1 + 2km, 2kn[U {g aF 2k7r}.
4, cos? (x + g) +sin?(2x) =1 & 1 — sin? (x + g) + s5in?(2x) = 1 © sin? (x + g) = sin?(2x)

©sin (x + g) = sin(2x) ou sin (x + g) = —sin(2x)

©sin (x+§) = sin(2x) ou sin (x+§) = sin(—2x)
@3k€Z/x+g:2x+2k1toux+§:1t—2x+2knoux+§:—2x+2knoux+g:n+2x+2k7r

™

4=>Eik€Z/x=g+ 2knou3x=2—n+2knou3x=—z+2knoux=—2—n+ 2km

<=3k e/

T

2km Zkrt

x=§+2kn0ux——+—oux———+—o x——?+2k1r

+ kn, —+2kn/kEZ}

5. +6sin(2x) — \/fcos(Zx) =24/6+2 [— sin(2x) — TCOS(Zx)] =2 2V2 [? sin(2x) — %cos(Zx)] =2
= [cos ( )sm(Zx) — sin ( )cos(Zx)] \/_4=> sin (2x - 7) = sin ( )
2x—2="42kmou2x —Z=n "4 2kn
6 4 6 4
<3k EL/x :;—:+krr0ux :121—4n+k1'r.Ainsi,Sol { + km, 11—”+k1'[/k E Z}

<=3k e/

6. sin(2x) + sin(4x) + sin(6x) + sin(8x) + sin(10x) = 0
& sin(2x) + sin(10x) + sin(4x) + sin(8x) + sin(6x) = 0
& 2sin(6x)cos (4x) + 2 sin(6x)cos (2x) + sin(6x) = 0
< [2 cos(4x) + 2 cos(2x) + 1] sin(6x) =0
& [2cos(4x) + 2 cos(2x) + 1] = 0 ou sin(6x) =0
< 2(2cos?(2x) — 1) + 2cos(2x) + 1 =00ou3Ik € Z/ 6x = kmr .

X=cos (2x)
~

S 4X?+2X-1=0ou3k€Z/x==n

@X:_zgz‘/g:_lr/gou - \/—ouEIkEZ/x——n
:}cos(Zx)=#§=iﬁoucos(2x)— s \/—ouEkEZ/x——
<:>2c052(x)—1—_+‘/_ou 2cosz(x)—1—1—‘/_ou3kel/x——

& cos?(x) =

\/3

=0ou cos?(x) =

_\/—ouﬂkEZ/x—g

:}cos(x)=i/T\/goucos(x)= 3\/—ouEIkEZ/x——

3++5 3+
< 3k € Z/x = Arccos | + 8\/_ + 2km ou x = —Arccos | + 8\/_ + 2km

oux = Arccos | + ﬂg) + 2km ou x = —Arccos

Sol = {iArccos <+ ,3+‘/_> + 2km, +Arccos < 2 5) + an,gn /k € Z} .

cos®(x) > —4=>C >0 (cos(x) - —) (cos(x) + ) > 0.
Comme (x — cos?(x)) est m —périodique, cherchons les solutions sur [0, 7r].

Or, cos(x) —g >0 < cos(x) >§=> x € ]O,%[. Et cos(x) +§> 0 & cos(x) > —gﬁx € ]O,s?n[

(€2}

cos(x) — —

2

x b3 5t
0 g ? Vs
3 + 0 - -
cos(x) — -
V3 + + 0 -
cos(x) + -
+ 0 - 0 +

3x #i+kn e x # 2+
2 6 3

E—[Alors3xe] [ Donc, tan(3x)<1 <:>3x€]—— —[@xe] ZE[
Ainsi, Sol = U] — +E £+—[
. T, km
Soit x € R\{E-i_? € Zi.
i - - 202) _ 9 i _
cos(x) — sin(x) 2 c0s(0) & 2co0s*(x) — 2sin(x) cos(x) =1

15.

&cos (2x) — sin (2x) = 0<cos(2x) = sin (2x) & cos(2x) = sin (2x)
& cos(2x) = cos(g— Zx) < 3k €Z/2x :g— 2x + 2km ou 2x = —g+ 2x + 2km

< 3kEeEL/x = g + % ou impossible . Ainsi, Sol = {g+ kz—"/k € Z}.

Soit x € R\ {g

+%ez}.

La fonction (x = cos(2x) — tan(x)) étant m —périodique, résolvons cette équation sur | — g,g[ :

cos(2x) — tan(x) > 1 & 2cos?(x) — 1 —tan(x) > 1 &

Tnz() tan (X) > 2

= 2 — tan(x)(1 + tan?(x)) > 2(1 + tan?(x))

_,E[.

66

(s

+ /3 ‘/_>+2k7r ou x—gn.

Ainsi,

||
T 57
Sol = U[kn,g + ko] U] 2 + ke, k]

k€EZ




o tan®(x) + 2tan?(x) + tan(x) < 0 & (tan?(x) + 2tan(x) + 1) tan(x) < 0
& (tan(x) + 1)%tan(x) < 0 & (tan(x) + 1)? tan(x) < 0

& tan(x) # —1et tan(x) <0

=1-5on -3

Ainsi, Sol = U;’ez] = E + pr, +pm[ \ {— L pn}

16. cos(x) —sin(x) =1 \/_( cos(x) — Tsm(x)) >le ?cos(x) \/_sm(x) > T

T
= cos(x+ ) Tc)zlp EZ/—Z+anx+ZSZ+pn<:> ap EZ/—E+anx5pn
Ainsi, Sol = Up-ez[_g + pm, +pm]

1
cos(x)cos(7x)—cos(3x)cos(5x)

Déterminer le domaine de définition de f(x) = [tan (Zx — —) etg(x) =

tan(Zx—g) existe {VkEZ,( x—f);t + km {VkEZ,x¢3—”+k—”

o  f(x)existe & { .
tan (2x - —) >0

tan (Zx—f)>0 tan(2x—f)>0
u:(x » tan(Zx ——)) est — — périodique (car D,, = ]R\{ L /k € Z} Vx €Dy, x +12—[ €D, etu(x +§) = tan (Zx +m —%) = tan(Zx —%) =u(x)).
Cherchons le signe de u sur [0 ] \{ }

Vx € [O,E]\[S—n} 2x €0, n]\{ } et 2x € [ z 3"]\{ } et par conséquent,

tan(2x——)>0=>0<2x——< = - <x<?

Parsuite u(x) >0 <= x € UkEZ] +k—" 3—7T+ [ Ainsi, Df = UkEZ] +E 31+ [

o g(x)existe & cos(x)cos(7x) — Cos(3x)cos(5x) *0&e > [cos(8x) + cos (6x)] — %[cos(Sx) +cos (2x)] #0

Or, cos(x)cos(7x) — cos(3x)cos(5x) = 0 & %[cos(Bx) + cos(6x)] — % [cos(8x) + cos(2x)] = 0 & cos(6x) = cos(2x)
(:»EIpEZ/6x:in+2pn<:>ElpEZ/xzz%nouxzz%n(:»ElpEZ/xz%n .

Donc, g(x) existe & Vp € Z/x # % . Ainsi, Dg = R\ {%" /p € Z}

Ex 22 Calculer :
1. I= f:sin2 (g) dx

2. = f: sin(mx) sin(px) dx ou (m,p) € N2,

Démontrer que : YVt € R, 4cos3(t) — 3cost = cos (3t).

En déduire les solutions de I'équation 8x3 — 6x — 1 = 0 d'inconnue x réelle.

cos(3t) = cos(2t + t) = cos(2t) cos(t) — sin(2t) sin(t) = [2cos?(t) — 1] cos(t) — 2 cos(t) sin?(¢t)
= 2c¢0s3(t) — cos(t) — 2 cos(t) [1 — cos?(t)] = 4cos3(t) — 3cost.

Soit x € [—1,1] . Posons t = Arccos(x).Alors t € [0,7] et cos(t) = x.

1 T
8x3—6x—1=0 < 8cos3(t) —6cos(t) —1=0 < 4cos3(t) — 3 cos(t) = TR cos(3t) = cos (§)

I I
< 3aAp€eZ/ 3t=§+2pn0u3t= —§+ 2pm

Ipez/ t n+2pﬂ t 7T+2m
= = — _ P p— -
pez/ 9" g % 9773
Ip T/ t T . 7 . TL'+2TL' 5t
JEN _ " T -4
PEL/ t=gout=-gou 973 "9
oy (n) _ (771) _ (571)
X = cos 9 ou X = Cos 5 ou X = cos 5 )

Ex 24 Soit x un réel tel que t = tan (g) existe. Exprimer cos(x) et sin(x) en fonction de t.

En déduire les solutions de I'équation : (1 = \/§) cos(x) = (1 +/3)(1 — sin (x)) d'inconnue x réelle.

sinx+sin(3x)+sin (5x)
cos(x)+cos(3x)+cos (5x)

Ex 25 Justifier que pour tout réel x élément de D , = tan (3x) ou D est le domaine de « définition » de

cette formule que I’on déterminera.
sinx+sin(3x)+sin(5x) .

mexlste & cos(x) + cos(3x) + cos(5x) # 0.
Or, cos(x) + cos(3x) + cos(5x) = cos(x) + cos(5x) + cos(3x) = 2 cos(3x) cos(2x) + cos(3x) = cos(3x) [2 cos(2x) + 1].
Donc,
cos(x) + cos(3x) + cos(5x) =0
< cos(3x) =0ou [2cos(2x) +1] =0
& 3k eZ/3x = g+ km ou cos(2x) = _E = cos (23")
< 3k € Z/3x =§+ km ou 2x =2?n+2k7tou2x = —?+ 2km.
= HkEZ/x:g+k3—n oux:§+krcoux: —§+kn.
De plus, cos(x) + cos(3x) + cos(5x) # 0 & cos(3x) # 0 ou [2 cos(2x) + 1] # 0 = tan(3x) existe .

km w

Ainsi, D = R\{ +55t km, ——+krt/k € Z}
. Vx € D, sin(x) + sm(3x) + sin(5x) = [sin(x) + sin(5x)] + sin(3x) = 2 sin(3x) cos(2x) + sin(3x) = sin(3x) [2 cos(2x) + 1]



sinx+sin(3x)+sin(5x) _  sin(3x)[2cos(2x)+1]
cos(x)+cos(3x)+cos(5x) | cos(3x)[2cos(2x)+1]

Alors Vx € D, = tan(3x).

Ex 26 Soit a = % etS = tan(a) — tan(3a) — tan(7a) + tan (9a).

1 1 . q 1 1
1. Montrer que tan(9a) = et tan(7a) = ——— .En déduire que : S = 2 (— — —)
tan(a) tan(3a) sin(2a)  sin(6a)
2. En déduire que :S=4.
T T oom 1 1
L Z-a=5-5= 5 = 9a; et par conséquent, comme tan (— - a) @’ tan(9a) = o '3 =
_ 1 _ tan’(a)+1 _ tan®’(3a)+1 _ 1 _ 1
AIors, S = tan(a) tan(3a) tan(3u) + tan(a) - tan(a) tan(3a) - X cos*(a)tan(a)  cos*(3a)tan(3a)
1+tan2(X)=Co$2(x)

_ 1 _ 1 _ ( 2 2 ) -2 ( 1 )
- cos(a) sin(a) cos(3a)sin(3a) - sin(2a)  sin(6a) - sin(2a)  sin(6a)/’

sin(2X)=2sin(X)cos (X)
T
) » ) sin (—4a) car ;—4a=6a e
2. S = 2( : 1 : 1 ) -2 (su.l(ﬁa) s.m (Za)) _ 2 (Zs'm(za)c.os (4a)) —4 (c¢.7s (4-a)) — 4( G ) = 4 (s%n( a)) _
sin(2a)  sin(6a) sin(2a)sin (6a) sin(2a)sin (6a) sin (6a) sin (6a) sin (6a)
sin(p)-sin(q)= Zsm(p q)cos(pzﬁ)
Ex 27 Montrer que pour tout réel x de [0,7] et tout entier naturel n, |sin(nx)| < nsin(x).

Ex28Montrerque:VnZZ,COS(Z%)=% 2+ /2+\/2+\/.......

n—1radicaux superposés

Soit n un entier naturel, x un réel et S, (x) = Xj=, cos (kx) .
1) Calculer S, (x) pour x = 0[2m].

2) Soit x Z 0[2m]. Linéariser sin ( )cos (kx) et en déduire S, (x).
1

tan (x) - tan (2x)

En déduire S(n) = ¥*_, 2¥tan (2¥x) oun € Netx € ]R\{pzlk/p € Zetk € N}.

Justifier que : I'égalité tan (x) = est vraie pour tout réel x du domaine D de définition.

Soit a unréel. Vn € N, on pose P,(a) = [[3- 0cos( ) Calculer sm( )P (a).
En déduire la limite de P, (a) quand n — +oo.

%sin(zx)zsin(x) cos(X)

avecX:%

n n-1 donc 2X=% n-1
(3@ = sin () [eos (i) = sin GG eos ()| [eos(Gr) 27 gwsin ) [ [eos )
sin a) = sin cos (=) = sin cos cos = —Sin\—+ CoOS \ =
2n 2n 2k 2% 2% 2k 2L Ze=1 2k

k=0 k=0 k=0

;sm(ZX) sin(X) cos(X)
avecX:zn,1
n-2 donc 2X=-2 n-2 n-2

2

1. ca - 11
=gsn (zn 1) cos zn 1)1_[COS - 22 5 2" 2n-2, 1_[“’5 2k 2z 2" 2n=2 HCOS

k=0 =0

o
=

a 1

k

Jitere ce procédé et j'obtiens : sm( )P (a) = G) sin (5) 1% Ocos( ) = (E)n sin(a)cos(a) = (E)n 1sin(Za).
Ainsi, sm( )P (a) = ( )n+ sin(2a).

Ou bien a = 0 alors B,(0) = 0cos(O) =1.

Ou bien a # 0. Alors , comme Vn ~#0et 11m ;in = 0, pour n assez grand E ]—— 0[ ]0 [donc pour n assez grand, sm( ) # 0 et par suite,

(1)n+ sin(2a) a in(2
pour n assez grand, P,(a) = ~¥——~— = —2—~ X sin(2a)
sin(z)  sin(zn) 28
facteur

inépendant den
donc constant quand

n—+oo.
a
a sin (X X 1 . on
Or, 11m —=0et 11m ( ) = 1 donc lim —— =-=1 et par composition, 11m =1
o0 2™ X-0 sin(X) 1 +00 sm( )
LS
inverse de
sinX

X

, . q __ sin(2a)
J’en conclus gie nlirf P,(a) = —
sin(2a)
Ainsi, lim B,(a) = { sia* 0
[P 1 sia=0

1. Exprimer cos(4x) en fonction de sin(x).

2. Justifier qu’il existe un unique réel a dans E, n[ tel que : sin(a) = @ . Exprimer a en fonction de Arcsin (@)

3. Montrer que : cos(4a) = sin (a) En déduire la valeur de a.

2
1. cos(4x) = 2cos?(2x) — 1 = 2(1 - 2sin*(x))" — 1 = 8sin*(x) — 8sin®(x) + 1.
Anglew&ouble Angle\vaouble
du cosinus du cosinus
cos(2X)=2cos2(X)—1 cos(2X)=1-2sin*(X)

avec X=2x avec X=x



2. Il existe un seul pout M du cercle trigonométrique dont I'ordonnée vaut @ et qui se trouve dans le quart NORD-OUEST du cercle. Par conséquent, il

existe un unique réel a dans ]g,n[tel que : M = M(a) et par suite tel que sin(a) = @. B = Arcsin (@) est I unique réel de [0, g] tel que :

sin(B) = $, Alorsm — B € ]g,n[ etsin(m—p) = @. Donca =7 — 8 = m — Arcsin (@) .
2,2 2
3. cos(4a) = 8sin*(a) — 8sin®(a) + 1 = 8 ((@) ) -8 (@) +1=2(6-2V5)" -2 (6-2V5) +1

== (56—24«@)—(3—\/3)“=§(7—3\/§)—(3—£)+1=E:sin(a).

2x42 4
Alors, cos(4a) = sin(a) = cos (% — a) donc4a = g— a[27] ou 4a = — g + a[2n] ie.5a = §[2n] ou3a= —%[271]. Donc, a = 1"—0[2?"] oua = —g [Z?n]
Or,six = -z [2—”] alors sin (x) € {—1, 1, —1}. Donc, a # - [Z—H] eta== [Z—H] De plus, parmi les réels x qui vérifient x = z [2—"], seul = + 2% se trouve dans
6l3 2 6l3 10ls 10ls 10 s

s . 9o
dans ]—, n[ Ainsi, @« = —.
2 10



