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Ex 1 A. Cas particulier : Soit p € N\{0,1}. Pour tout entier naturel k, on pose u; = et Vvn e N% S, =27,

1
Tk+Dp)
)
1. Montrerque: Vk €N, (k+p + Dugyq = (kK + Duy.
2. Endéduireque:vn € N*,S,, = é ((n+Du, —1).

o o _ :
3. MontrerqueVn € N,0 < u, < DD En déduire la limite de la suite (S,,) quand n — +oo.
1 Soitk € N.
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Donc, (k +p + Dugyq = (k+ Duy.
2. Ona: (k+p+ Dugyr = (k+ Dugdonc (k+ 2)uper — (B + Dug = (1 — pugey.
Par conséquent, YrZal(k + 2)upsq — (k + D] = X023 + Dugyr = (1 — p) TR s
somme télescopique

Yendéduisque: (n + Du, —ug = (1 —p) Dj=q Uk-

Sn
- 1 1 11
Ainsi, S,, = E((n + Duy —ug) = E((n +Du, — 1) carug = o =:=1
. u,(n+1)(n+2) _ 1 (m+1)(n+2) _ nlp! (n+1)(n+2) _ (n+2)!
3. Soitne€eNu,>0et o = (n:p) o = ) - = o = <lcarp=2donc0< (n+2)<(n+p).Par
. s 2 e .y . p! (n+p!  _
consequent en multipliant Uinégalité par u,, j'obtiens: 0 <u, < DT Parsuite,0 < (n+ Du, < DD (n+2) .Comme
lim —=0= 11m 0, le théoreme des gendarmes assure que 11m (n + 1)u, = 0. Alors en passant a la limite dans l’égalité

n—>+oon+2
1
obtenue a la question 2., je peux conclure que lim S, = —.
n-+o p—-1

Ex 2

1. Montrerque: pourtousréelsa, b, cetd, |ac + bd| < va? + b*yc? + d=.

2. Montrerque: |ac + bd| = v a? + b*y c? + d? sietssi ((a, b) = (0,0) ou Ik € Rtel que c = ka et d = kb)

3. SoitC = {(x,y) € R?/x*+y* =1} etA = {x + 2y/(x,y) € C}. Montrer que A est bornée et admet un maximum et un minimum.

1. Rappelons linégalité de Cauchy-Schwarz : pour tous réels ay, ay, ..., ay, by, by, ..., bp, |Xk=1 axbi| < \/Zk 1 ak JZ
Prenonsn = 2,a; = a, a, = b,b; = c et b, = d. Alors, l'inégalité de Cauchy Schwarz donne : |ac + bd| < v a? + b*Jc? + d*.

2. Rappelons le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tous réels a,, ay, ..., ay, by, by, ..., by,

Vk ay = 0
X0 arby| = \/Z}}zl a2 x \/Z}jzl b? sietssi ou
A1 € Rtel que: by, = lak
a=b=0
Ici, ce cas d’égalité s’écrit : |ac + bd| = Va? + b?Vc? + d? sietssi ou

JA e Rtelque:c=Aaetd =2Ab
sietssi ((a,b) = (0,0) ou 33X € Rtelque (c,d) = A(a,b) .
3. A={x+2y/(x,y) € R? et x* + y* = 1}. Montrons gue A est bornée.
Soitt € A. Alorsil existe x ety réels tels que t = x + 2y et x* + y* = 1.
d'aprés 1
Alors|t] = |[1x +2y| < VIZ+2Zx Jx2 +y2 =/5x V1= @ . Autrement dit, —V/5 < t < /5.

indépendant de t

Donc A est bornée et\/gmajoreA et — /5 minore A.

De plus d’aprés 2, |1x + 2y| = V12 + 2Z x \/x2 + yZ sietssidA € Rtelque: x =A X lety = A X 2.
Cherchons 1 € Rtel que: x = A X 1ety =Ax2etx’?+y?=1.

P+ =1o52=1c1=

\F
PrenonsA = ﬁ' x = ﬁ ety = Tg' Alorst =x + 2y = % =+/5€ A (car x* + y? = 1). Donc le majorant /5 de A appartient 2 A. J’en

conclus que V5 = max(4).

Alorst =x + 2y = -2 =_V5e4 (car x* + y? = 1). Donc le minorant —V5 de A appartient

1 1
PrenonsA=——, x =——ety = — N

V5’ V5
a A. Ven conclus que —V5 = min(4).
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Ex3 SoitA ={ZL/(n,q) € N%et 0 < q < 2"},

1. Soitx € [0,1]. Montrerque:VYn € N,3!q € [0,2™]/0 < x _zi" <2in.

2. Endéduire qu’entre deux réels de [0,1] ,il y a toujours un élément de A.

1. Soitx € [0,1] et n € N. je cherche g € [0,2"] telque: 0 < x _zin <2in. Soit g un entier.
0Sx—zin<2in<:)0s2"x—q<1<:>q£2"x<q+1<=>q=[Z"xj.
Donc, |2™x] est la seule solution possible, mais cette solution est-elle comprise entre 0 et 2™ ?

Je saisque x € [0,1] donc 0 < 2™x < 2™ et par suite, 0 < [2™x| < 2™x < 2™ . Ainsi, ¢ = |2"x] convient et est le seul entier qui
convienne.

2. Soitxetydeuxréelstelsque0 <y < x < 1.Posonsa = x — y. Cherchons un entier naturel n tel quezin <a.

S ns 1 1o _ _ In(a) _ @], 4. 1
m<a C;; 2" > s nin(2) > In (a) =—In(a) & n> e Prenons ny = max (l ln(Z)J +1; 0). Alors g < Q-

Zin>0 eta>0
1
2m0 "

Alors, en soustrayant x de part et d’autre de cette inégalité puis en multipliant cette inégalité par —1, nous obtenons : y < 2q—° <x.

no

D’aprés 1., ilexiste un unique qq € [0,2™ ] telque: 0 < x — qu“o < Et par suite, 0 < x — qu”o <a=x-—Yy.

Ainsi, Zch:j est un élément de A compris entre x et y.



