CORRIGE DU TD
Forme algébrique, forme trigonométrique d’un nombre complexe. GEométrie avec les nombres
complexes.

x et y désignent des réels, z un complexe, 1 un entier naturel et R = (0,1,]) est un repére orthonormé direct du plan.

Soit z un nombre complexe et x un réel. Expliquer pourquoi ces nombres complexes sont réels ou imaginaires purs :

B_(_—)/(3+—3) C_Zz_iz D_(ix_l_i)z t E—;
=(z z‘ (z) Z. o : )— P = (e oix e T e-ix_gix
_ z-z _ 2im(2) _ 2im(z) _ Im(2) . . . 1\2 . .
B= 23423 z3+z3 2Re(z3) - Re(z3)l € iR. D= (elx + 97) = (elx + e—lx)Z = (2 COS(X))Z ER™.
Radvcl) . .
_ €R E=—»F+ —_' ___! R
z2-22  z%2-zZ  2ilm(z%)  2Im(z?). . e~iX—_elX  2isin(-x) 2sin (x)
== = = = € iR
zZ+2 |z|2+2 |z|2+2 |z|>+2
ER
Calculer les parties réelle et imaginaire, le module et un argument de chacun des complexes suivants et placer I'image ponctuelle de ce complexe dans le plan
0 (;t ) 5 o—— = 9. i+1++v2e¥™
wan(x
¢ -l) 8 1+ix 10. 14 e 4 g2ix
2 ( i-1 ) 6. 11, Ynoleikx
0 " 1—ix 5 —0€
l—l\F?: 1+cosx+isinx k—f) 2016
3. (1 - 1)2 7o .. 2eix_p
1—cosx+isinx 12. —_— .
4. A+ 8. e*—e eix—e'z

_ (@i-3) _ @i-3)(2-)d _ @i-3)(2-93 _ 1., 3 20_: N2 _ 13
S T o T i 5 D@ +3.22() +3.2(-D% + (-D?)

= %(41’ —3)(8-12i—6+1i) = 5—13(41' —3)(2-11) = 5—13(411' + 38). Donc, Re(z) = :—;et Im(z) = z—g

IZI:M = \/g = \E = g .Notons 6 l'argument principal de z. Alors z = \E — x 38 + >< 41i |.Donc, 8 € ]0, g[ et tan(9) = g.

[2=i®

‘.,_./
cos (6) sin (0)

Ainsi, 0 = Arctan =
38

10.

1 uf 2¢753 vz 16 16 16 16

)
_ AT _ (265N (g N L (L Y 2 s _ L) _ 1 i) _ 1 (oo () 4 i () < g
7= 11( _< _,,) _( e'\a 3) _(ﬁe 4 3) =—¢e \2 3/=—e\3/)=—¢e\3/= (COS(3)+lSln( ))— +—.
_1

Ainsi, Re(z) =
z=(1-1i)?= —ZL =2e” i: . Ainsi, Re(z) =0,Im(2)=-2,|z| =2etarg(z) = _77[[21'[].

1999 1999 741999 . - ; n_m (m
00 = [ D) <[] ] B ) o
=+/2.29%, cos (%) — iv/2.2%%° sin G) = 2999 — (2999 Ainsi, Re(2) = 2°°%, Im(2) = —2°%, |z| = V2.2°% et arg(2) = iT[Zn].
1 1

_ _ _ cos(x) _ cos(x) —ix — — 2 —
T tritan(o) 1+Lcs;:((:)) T cos()+isin(x) e = cos(x) e = cos(x) (COS(X) lSln(x)) = cos*(x) — isin(x) cos(x).

Im(z) ZI =et arg(z) = —[271].

—x [2m] si cos(x) >0
Ainsi, Re(z) = cos?(x) , Im(z) = =sin(x) cos(x), |z| = |cos (x)| et arg(z) = { n'existe pas si cos(x) = 0.
—x + m [2m] si cos(x) < 0
1+ix  (1+ix)? 1-x2+2ix  1-x2

2= = B = SR = 20+ 1 one, Re(@) =455 et Im() =555
Posons 8 = Arctan(x).Alors 8 € ]—— —[ et x = tan(0).
isin(6) 1_Hsm(e) ) .
. 1+itan(0) cos (6) cos (8) cos (0)+isin(6 elf 20 i24rct _
Par suite, z = {5 = iy = 0T = s gy = e = €120 = €47, Donc, 2] = 1 et arg (2) = Arctan(x)[2r]
Lcos (C)) Lcos (C))
X . (T
1+cosx+isinx 1+elX 2 COS(g)elf cos(g)e”‘ cos(g)el(x 7) ) x
= — =— = = ——Zm = —2— = cotan (> ) e' = cotan (> ) cos x—— + icotan (=) sin (x — =
1-cosx+isinx  1-e —2isin(—5)e 5 Lsm(g) sm(g) 2

z = cotan (2) sin(x) — icotan G) cos (x). Donc Re(z) = cotan (g) sin(x) et Im(z) = —cotan (E) cos (x).
{(x ——) [2r] si cotan( ) >0

Et|z| = |cotan (§)| Et arg(z) = { nexiste pas si cotan (;) =0.
k(x + E) [27] si cotan (g) <0

e — e = e (el — 1) = e (ZLsm ( ) (¥)) = 2sin (%) ei(XHZIM) .Donc, Re(z) = 2sin (x;—y) cos (@) et Im(z) = 2sin (x;—y) sin (XHZ’J)
{ [2m] si sm( )>0

xX+y+m

Et|z| = |Zsm( )| Et arg(z) = { nexiste pas si sin (T) =

m—"[er] si sm( =
T X

)<o
[+ 1+V2e = 2e's + V2 = \/_(e i+ et ) e (e‘(g"‘ + 1) =2Ze*2 cos (E— )z‘()ei(g_g) = 2v2 cos (2— Jz"()ei(§+5)'
§+)Z—‘ [27] si cos(%—’z—‘) >0
Donc, Re(z) = 2v/2 cos (g - ;—c) cos (§+ E) et Im(z) = 2v2 cos (g - g) sin (g + g) Et|z| = |2\/7 cos (g — JZ—C)| Et arg(z) = < nexiste pas si cos (g — f) =0.

2
9 X . T X
?+E[2n] si cos(g—z) <0

1+ e +e2% = 14 e2* + e = 2cos(x) e™ + e = (2 cos(x) + 1)e™*. Donc, Re(z) = (2 cos(x) + 1) cos(x) et Im(z) = (2 cos(x) + 1) sin(x). Et |z| =
xsi 2cos(x)+1>0
|2 cos(x) + 1. Et arg(z) = { nexiste pas si 2cos(x) +1 = 0.
x +msi 2cos(x) +1<0



n six = 0[2r] n  six = 0[2n]

ix —
11. Soitn € N*.z = YiZlellx = yn-lceixyk = em? il . ! = aisin("%)e's = sin(ﬁ)e"L;D" .
k=0 ——— sie® %1 |—2— six=0[2n] — 22— six = 0[2n]
e¥-1 2i5in(£)elf sin(i)
2 2
n six = 0[2m] 0 six = 0[2m]

Donc, Re(z) = {sin("s)

()

et Im(z) = { sin("& )51

()
|
[ =,

cos (@x) si x = 0[2m] ((nz D ) six =0[2r]

nsix = 0[2m]
sin(%)
sin(;)

Et|z| = et si x # 0 [2r]alors arg(z) = etsix = 0 [2n]alors arg(z) = 0 [27] car n # 0.

si x # 0[2n]

X+ 2016 2016 2016 2016 2016
2ei%_2 2016 2(ei*-1) 2016 4isin(§)eL§ 4isin(§) sin(g) —i3x sin(g) 3(2016) sm —1162x
12. = =\"—= =l =\ = =|2—7F%5e ¢ =\2—F 2 .Donc, Re(z) =
ei2x_ply ei2x_ply e?(e?x—l) ZiSin(;x)eL‘tx sm(;x) sm(;x) Sm x

2016 )\ 2016 A\ —162x [2m] sisin(Z)# 0
(2 Sm(Z)) cos(162x) et Im(z) = — <2 sm(f)) sin(162x). Et |z| = <2 ::(2) > etarg(z) = (Z)

) )

x
n'existe pas si sin (;)

Déterminer tous les complexes z tels que :
1) 3z22-5|2+2=0. 3 Im(
2) z%2=1

1
zz+z+1)=0'
1
) lzZl=l1-z=]}.
1)3z2-5|z%|+2=0=322-5z1?+2 =0 © 3(x% + (iy)?> + 2ixy) = 5(x? + y*) + 2 =0 © 3(x? —y* + 2ixy) = 5(x>+y?) +2 =0
= = = x=0 = x = =
6xy =0 {x Oouy=0 { {y O(:){y_ {y 0

=1 1
2-2x2-8y7 =0 lx2+42 =1 =L M =1

(:)2—2x2—8y2+2i6(xy)=0<:>{

ainsi, Sol = {1,-1,1,—1}.

2.
2)  Siz%z = lalors z # 0. Désormais z # 0. Posons z = re'®

6 — r=1
55 — ia\5(rota) — 5pi5ap—ia — 6,i4a — i0 r= k —
Alors, z°z = 1 & (re')>(re'®) = 1 & r>e™%re 1 rbe le (:){EikEZ/A}a:an {EikEZ/a n(:)EIkEZ/Z ez.
Ainsi, Sol = {1,—-1,i,—i}.
— i 2im .
3) ZZ+Z+1=0(:>Z=%E—8J£3(:>Z—]=——+£0u2—j —%—fDésormaiszEC\{j'jz}

1m(+)=04=2—E]R=>Z t+z+1eERez22+zeERe 22 +z=224+z 22 +z=7>+722-2?+(2z—-2)=0

zZ%+z+1 +z+1
4:)(Z—Z_)(Z-I-Z_)-I—(Z—Z)=04=(Z—Z_)[(Z+Z_)+1]=0(=(Z=Z_0uZ+Z_=—1)(=(ZE]R0u2Re(Z)=—1)=)(Z€]ROuRe(Z)=—§).
Ainsi, Sol = RU {—% + ix/x € R\{x g} }

4) Soit z un complexe non nul.

Aff(A)=1 2 _
= C—g=t |z|? = (lz22=1 { |z = 1 {Mecml) lzI* =1
lz] = |1 Z|—|Z|<=|Z|—|1 Zl_IZI(:’{IZI:Il—zI = {0M=AM=)MEmed[O,A]@MEmed[OA] Re(z):é‘:
3 \/_
Im2(z) + Re*(2) = 1 Im(z)* == Im(z) = +— i3 1-i in  —in
{ ! = 14 = @ L2 . Ainsi, Sol = {1“‘5;%} = {e?, eT}.
Re(z) =2 Re(z) =1 Re(z) == 2 2
Soit (a,b,c,d) € R* et z € C tels que : ad — bc >0etcz+d+ O Montrer que : Im(z) > 0 = Im (az+b) > 0.
2 2
az+b _ (uz+b)(czf+d) — aclz| +udz+lz)cz+bd — ac|z| +(ud+bc)2Re(z)+bd +i (ad— bcz) Im(z). Comme ad — be > 0 et |CZ + dIZ >0 i Im(z) >0 = Im (az+b) > 0.
cz+d (cz+d)((cz+d) |cz+d| |cz+d| |cz+d| cz+d
=m(G70)

Soient (u, v, w) € U3.

1. Montrer que: |lu +v +w| = |uv + vw + wul.
lu—z|

1
Montrer que : pour tout complexe z non nul, |u =g|=5t

On suppose, ici, que: u # 1. Montrer que Re (11u) = %

2
3. Onsuppose, ici, que: 1+ uv # 0. Montrer que : u;
4

. ut1\"
5.  Onsuppose, encore, que: u # 1. Pour quelles valeurs de I’entier naturel n, le complexe (;) est-il réel ?

Comme u, v et w sont de module 1, nous pouvons poser u = e!® ,v = e’ et w = e® tels que a, b et c réels.
1. Alors, [u+v+wlr=@+v+w)u+v+w)=U+v+w) @+7+w) =(e%+el+e)(e7@+ e 4 ¢7ic)
=1+ ei(a—b) + ei(a—c) + ei(b—a) +1+ ei(b—c) + ei(c—a) + ei(c—b) +1
=3 + 2 cos(a — b) + R2ices(@=1¢) + 2cos (b — ¢).
Ainsi, comme u, v et w sont des complexes de modules 1 quelconques, on a prouvé que pour tous réels AB et C, |eiA +el® + eic|2 =3+
2[cos(A — B) + cos(A — C) + cos(B — ()]
[uv + vw + wu|? = |el@+D) 4 gilc+d) 4 e"(a’“c)l2
en appliquant le résultat

précédent a A=a+b,
B=b+cet C=c+a

= 3+ 2[cos((a +b)—(c+ b)) + cos((a +b)—(c+ a)) +cos((b+c)—(c+ a))]
=3+ 2[cos(a — c) + cos(b — ¢) + cos(b — a)] = 3+ 2[cos(a —c) + cos(b —c) + cos(a—b)] = |lu+ v +w|?
car VteR,

cos(t)=cos(-t)
Comme les deuxréels |u + v + w| et luv + vw + wu| sont positifs et ont le méme carré, je peux conclure que |[uv + vw + wul| = [u + v + w|.

OU BIEN



car u,vet wsontde module 1.

Donc u=el® et ﬁ:e‘m=~1£i=l
R et 1 1
lu+v+wl=uFoFrwl =|a+7+wl = _+_+_|
u v ow
propriété
vw + uw + up| ¥ module |y + yw + uv|
- uvw - luvw]|
propriété
dumodule [yy + uw + uv| [vw + uw + uv|
= T T = — = |lvw + uw + wy|
fulfoliw] = 1

u,vetwsont
de module 1

2. Soit zuncomplexenonnul.AlorsZ # O et |z]| # 0.

car =] Gomenzo |,y car bww![=wllw'| 1@ car =1 car|wi=Iwl  car lwi=|-w|
|u Al qu| e ey SR ()| o tull (i) 7 ' tzmm) _ = T e sl
z z 1z| |z|. X . o Iz“Il (a_b) e || (E_J;I ) bljl (a_b) |z| (a_b)
u+v eldypll eld(14elb-a)yet“2cos(——)e 2 cos(—— : b-a\_(bta cos(—— . cos|——
5. Onsupposeue 1w = 0-Nors, 335 = ey = i = gy o O O = e = e
4.  Onsuppose, ici, que: u # 1.
Alors —=— = L= -1 = -39 = (cos (—Z - E) + isin (—Z - E)) = (— sin (g) —icos (5)) =2+ Lcotan (E)
1-u 1-ei® —2isin(g)e% ZSin(g)ei(uTm) 2sin(%) T 2sin(2) 2 2 2 2 2sin(2) 2 2 2 2 2
Ainsi, Re (:1“) =2
s () = (L)' - (()) _ <cos(z>)" _ (_ cos(5) ) _ <_cos(z>>" in = (~cotan (£)) " i»
- 3 =G =Caee) =d) =m0 ) )

n
=0Oie3keZ/ S="+knie. 3k €2/ a=n+2knieu=—lalors(*5) =0€eR

Ou bien cotan ( 2

2
2
. a . u+1\" . .

Ou bien cotan (5) # 0 i.e.u # —1alors (E) ER < i" € R & npair.
Montrer que f: (z = |1 + iz|? + |z + i|%) est constante sur U.
version géométrique
Soit z € U. On note M le point d’affixe z . Alors M est sur le cercle trigonométrique.
On note A le point d’affixe i est B celui d’affixe —i. Alors [4, B] est un diametre du cercle trigonométrique.
Par conséquent, (MA) L (MB).

f@=1+izP+lz+il?=li(—i+ 2P +|z+il]*> =il*|-i+z]* + |z + i|?

Pythagore

dans ABM
rectangle en M

f@)=lz—il*>+ |z +il> = MA?> + MB? = AB? = 4. Donc f est constante égale a 4 sur U.
OU BIEN (en version algébrique)
Soit z € U. Alors il existe un réel 6 tel que z = e'?.

Par conséquent, f(z) = |1 + iei9|2 + et + ilz
- |1+ei%eie|2 e +eig|2
= |1 + ei(%+9)|2 + |ei6 (1 I ei(g—e))r
z 2
2 cos (% (g + 0)) ei%(g”e) + lei2 cos <% (g _ 9)> ei%(%—a)
+§)€i(%+g) 2 2COS(E—§)ei(%+g)

4
ei(%+%)

2
+

2 2

-
cos?(t)+sin?(t)=1 e

Montrer que pour tous complexes z et w,

1. 1<|1+z|+]|z|. 4, 1+lzw—-1<A+z=1D+ @ + |w—1]).
2.zl + lwl + |z + w| < |2z] + |2w] 5. lz+wl|?+ |z —wl|? = 2(z]* + |w|?).
3. |zl <lz|2+ 11 —2|
1 1=1=|1+2)—z| < [1+z|+]z|].
1ere LT
car 2 ER*

2. lz+wl| <zl + |w|.Donc, |z| + lw| + |z + w| < 2(|z] + Iw]) = 2|z| + 2lw| 2= |2z] + |2w].
3. Posonst=z—1lets=w—1.Alors,
14+lzw =1 =14+ |t+ DG+ D) -1 =1+ |s+t+st| <1+ |s|+|t|+ |stl =1+ Is|+ [t| +Isllel = A+ sDA+[tD=Q +|z—1) + (1 + |w—1]).
4. 1°cas|z| = 1.Alors |z|?> = |z| donc |z|> + |1 — z| = |z| car |1 — z| = 0.
2¢mecas |z| < 1.Alors0<1—|z|=|1] —|z] < |1-2z|donclz|(1—|z]) < |zIl1 —z] < |1— z|etparconséquent, |z| — |z|> < |1 — z|.)en conclus
2 ér;zde IT carT}Isl
que |z| < |z|? + |1 — z].
5. lz+wlP+lz—wPP=Z+wWEZFW+EZ-wEZ=W)=Z+w)@Z+w) +Z-w)(Z—w) =2zZ+2ww = 2(|z|> + |w|?).

. 1—zn+1 1-|z|n+1
Soit z € C tel que |z| # 1 et n € N. Montrer que |7 =Y
| 7l+1| |( )( 2 7l)| 1ére T | |n+1
1-z 1-2)(1+z+z°++z ~ 1-|z
Comme |z| # 1,z # 1. = =R,z < Xr_lzF| =30  lzIF = —/——.
lz| = 1, 1= P | = 1Xk=02"| Ti-olz"l = Kozl = =
car |z|#1
. . Y N a-b
Soit a et b deux complexes de module strictement inférieur a 1. Montrer que : |1 =l < 1




Tout d’abord, |1 — ab| = ||1| - |ﬁb|| = ||1| - |ﬁ||b|| = |1 - |a||b||.Or, lal < 1et|b| < 1.Dong, |al|b] < 1et aisni|1 - |a||b|| > 0 et par suite |1 — ab| > 0.
car

|1-ab|>0
|Gl <teiml<t 8 la-bl<li-abl o la=-bl <1 -abl & la—bl <|1-abl*
or,l1—abl?—la—b?=1-ab)(1—ab)—(a-b)(a—b)=(1-ab)(1-ab) - (a—b)(@—b) =1+ aabb—aa— bb
=1+ lal’|bl* = lal* - |b]* = (1 = |al®>)(1 - |b]*) > 0.

car |a|<1donc|al?<1
idem pour b
P _ . s |a-b - A . |
J’en déduis que |a — b|? < |1 — @b|? et par conséquent, I'|negal|te|m| < 1qui lui est équivalente est vraie aussi.

Soitu € C\{1} et z € C\R. Montrer que : Zl%f ERe |ul=1.

TEeRr e = (2 o T T e (z—u2)(1 - 1) = (1 — w)(Z— W2) & 7 — 20 — UZ + UlLZ = Z — Uz — UZ + Uilz
1-u 1-u 1-u s _ 1-u 1-u
(z—ui) zZ-uz {—u2=2—i’=2—iz
1-u T—u 1-u 1-u 1-u
oz—7-u?z-2)=0=2 -2 -|luH=0 z=2Z oulu?’=1ul>?=1 = |lu| = 1.
S—— ard
impossible car |ul| est
car zgR un réel positif

Soit n € N\{0,1}. Montrer que les racines complexes de P(z) = z™ — z — 1 sont de module strictement compris entre 0 et 2.

Soit z une racine complexe de P. Alors P(z) = z" —z—1 = 0.Donc z" = z + 1 et par conséquent, |z|* = |z"| = |z + 1] < |z| + 1.
1

Soit:(t > t"—t—1). @ est dérivable sur Rt et Vt > 0,¢'(t) =nt™ ' —1.Doncp’'(t) 2 0= nt" 1> 1< "1 > % oSt > (%)"‘1.

‘ 0 (1)ﬁ 2 +oo L
- 1\n- . .
n. 2>1> (;)" ' Donc ¢ est strictement croissante sur [2,+oo].

@ (tt) — + Comme @(2) > 0,Vt = 2, ¢(t) > 0.
°© \ / Alors par contraposée, puisque ¢(|z|) < 0, nécessairement |z| < 2.

k
Déterminer les entiers n tels que : (\/§ - i)nsoit réel. Représenter les points d’affixe z;, = (\/§ - i) tq k € [0,5].

V3-i)"=(2 B _L n= Ze_i%n=2"e_i"%.
(3-0" = (2(2-2) - (%)

Donc, (V3 — i)n ERe Ik €Z/arg ((\/§ - i)n) =kn < 3ke Z/—ng =knr & 3k € Z/n = —6k = n est un multiple de 6.

GAk:O
-28 -26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 _Bk=14 6

Déterminer une fonction polynémiale P tel que : pour tout réel x, sin(7x) = P(sin(x)).
sin(7x) = Im(e'’*) = Im((e™*)”) = Im((cos(x) + isin(x))7).
FBN
or, (cos(x) + isin(x))7 2 (cos(x))7 + 7(cos(x))5(isin(x)) + 21(cos(x))5(isin(x))2 + 35(cos(x))"’(isin(x))3 + 35(cos(x))3(isin(x))4 + 21(cos(x))2(isin(x))5 +
7(cos(x))(isin(x))® + (isin(x))7 .
(cos(x) + isin(x))7 = [(cos(x))7 - 21(cos(x))5(sin(x))2 + 35(cos(x))3‘(sin(x))4 - 7(cos(x))1(sin(x))6]
+i [7(cos(x))6(sin(x)) - 35(cos(x))“(sin(x))3 + 21(cos(x))2(sin(x))5 - (sin(x))7] .
Donc, sin(7x) = 7(cos(x))(sin(x)) — 35(cos(x))‘*(sin(x))3 + 21(cos(x))2(sin(x))5 — (sin(x))”
= 7(cos?(x))3(sin(x)) — 35(cosz(x))2(sin(x))3 + 21(cos(x))2(sin(x))5 — (sin(x))”
= 7(1 — sin?(x))3(sin(x)) — 35(1 — sinz(x))z(sin(x))3 +21(1 - sinz(x))(sin(x))5 — (sin(x))”
= 7[1 = 3sin?(x) + 3sin*(x) — sin®(x)]sin (x) — 35[1 — 2sin?(x) + sin*(x)]sin®(x + 21[1 — sin? (x)]sin®(x) — sin” (x)
= 7(sin(x) — 3sin®(x) + 3sin®(x) — sin” (x)) — 35(sin3(x) — 2sin®(x) + sin” (x)) + 21(sin®(x) — sin’ (x)) — sin” (x) .
Ainsi, sin(7x) = 7 sin(x) — 56sin®(x) + 112sin®(x) — 64sin” (x) = P(sin(x)) ou P(t) = —64t” + 112t5 — 56t> + 7t.

Retrouver la relation entre cos(3t), cos®(t)et cos(t).
3

elt +e7it 1 . o o . 1 . . ) ) 1 1
cos®(t) = (f) =3 (€3t + 3eite?lt 4 Zelte=2it 4 g=3i) = g(em + 3e't +3e7% 4 731) = 3 (2 cos(3t) + 6cos (b)) = 7 (cos(3t) + 3cost(t))

Calculer I = [3 cos(3t) sin® (2t)dt .



el3t + e*l3t 5

Euler e:zt _ e—:zt 1 ) ) ) )
cos(3t) sin®(2t) = ( 5 )( 5 ) = 2207 (e3t 4 g~i3) (g2t — gi2)5
FE\N

26 4
— %(exst + @~i30)(i10f _ 5oi6 4 (ei2t _ 1 g~i2t 4 5g-i6t _ g-il0r)

( 13t+e*l3t)[(elzt)5+5(elzt) ( e—:zt)1+10(elzt) ( e—th)z+10(612t) ( e*LZt)3+5(elzt) ( e—m)4+( e—m) ]

= F(6,1'13t _ 56i9t + 1oei5t —10 eit + 567i3t _ €7i7t + ei7t _ Sei3t + 10efit _ 10efi5t + 5e7i9t _ e*i13t)
1

= ?(e‘m_+ 10e®t — 10 et '+ 5~ 13" ENSSHAENETE — 525 + 10e™ — 10e71¢ + 5= — o~i13t)
i

Euler 1
= 267 [2isin(13t)-+ 20i sin(5¢t) — 10isin (3t) — 20isin(t) + -]

1
=% [sin(13t) — 5sin(9t) + 10 sin(5t) — 5sin (3t) — 10sin(t) + sin(7t)]
Donc, | = fogz—ls [sin(13t) — 5sin(9t) + 10sin(5t) — 5sin (3t) — 10sin(t) + sin(7t)]dt
1 1 5 5 1 T
=— [——cas(13t) + 5cos(9t) — 2cos(5t) + gcos(Bt) + 10cos(t) — ;cos(7t)]g
T 5 T T 5 T T 1 T 1 5 5 1
13=)+= -)-2 “)+= “)+1 “)—zcos(72)—(-=+-—-2+-+10-=
25[ 13COS(33)+9COS(93) cos(53)+3cos(33)+ OCOS(3) 7cos( 3) ( 13+9 +3+ 0 7)]
T 5 T 5 T 1 T 1 5 5 1
=—|-—cos(z)-=—2cos(=)—=+1 —)—ccos(z)—(-—=+=-+-+8-—=
25[ 13“’5(3) 9 COS(3) 3t 0C05(3) 7“’5(3) (13+9+3+8 7)]
1 1 1 1 5 5 1 5 5 1 1 1 1 40 3413
I=gl(-5-5+8)i- 33+ (G-3--8+))] =gl i-Tl= o

Soit x et y des réels, n un entier naturel non nul. Calculer les sommes suivantes :

. (K o .S, n
1. S, =X} ;sin (; n), En déduire nl_l)l;l’lm - 6. V=3, (k) cos(2kx)
2. R, =Xi.sin (kx +y) 7. S, =Xt ,sin?(kx)
_ yn-1
3. S—cos( )+COS( )+cos( )+co ( n) 8 T,= g=000;3(kx)
4 U. = Z sin(kx) 9. VVn = Z;l:l (k) sinz(kx).
) © k=1 cosk(x)
1 km
5. X,=XnZ lzkﬂsm( )

.t
nsien=1

LT LT
1. S,=Xr 1sm( ) Yr_ 1Im etn” llm n_ (e )"]. or, YR i(en)k = (eiﬁ)n_l . or, :T—IE 0[2n] & m = 0[2nm].
- =
P . ensien#1 impossible
en—
em—1 i’_' _ =2 it 1 (l+’_') _ 1 4 1 . (mo
Zk 1(6 n) Ie 2n ZLSm " 2isin(%)e ”= sin(%) elem 2= sm( )COS( * 2) * lsm(%) s (Zn " 2) o 2
1 3
-1 - _ i _ insi - I Im(z,) =Im Zz
(e ) Sm(%)( sm( )) + lﬂn(znn) cos( n) 1+ icotan (Zn). Ainsi, S, = cotan (Zn). kz:l () L=1 k]
s 1 2 3 lim % =0 Ea ( ) @
- ==z Comme note , je peux conclure , en composant, que lim 2~ =1et par s| Z Re(z) = Re Zk
n " ontan(3) T w [“‘"( )] lim 229 = 1 donc lim == ntoo tan(;) =
x-0 X x—0 tan (x) 1
) . . _ ) ) "1 i i
2. Rn - 2%:1 sin(kx 4 y) — ;(121 Im(el(kx+y)).1m(27c1:1et(kx+y)). or, Z;{l:1et(kx+y) Zn elkxoly — oiy Z;r(l:l(etx)k = eV x [ P e¥sie™ +1 .
nsie®* =1
Or,e* =1 3k € Z,x = 2kn.
ix inx 21 ( ) 2x i (nx) nx_x
lercas:Vk € Z x = 2km. Y7, eilex+y) — iy (7)1 et = £t Hi(x+y) isinl% —eix+y) = sin 2 ei(7—5+x+y) _ s ) i
- et-1 er-1 Ztsm( ) Sin(i) 0 0
_sin(®) (i e +1=2cos (—) e'z
Donc, R, = Sin@ cos (( x + y)) 2
2tmecas: Ik € Z.x = 2km. Y7, ') = ne® Donc, R, = ncos(y). e —1 = 2isin (—) eif
(2k+1)1r -k+1)1
3. S—cos( )+cos( )+cos( )+cos( ) klcos(w)— 1Re( 11 )IRe( 4 el u ) 2
(k) . am\k . 2T\ 8Ty g isi 4T ATy in(4%
EXiel n =en ZLl(eLH) = e%%e‘ﬁ = %e‘% 2iinG) 5 ) = sm(%}) ¢'si. Donc, § = Sl.n(%}) cos (6_n)
e'11-1 e'li-1 2isin(;; )(e‘ ) sin(p Sm(ﬁ) &
4. S, =3n_,sin?(kx) = —Zk ol1 — cos(2kx)] = —Z" 0l— —Zk Ocos(ka)In—Jr1 - —Re(Z” g2ikx),

e 21x)"+1

) ) o2 .
Or, Yh_, ekx = yn_ (e2ix)k =[ iy Sie® " # 1 pe plus, e?* = 1 & 2x = 0[2n] © x = 0[m].
) n+1si e?™* =1
Six = 0[r] alors Re(Th_,e?**) =n -I; letS,=0.
n+

. 2ix 2i(n+1)x_ i si i(n+1)x i . i
Six % 0[r]alors ¥7'_, e2ikx — (e2*) ™ -1 _e 1I21 sin((n+1)x) e _ sin((n+1)x) e+ Dx-x) — sin((n+1)x) ein0) — M[cos(nx) + isin(nx)].

e2ix—1 e2ix—1 2isin (x)ei* sin (x) sin (x) sin (x)
n ZLk.X M = — EM
Donc, Re(Xj—, e?"*) = o cos(nx). Alors S,, = S G cos(nx).
T, = Y"1 cos3(kx).
Euler 3 FBN

ikx  p—ikx
cos(Bkx) 2 () 2 (e + 3(e™)2e i + 3eikx (e7HN)2 4 (e71K)3) = 2 (i 4 3ethx 4 3e7KY 4 ¢73K¥) = (2 cos(3kx) + 6 cos(kx))

cos(3kx) = %(cos(Skx) +3 cos(kx)) .
Donc, T, = Zﬁ;éi (cos(3kx) + 3 cos(kx)) = iz;};}, cos(3kx) + 327@;3 cos(kx).
Calculons plus généralement S(8) = Y2-3 cos(k0) :



G

) i L0 .
Ynztcos(kg) = TrziRe(e™0) BIRe[IPCi o] et Tt etkd = Zﬁ;é(e”’)k =1, ste # lore?=1=1ke Z/6 = 2knm
n sie? =1
1ecas: 3k € 7./0 = 2km. Alors, Yiz3cos(kf) =n
in@
0y _ ino_ 2isin("®)e 2 in("?) im-16 in(™8 _
28mecas: vk € 7.0 # 2km. Alors, C w) 1-¢ = (s )Ew = Sl.n(g ) e ;donc YrZacos(kf) = Sl'n(g )cos (M)
er-1 er-1 lem(g) ez sm(;) sm(;) 2
RetouraT,:
1" cas: 3k € Z/x = 2km. Alors 3x = 2km donc T, = %n aF %n =n
. nx
sme . _ _ 3 51"(7) (n—-1)x
28mecas: 3k € Z/3x = 2km et Vp € Z/x # 2pm. Alors T, = “sm(Y) cos (—2 )
. 3nx . E _ -
3mecas: Vp € Z/3x + 2km et x # 2pm. Alors T, = ESl,n( = )cos (3("_1)x) +§Sl_n(,f )cos ((n Dx). sia €RetzeC,
_ 4 sm(z) 2 4 sm(;) 2 a|0I’S
1
carTE]R —
6 U = n_lsin(kx) Z" llm(elk") Coi__‘(x> Zn_ll II elkx ) Re(al) — aRe(Z)
) n T 4k=0 cosk(x) 0 cosk(x) - k=0 M cosk(x) m =1 cosk(x) et Im(al) = aIm(Z)
elx n
—= = ix
e g e X ((co:(iz)) - si C:S(x) *1 pix i . X k k
k=0 cosk(xy . 2k=0 (ws(x)) cos() . pwr 1 & e™ = cos(x) © cos(x) + isin(x) = cos(x) © sin(x) = 0 & Ik € Z/x = km.
n oSt cos(x) =
1er Yk ETZ
elx n einx
(cos(_x)) - (cgs(x))n -1 _ emX_(cos(x))" 1 _ 1 cos(nx)—(cos(x))*+isin(nx) _ 1 cos(nx)—(cos(x))+isin(nx)
e‘z‘)_l e‘z‘) 1 e*—cos(x) (cos(x))™1  (cos(x))™1  cos(x)+isin(x)—cos(x) (cos(x)™* isin (x)
cos(x. cos(x,
eix \™ cari=—i
(CDS(-X)) ~ o= . (=) [cos(nx) — (cos(x))™ + isin(nx)] = ——————[sin(nx) — i(cos(nx) — (cos(x))™)]. Donc, Uy, = ke i )i
elf)—l sin(x) (cos(x))"1 sin(x) (cos(x))n~1 . ! i sin(x) (cos(x))"=1"
cos(x,
28mecas: Ik € Z.x = knt. U, = Im(n) = 0.
1
km CGTWER 1 km 1 km
11 1 i - _ ik e
7. Xp= Xl sm( ) LiligemIm (elx) =2 yrolim (2k+1el ) (Z’,} 1yme )
m\ 1
e - g ; ; " i i
0 1 Zn 11 ( ig) _ Zn 1 37; ‘ _1 <2> ' é _i(elg) -2 le's _ _(elg)n_zn_lelg _ _[(613) _Zn_lel3][e B 2]
Y 2 € k=1%k - T2 <§>_1 2 T 5, T2 ef32 T eig_zr
2
n-1 i
3 —2(e'3) —2n"142me'3 . .
= i(e ) 2 ec_a [el(n—l)g_ze on—1 4 ong 3]
. - 2n 3 3x2n
e3—2 =%+i‘/7§—2 2_73+i‘/7§
2
donc|e 3— 2| Z %214—2*3
= Jsinltn=D%) = 2sin(nZ) + 27<in () = 2 [sin((n— DE) — n—1
Donc X,, = o [sm ((n 1) ) 2 sin (n 3) + 2™sin (3)] o= [sm ((n 1) ) 2511’1( ) 2 \/_]
Vérification : X, = Yi_; -7 sin (k") = lsin (E) = ? eto— [sin (g) -2 sin( ) + 2\/—] 3; [3‘25] = ﬁ. ok !!
kmy _ 1 3 1 . (2w _ V3, V3 _ 33 1 . LAY 2 ﬁ_& "
= Xk "+1sm( )—Zzsm(3)+ Sm( )_ s 16~ 16 Sanam [sm(23) 2511’1( )+2 \/—] 3x8 [ 2] T 16 Ok!!
car (Z)E]R
8 V=X, (:) cos(2kx) = Y-, (n) Re(e?k*) = yn_ Re ((Z) eiz"") = Re (E}C‘ZO (Z) eiz"">.
FBN
o (7;) eitkx = yn_ (k) (e?¥)e =3n_ 0( )(eiz")" 1k 2 (14 e?¥)" = (2cos(x) e®)™ = 2" cos(x)™ ei™*. Donc, V, = 2™ cos(x)™ cos (nx).
je linéarise
sin?(kx)
avec cos(26)=1-2sin?*(6) . . L1
. 1 n+ ;
9. S, =Xhosin?(kx) 2 23 ol1— cos(2Zkn)] = 1 Eoe 1 — 252 cos(2h) ™ ~ L Re (S, e2ikx),

. . ezw)nﬂ 2 2ix .
Or, Xr_, e2kx = yn_ (e2ix)k ={ oy Stet" # 1 pe plus, e?* = 1 & 2x = 0[2n] & x=0lxl.
_ n+lsie?™=1
Six = 0[r] alors Re(Th_,e?**)=n+1etS, =0.
. i (eZi”)nH—l e2in+1)x_1 Ml sin((n+1)x) DX sin((n+1)x) _ sin((n+1)x) sin((n+1)x)
Six # O[T[] alors 2;‘[:062[’” = e2ix—1 = e2ix—1 2isin (x)el* = sin (x) el = W el = T(JC)[COS(nX) + Lsm(nx)]
Donc, Re(Xh_, e?**) = Wcos(nx) Alors S,, = LT %% cos(nx).
10. T, = X}Z3cos?(kx). eLinéarisons cos®(kx) :
Euler eikx g g—ikx 3 F’li 1
cos(Bkx) 2 () 2 (e + 3(e™)2e T + 3eikx (e7HN)2 4 (e7K)3) = 2 (i 4 3etkx 4 3e7KY 4 ¢73K¥) = 1(2 cos(3kx) + 6 cos(kx))

cos(3kx) = %(cos(3kx) +3 cos(kx)) .
Donc, T, = Zﬁ;é% (cos(3kx) + 3 cos(kx)) = iZﬁ;
eCalculons plus généralement S(8) = Y723 cos(k9) :

1
0 COS

n-2cos(kf) = YRz Re(e”‘g).Re[Zk tetkf]et 3

n-1,ik6 _—
k=0€

(3kx) +2 T3} cos(kx).

(ei®)"-1

elf—1

sie® #1 or ¢i0 = 1 < 3k € /0 = 2kn
n sie?=1

zizi(e)" =

1ecas: 3k € 7./0 = 2km. Alors, YiZ3cos(kf) =n
( ie) 1 einf_q 2isin(nfe)e# sin(ﬁ) i(n— 1)9 i (ﬁ) (n-1)6 i R et C
2mecas: Vk € 7.0 = 2km. Alors, o = = —2le ;donc YRz cos(kf) = —3cos (—) slaeRetze(,
S I OEEE) in(;) 2 alors

RetouraT,:
1ercas: 3k € Z/x = 2km. Alors 3x = 2km donc T,

28mecas: Ik € Z/3x = 2km et Vp € Z/x # 2pm. Alors T, = in +%SL 2.

1 3
=-n+-n=n.
4 4

Re(az) = aRe(2)
et Im(az) = alm(z).

sin(%) cos



W = )0 = B () 150 () 2 (st =2 B ()] - 58 ] ersin]

1
w, = 5 [2n] + 5 [2™ cos(2x)™ cos(2nx) | = 2™t + 2™ cos(2x)™ ! cos(2nx)
n
1) Calculer de deux maniéres (1 + i)™ et en déduire : S, = Yo<pken (27;{) (=¥ et T, = Yocokri<n (Zk " 1) (—D*.
2) Onpose j = el
a. Calculer 1 + j + j2 et jP suivant les valeurs de I’entier naturel p puis placer les points M,, d'affixe jP dans le plan complexe.

. . _ 3n 3n 3n
b.  Endéduire les valeurs des sommes : U, = Y o<r<n (Bk) , = ineiin (3k " 1) et W, = Yo<ken (3k " 2).

1) Dlunepart,z=(1+D)"= (\/fei%)n = (\/E)nei%n = (\/—) cos (%) +i (\/E)nsin (ﬂ) Donc (\/i)n cos (%) = Re(z)et (\/E)n sin (%) = Im(z).
e part 2= (140" = Tpea () = Do (3) 2 427 pro (5)17 = NPT e S T
pair p impair

z=(0+D"= l J (Zk)( 1k + Zl J(Zkrfl- 1)( 1D*i =S, +iT,. Comme S, et T,, sont des réels, S,, = Re(z) et T,, = Im(z). Alors par unicité des parties réelle et in

d’un complexe, S, —(\/—) cos( )etT —(\/—) sin (nn).

2)
o (* sip=003] 1 sip=0[3]
a. jP=e"i={e*ssip=1[3] ={ jsip=1[3]
e4i13[5ip52[3] J?sip=2[3]
. 3n) . 3n\ . 3n) . 3n) . 3n 3n\ . 3n)\ .
b 1+ = ?’n"(p )]p = L0 (p )],, + %= (p )JP + 2% (p )Jp =20 (p ) + 20 (p )] +Z%-0 (p)fz
p=0[3] p=1[3] p=2[3] p=0[3] p=1[3] p=2[3]
(=23 = Uy + Voij + W,j2 .Donc, (1) = U, + Voj + Wppj2 .
Donc, (—D* =U, + V,j + W j2=U, +V, (—— + l—) + W, (—— - l?) =U, —%V,} - iW + iﬁ[Vn — W,,].Donc, par unicité des parties réelles et imaginaires d’un
complexe, U, — %Vn —%Wn =(-1D"etV, =W, = 0.De plus, U, +V,, + W, = £37, (3p ) 23n = 8", Ainsi Uy, Vj, et W, vérifient le systéme linéaire :
—_ n __ (_ n
V, =W, =0. V w,. V, = W, ( Vo= [8 ="
Unl+ Vo '1" W, =8"  ponc{ U,+2V, =8" Donc{ 3V, =8"—(—1)" .Ainsi, = 5[8" - (=D .
_ 1 1 — 1" — (—1)" —_ qn _1\n
Up =3V — s Wp = (1) Up =V = (1) 30, = 8" + 2(~1) §[8"+2(—1)"]

Soit @ un réel fixé . Déterminer le lieu géométrique des points M d’affixe z telle que :

1. [2z—iz+1]=3 5. arg((2z2-0)(iz - 1)) = 0[x] o izsl -
2 |G-t 6. arg (;{;fl); g[ZTrl o Zie R
2' a%_flz_jlz) =I [n] - (2”(2_1)) ) _Z[ZW] 10. Re (ﬁ) =
|22—LZ+1|—3<=|(2 Dz+1l=3e |2-0[z+7 ]|—34=|(2—l)||z+—|_34:\/—|Z+_|_3=,|Z+_|__
= MA =< 4=> M appartient au cercle de centre A et de rayon j_

2+10

arrw=2=~(%)

6.Soit M(z) unpointtelque:z—3i#0 et 5+i—z+#0ie.z#* —3ietz+*-5—1ie.

arg (Sz:ilz) = g[Zn] o arg (SZ::LZ) = ——[211] = arg(Z 3;) = —g[Zn] < (MA,BM) = —g[Zn] < (AM,BM) = E[Zn] S M#BetM #
A et M est sur le demi — cercle supérieur de diamétre et délimité par [A, B].
7.arg (;f(lz__lij) = ——[271] S1-(1-i)z #0et2+i(z—1) #0etarg (—x i= ;: ) = —%[21:]
1+i
1+i z
Sz #E (1 = etz # 1+2ietarg <(1 +1) X — (1+20> ——[Zn]

1+i
Sz #:— etz # 1+ 2ietarg(1+1i) +arg<z (1+21)> = —%[Zn]

Aff(A)=(1+2i)
AffB)=1

~~

S  M=#£BetM #Aet §+(W,W) = —%[21{]
& M=#BetM # Aet (AM,BM) = —g[zn]
< M+ BetM # Aet M est sur le demi — cercle supérieur de diamétre et délimité par [A, B].

8. Soit zuncomplexetelque 1 —2i — (1 +iV3)z #0i.e. z= %
Aff(A=5i
fel=2=[1+i3] y y At ()

IO SO N N DU 2= s ol I S FRPIR = | I AL VR
e R e R |G+ () e

< MA=MB < M € med|[A4, B].
9.  Soit z un complexe tel que : z # 3i.

Aff(B)=—2-5i
Aff(A)=3i

ﬂ ER™ & z=-2-05i et arg (ﬂ) = n[2n] = M # B et (W,W) =n[2n] © M #B et (W,W) = n[2m]

S M €[4, B4, B} )



1) Déterminer I'ensemble des points M d’affixe complexe z tels que : M, P d’affixe z2 et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle rectangle (puis isocéle).
2) Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que les points M (z), P(z%) et Q(z*) sont alignés.
3) Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que les points M(z), A(1) et P(1 + z°) sont alignés.
1)Alorss M=PouP =QouM=Q @ z=z%0uz*=z%uz=2>9z(1-2)=00uz?(1-2)=00uz(l-2)(1+2) =0 < z € {-1,1,0}.
Désormais z & {—1,1,0}. (sinon MPQ n’est pas un triangle !!)
TRIANGLE RECTANGLE :
. M, P d’affixe z2 et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle rectangle en M

=(PM) L (QM) < (PM,QM) =2 [n] < arg(

e

) =- [n] earg(l+z)=- [n] e (L, BM) = g[n] & M est sur la droite D passant par B et dirigée par J.

ou
Aff(B)=—1
. M, P d’affixe z? et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle rectangle en P

&(PM) L (QP) = (MP,PQ) = g[n] o arg (zzzz__zzs) = g[n] o arg(z) = g[n] s G M) = g[n] & M est sur la droite des imaginaires.
ot AFF(B)=—1

. M, P d’affixe z? et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle rectangle en Q

=(QM) L (QP) & (MQ,PQ) = g[n] o arg (2233__2;) = g[n] © arg (;_1) = g[n] e (OM,BM) = g[n] & M est sur le cercle de diametre [0,B] .
ot AFFB)=—1

Ainsi, Sol = (D U (0y) U Cip 5)\{0, B}
TRIANGLE ISOCELE :

. M, P d’affixe z? et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle isocéle en M
g
|z—

. M, P d’affixe z? et Q d’affixe z3 50|ent les sommets d’un triangle isocéle en P
|22-23] _
|z—22| =le
. M, P d’affixe z? et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle en Q
|z3—zz| _ |z|

;| =le T 1 |z+ 1| =|z| ©& BM = OM & M est sur la médiatrice de [0,B].

—3
z ZZ =1&e|z+ 1] =1 BM =1 & M estsur le cercle de centre B et de rayon 1.

SPM=QM o |z-2%|=|z-2%| & —

zz3

SPM=QP & |22 -23| =|z- 7% =1zl =1 OM =1 & M estsurle cercle de centre O et de rayon 1.

SQM =QP = |23 -2 =2 -zl & i

Ainsi, Sol = (€(0,1) U C(B,1) U med]0,B])
2) SiM =PouM = QouP = Q alorsles points M, P et Q sont alignés.
OrM=Po 7 =z2z-1)=0z=00uz=1.
M=Q oezt=zz2-1)=0=2z-1DE*+z+1) =0 s z=0ouz=1ouz=jouz=j
car les solutions
de 1+z+22=0

sont les racines 3iemes
de l'unité sauf 1

P=Qert=2o22Y=0s2z-1)z+1)=0=z=00uz=1louz=—1
Donc finalement, si M € {0,A(1), B(—1),C(j),D(j?)} alors M,P et Q sont alignés.
Prenons maintenant z ¢ {0,1, —1; j; j2}. Alors, M,P et Q sont distincts. Par conséquent,

M,P et Q sont alignés :}(MP PQ) =0[n] & arg( ) = 0[n] & arg (Z(ZZ_;+;1)

Szz+D)=zz+ D)= zE+1)=2(Z+1)=z22-724+2z-7=0=2@2-2)(@Ez+7+1) =0 z=70u2Re(z) = -1 < z€ RouRe(z) = —-.

) =0[r] © arg(z(z + 1)) =0[r] © z(z+ 1) ER*

z%2-z

& M est sur l'axe réel ou sur la droite D vertciale d'équation x = —%.
Ainsi, So/=D U (Ox) puisque les points 0,A4,B,C et D sont aussi dans cet ensemble.
1) SiM=A(ez=1)ouAd=P(ez=0)ouP=M((l.ez= eigz = e_ig ) alors les points M, P et A sont alignés.
(eneffet, P=MoS 1+z’=z=2z2-2z+1=0 S z=1+2i\/_—eigouz Hh/— _ig).
A=1-4=-3=(iy3)’
Donc finalement, si M € {0,A(1),C (eig) ,D (e_ig)} alors A, M et P sont alignés.

o m
Prenons maintenant z € {0,1, e's, e_LE}. Alors, M,P et Q sont distincts. Par conséquent,
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M,P et A sont alignés :}(MP PA) = 0[n] & arg (1+Z 1) =0[rn] © arg ((Z 1)) =0[rloae (Z 5 ER* & (zz—1) = ((22_21)) = (zz—1) = (sz

= 22(7-1) =22 Va2(22) — 2(z2) — (22— 2) =02 - Dz -z -2D(z+2) =02 (z- D[z - (z+2)] =0
oz-—z=0o0ulzl?-(z+2)=0=z=7Z oulz|? =2Re(z)=z€ Roux’*+y?—2x =0 z€Rou(x—1)?-1+y2=0
o zeRou(x—1)?%+y’=1oz€Roulz—1>=1oz€Roulz—1| =1 < M est sur 'axe réel ou AM = 1

& M est sur l'axe réel ou M est sur le cercle de centre A et de rayon 1.

Comme O, D et C sont sur le cercle de centre A et de rayon 1, je peux conclure que Sol = C(4,1) U (axe réel).

2T

EX 19 Soit a, b et c trois complexes distincts et 4, B et C leurs images ponctuelles respectives. On note j = e'3.
1. Compléter j® =--.et 1+j+j% ="
2. Montrer que: le triangle ABC est équilatére direct (Cf dessin)si et ssi a + bj + ¢j> = 0 @

\F V3 G

1. =1, j= e 3 =—= + i—etji= (e 3) = ei%ﬂ = —% —i5= e_iz?ﬂ = j.Donc, 1;j et j? sotn les racines troisi¢émes de ’unité, leur somme est nulle i.e.
1+j+j%==
2. ABCest equﬂatere direct sietssi (E, R) = g [2m] et AB = AC sietssi arg (E) = g[Zn] et|lb—al =|c—al
sietssi arg (g) = g [2r] et |g| = 1 sietssi g = 1ei§ s1iTetssi g =1+jsietssi (c—a)—(1+)(b—a)=0
care'3=—j2=1+j
s . P 2 _
sietssi ja — (1 +j)b + ¢ = O sietssi a ( +1)b+ c=0 swtssn a+(/ + Db + j%c = Omillillfflszlla+jb+j c=0.

EX 20

1) Soita = ;;f; Représenter les points M,, d'affixe a™ tqn € N.

2)  Soit (Uy)nen telleque:uy = let Vn € Nyu,,, = iun +§i et u, affixe de M,
a)  Montrer que tous les points M,, sont alignés.

b)  Exprimer u,, en fonction de n. Déterminer la limite des suites Re(u,, ) et Im(u,, ).
Zp+2(1-0)
Zp—3i

3) Soit (z,) la suite de nombres complexes définie par: zy, = ietVn € N,z,,, = (*%).
On note M, le point image de z,.

a) Calculer z; et z, .



b)  Trouver deux suites constantes égales a p et q (telles que |p| > |ql|.)qui vérifient la méme relation de récurrence (*x) que la suite (z,) .
Zn—P

c)  Montrer que la suite ( ) est géométrique.
neN

Zn—q

d) Endéduire z, en fonction de n et Déterminer la limite des suites Re(z, ) et Im(z, ).

x+jy+j%z=0
Ex 21 Soit a un nombre complexe . Résoudre le systeme (S) : {jzx +y + jz = 0 d'inconnue (x,y,z) € C°.
jx+j2y+z=0
x+ay+a’z=0
Ex 21 bis Soit a un nombre complexe . Résoudre le systéme (S) :{ ax +y +az = 0 d'inconnue (x,y,z) € C°.
a’x+ay+z=0

LyeL,—al,

x+ay+a?z = 0LycL-a’L, x+ay+a?z=0 x+ay+a?z=0
ax+y+az=0 S (1-aad)y+(@a—-a?a)z=0 =:{(1—lal>)y+a(l—]al?*)z=0.
a’x+ay+z=0 (@a—aa®)y+ (1 —-a*a®)z=0 a(l—lal®y+@—lal*)z=0

Silal?=1i.e. |a| =1alors(S) & x +ay+a’z=0& x =—ay —a’z DoncSol = {(—ay — a®z,y,z)/y,z réels}.

1
Lﬂ—mLz

Lemman® ( x+ay+a?z=0 i1yel-a, ( x+ay+a?z=0 x+ay+a’z=0 x=0
Si|a| # 1 alors (S) = y+az=0 P y+az=0 &) y+az=0 ©{y=0.DoncSol =
ay+ 1+ |al®)z=0 1+ al?>=1al®z=0 z=0 z=0

{(0,0,0)}.

Pour I’ex 21 , il suffit de prendre a = j et, comme |j| = 1,Sol = {(—jy — j?2,,2) /y, z réels}.



