Corrigé TD Complexes (2)

Exponentielles complexes-Equations polynomiales- Racines n'*™s complexes.

Ex 1 Soit a un réel. Donner les racines carrées complexes des nombres complexes a suivants :

1. a=-1 5. a=-2i 8. g =1V

2. a=-3 =1 ’ =i

S a2 CHNCE 9. a=-2+i

’ _ 7. a=j 10. a=-12+16i
4 a=cos*(a) — 1 1) Jecherche a écrire a sous forme d’un carré.
2) Jecherche la forme trigo sympa de a =
1. a=-1 =i Donc, iet—isontlesracines carrées complexes de a. © . ) 6
25 V3)? V3 i V3 ) ) re'®, alors les racines carrées sont ++/rez
2. a=-3=i 23 = (iV3)". Donc, V3 i et —V/3i sont les racines carrées complexes de a. 3) Jecherche z = x + iy tel que z2 = a ...puis je
3. a=2=(V2)".Donc,VZ et —V2 sontles racines carrées complexes de 2. résous un systéme en identifiant parties réelles,
4. a=cos?*(a) —1=—sin?(a) = i%sin®*(a) = (isin(a))z. Donc,isin(a) et —isin(a) sont les racines carré imaginaires et modules !!
malin
5. a=-2i 2 (1-1i)2 Donc,1—i et—1+isontlesracines carrées complexes de —2i.
7\ 2 2
1 " 1 1 -1
lg==-]j== = (= = —
6. La forme trigonométrique de a est sympa ! a = e 2 (ze 4) ( (f + lf)) .Donc, (( + l() et — («F f)sont les racines carrées
complexes de;z.
o 1\? (1\2 2 1 2
ou bien a = 2= mZz = (5) (E) 1+i?2= (z—ﬁ(l + l))

2" i) i i
7. a=j=e3 = (e 3) .Donc e’z et — e’z sont les racines carrées complexes de j.

1

. . 2(2 NEN = (T (7T . (7m\12 e
8.  Laforme trigonométrique de a est sympa !l a = L M V2= \/ie‘(?i) = \/fe‘(%z) = [24191(27)] _Donc 2+ei(33) et — 24¢GA) sont

i-1 1-i ﬁ(T_T) e
\Fl
les racines carrées complexes de — -
9.  Laforme trigonométrique de a n est passympa !l a = —2 +i.Jecherche z = x + iy tel que z> = =2 + i.
22— 2 _ 2 — 2 _ {x =52
2 . (x+iy)2=—-2+i x2—y? +2ixy = -2 +1i xT=y 2 x“=y 2 2x2=+5-2 2
Z=_2+“:’{Ix+i|2—|—2+i| 24228 =) 2=1 o) 2y=1 o1 Zwy=1 e{ =, <
y x“+yc= x2+y? =45 x?+y?=+5 2y2=+5+2 yzzﬁﬁ
2
=
x == 2 (x= V5-2 (x=— V5-2
xy = 1 =) z et 2 .Donc, ,E +i ,@et — ,E— i @sont les deux racines deuxiemes de —2 + i.
2 = ‘-.-/‘/7 _ \@+2 _ \@+2 2 2 2 2
y _ + \E'FZ 52—2 52+2: y = T y = — T
-\ 2 -
(5057
e
10. Laforme trigonométrique de a n’est pas sympa !!
ou bien j'applique la méthode précédente
malin
oubienjécris: a=—12+16i = 16 —4+2X4X 2i =42+ (2))2 + 2 X 4 X 2i = (4 + 2i)% Donc,4 + 2i et —(4 + 2i)sont les racines carrées
complexes de —12 + 16i.
Ex 2 Résoudre les équations suivantes d’inconnue z complexe ou (z, w) couple de complexes :
1. e?=-5. 7. z*+119-120i=0
2. e*’+4+e?+1=0 8. z*—14iz2+32=0
3. (—4-20z>+(7-D)z+1+3i=0 9. z3—(16—1)z?>+ (89— 16i)z+89i =0
g {Frw=-—lta 10. €% +3e% +24e~% = —8
: zw=1+7i 2 2 (@ N b
5 e — 11. z (1+tan (;))+4Ltan()z—4=00ua€]0,;[
6 {ez+e“’=2 12. (3z%2+z+ 1)+ (z2+2z+2)2=0
: 2 =) 13. z*+623+92z2+100 =0

1. Soitz=x+1iy € Ctqx,y réels.

eX = {:{ x = In(5) @{ x =In(5)
ik € Z/—y = + 2km ik € Z/-y = + 2kn Ak €Z/y = —m + 2kn
< 3k € Z/z =1n (5) + i(—m + 2km) .Ainsi, Sol = {In (5) + i(—m + 2kn) /k € Z}.

e? = -5 ¥ = 5ol & e¥e ™V = 5el 4:»{

2. Soitz=x+iy€Ctqx,yréelset Z=e”
2T AT
e +e’+1=0=22+2+1=0 - Z=jouZ=j2e’=e3 oue’*=e"3
A=-3=(iv3) et z, _1+L‘F—/ et Z,= 1_2i‘/§=j=]2
OU BIEN d'apres le cours,j et j2,les racines

troisiémes de l'unité sauf 1,
sont les solutions de 1+t+t2=0.

e* = e*=1
x iy—ei%noue"e"y—ei%nﬁ 2m ou 4m
ceen = = 3k €z/y =+ 2kn ™ (3k € 2y = — + 2kn
x=0 x=0 . (2m | (am
Ik ez/y ="+ 2kn ¥ 3keZ/y:%"+2kn":’3kEZ/Z:I(?“LZ"”) ouz=i(% +2kr).
- _f. (2 (4
Amst,Sol—{z(i+§krr),z(3 1) /ZkEZ} s
z+w=-1+2i z+w=-1+2i z+w=-1+2i — . 2 Y o
3. {Z_W=1+7i 4:»{ =TT @{ 2 = 1 — 7 & zet wsont les racines de P(t) =t* + (1 -2t +1—7i.
Posons A= (1 —20)2—4(1—-7) =1+ Qi)?—2%X2i—4+28i=1—-4—4i—4+28i=-7+24i=-16+9+2 X3 X 4i = (3 +4i)?
t, = —(1—21)2—(3+4z) _ —42—21 = 2—jett,= —(1—21)2+(3+4l) =1+3i
. z+w=-1+2i z=-2-1 z=1+3i z=-2—1i z=1+3i L ) B A A ] B ) A
Parconsequent,{ Fw=1+7i @{w—1+3lou{w——2—1 @{W:1_3iou{wz_2+i.A|n5|,Sol—{( 2—i,1-3i);(1-3,-2—-10)}

(@:(-4—-2022+ (7T —-Dz+1+3i=0



Posons A= (7 —i)? — 4(1 + 3i)(—4 — 2i) =49 —14i — 1 — 4(—4 — 12i — 2i + 6) = 40 + 42i.
4.  Cherchons les racines carrées de A= 40 + 42i.

15 méthode : Oncherche § = x + iy tel que : (x + iy)? = 3 — 4i .
. ; 2—y2=140 2x%2 =98 x = +49
iy)? = 40 + 42i x%—y? + i2xy = 40 + 42i *oy t
(x+iy)2:40+42i(:>{(x+,ly)2_40+ 421, { Yoy y=42 ol22-18 oly=49 o
[(x + iy)?| = |40 + 42i] I(x + iy)?| = V3364 = 58 X2+ y? =58 xy =21 Xy =21
=7 =7
{; _3 ou {f] - _3 Donc,7 + 3i et — 7 — 3i sont les racines carrées de 40 + 42i .
2™ méthode : A=40+42i =40 +2X7 X3 X i =49 — 9+2><7><31—7Z+(31)2+2><7><31—(7+31)2
Alors 7 = —(7-0)-(743i) _ -14-2i _ o7 _( 7-0)(— 4:21) 30-10i _ 3-i etz Z = _ —(7-D+@+3) _ 40 _ 2i Zl( 4+Z;) _ —4-8i _ -1-2i sont les solutions
2(—4-2i)  2(-4-2i)  —4-2i |-4-2i| 20 2 2(—4-2i)  2(—4-2i)  (-4-2i)  |-4-2i| 20 5
de (e).
5. Soitz=x+iy € Ctqx,yréels.
. . 2_y2 2 _ 2 — — = =x y=-x
z _ x2-y? j2ixy — i0 e¥ V=1 { X y 0 {(x N +y) 0 { y {
e lee e 1le {:{ElkEZ/ny=2kT[ ElkEZ/xysz[ EIkEZ/xy:kT[ < ElkEZ/X2=kT[0u ElkEZ/—Xzzkﬂ'@

y=x y=-x y=x y=—x
ok e e = i ok € 2y = v = ok e = i ok v = v
Sol = {#Vkr(1 + 1), Vkn(1 — i) /k € N},

=3k € N/x = +Vkn(1 + Doux = +Vkn(1 — i)

6. Soitz=x+iyeCtqx,yréelset w=a+ibtqa,bréels.

z w w —
{e +e _2@{6 te 2(:»ezelfewsontIesracinesdeP(t)=t2—2t+2

e?tw =2 eZeV =2
zZ= Z=1-—i eV = i eXely = i
o w_11+1-0u{€w_11+l-‘=’{ ‘/—etou{ V2e %
Ama—g=Ta=ziz € T~ T e’ = l alb—\/—e‘t alb_\/—e
2-2i_
tl—z =1-i
tp=22 ki
Z T A T
x=\/iet3ke;=;+2kn e"=x/§et§lk€;=—;+2kﬂ
ou
e“=\/§et3kez=—£+2kn e“:x/ietakez=3+2kn
x=mn(vV2)= 1“(z)etElkEZ/y=—+2k7r x= ln(z)etakeZ/y———+2kn
ou .
1"(2) et 3k €Z/b = ——+ 2km l"(z) etak €Z/b = —+ 2k

Ainsi, 501_{(‘“(2’ i(~2+ 2km), 1“‘2)+ (Z+ 2kn )) (‘"f)+ (Z+2kn), 1"(2)+ (- +2k7r)) ke

7. Soitz=a+ibeC et Z=2z2=x+iytqa,b,x,yréels.

2_ 22—
N2 — . 2 .2 e — . x4 —y*=-119

2% +119 — 120i = 0 & 22 = —119 + 120i & { G )f =~ 119 + 1201 {x Yo T 2y =120 o
|x + iy|? = [-119 + 120i] x?+y% =169 X4 y? = 169

2x% =50 x% =25 x =25 X=% R
xy=60 ={xy=60 &1 xy =60 :»{yz_lzou{yz__124=22=5+12i0uZZ=—5—12i=(5+12i)i2
2y? = 288 y? =144 y* =112

2 2 .2 L . a?—-b2=5 2a? =18 x? = x =43
22=5+12i=.{|(a:;b|2_|§:11221| {a —b2++2;)¢;b_—1§+121@[ sab =12 <] =6 olxy=6 ] xy=6
whE l “ - a?+p2=13 (2y2=8 (y*= y? =42

= {g B 2 ou {g - :; Donc 3 + 2i et — 3 — 2i vérifient z2 = 5 + 12i. Alors i(3 + 2i) et i(—3 — 2i) vérifient z*> = —(5 + 12i).

Ainsi, Sol = {3 + 2i et —3 — 2i,—2 + 3i,2 — 3i}.

8. Soitz=a+ibeCet Z=z>=x+iytqa,b,x,yréels.

TN\ 2 T\ 2
2 - 14iz2+32 =02~ 14iZ+32=0 ©Z=-2ouZ=16i < z’= (ﬁe‘i) ouz?= (4e‘z)
A=(—14i)2-4x32=—324=(18i)2

14i-18i_ 14i+18i .
Z=—, 2iouZ,= =161

=z= i\/ie_i% ouz= i4ei% . Ainsi, Sol = {iﬁe“‘?,iz}e‘ %,] ).

9. z3—(16-1)z>+ (89— 16i)z+89i =0
—i est racine de la fontion polynomiale P(z) = z3 — (16 — i)z% + (89 — 16i)z + 89i. Factorisons P(z) par z + i : cherchons un complexe b tel que : Vz €
€,2% — (16 — )22 + (89 — 161)z + 89i = (z + i) (22 + bz + 89). I suffit de choisir b tel que: {' ;L+82 = ?9__16161
Ainsi, Vz € C,z3 — (16 — i)z? + (89 — 16i)z + 89i = (z + i)(z? — 16z + 89).
Posons alors A= (16)? —4 x 89 = —100 = (10i)?,z, =8 + 5i et z, = 8 — 5i . D’aprés le cours, (z2 — 16z + 89) = (z — z,)(z — z,). Et par suite, Vz €
C,z3— (16 —)z>+ (89 —16i)z+89i = (z+ i) (z — z,)(z — z,).
Ainsi, Sol = {8 + 5i,8 — 5i, —i}.

.Donc b = —16 convient.

10. Soit (e) I'équation z?2 (1 + tan? (g)) + 4ltan( )z — 4 = 0 d’inconnue complexe z (a €]0,= [est un paramétre).

Comme 1 + tan? (g) > 0, (e) est polynomiale de degré 2.

Posons A= (4itan (%))2 +16 (1 + tan? (g)) =16 = 42

. a
2, = —4itan (7) —4 = —2itan (2) —? = cos? (%) [—Zitan (%) - 2] = —2isin (g) cos (ﬁ) — 2cos? (g) = —cos(a) — 1 —isin(a) = —1—e®

2 (1 + tan? (%)) @ 2
z; = ;{K:ﬁzg;) = _2:[:;%” = cos? (g) [—Zitan (g) + 2] = —2isin( )cos( ) + 2cos? (—) =cos(a) + 1 —isin(a) = 1+ e,

Ainsi,Sol = {1 — el® 1+ e—ia}.
1. B2%+z+ 1)+ (2*+22+2)° =0 B2° +2z+ 1) - *(z° +22+2)* =0



o (B22+z+ 12— (22 +2iz+20)2 =0 (322 + 2+ 1 — (iz2 + 2iz + 2))) (322 + z + 1 + (iz® + 2iz + 20)) = 0

identité remarquable a?—b?

&322 4+z+1—(iz2+2iz4+2)) =00u3z?+z+1+ (iz?+2iz+20)) =0 B3-Dz?+(1-2)z+(1—-2)=00u B+ i)z + (1 +2)z+ (1+2i) =0

Posons A;=(1—20)2—-4B—-)(1—2) =-7+24i=-16+9+ 2 x3 x 4i = (3 + 4i)?

et 7. = —14+2i—(3+4i) _ —4-2i _ (-2- 1)(3+1) 75751' — —-1-i ot 7, = _ —1+42i+(3+4i) _ Z+6l _ (+3D)(3+1) & =i
1 23-i)  23-i)  |3-i]? 10 Z 26-1)  26-0)  3-i? 10
Posons A,= (1 +20)2 — 4B +D)(1+2i)) =-7— 241 =-16+9-2x3x4i=(3-4i)%=4,
—1-2i—(3-4i) _ —1+i —1-2i+(3-4i) _ .
EtZ3:W:Z2— etz, = W =27, =—L
Ainsi, Sol —{ el ,i,—i}

12. Z4+623+9ZZ+100=0(=>22(22+62+9)+100=O(=>Zz(z+3)2+100=O@(z(z+3))z—(10i)z=0
< z(z+3)—-10i=00uz(z+3)+10i =0 2z?+3z—10i =00u z?>+3z+10i =0
. . 2 —3—(5+4i) ) —3+(5+4i) .
Posons A;= 9+ 40i = 25— 16 + 2 X 5 X 4i = (5 + 4i) etz =————=—4-2ietz; =— —=1+2i
Posons A,=9 —40i =25 —16—2x5x4i = (5—4i)%et z; = =1-2i
Ainsi Sol = {—4 —2i , —4+2i,1+2i ,1— 2i}.

-3-(5-4i) _ —3+(5-4i)

—4+2i etz, =

Ex 3 Donner les racines n’¢mes des complexes a suivants et les représenter dans le plan complexe (i.e. le plan muni d’un repére orthonormé direct) :

1. a=-1 n=48 5 g= 1+fr =5
2. a=7-24 n=4. 3-iv3
3 - _gi ' -6 6. a=e**—-1 neN‘etxe[0,n]
. a= — L n= 7 _ 1+itané =6
4. a=j n=10 . -oa=T— n=
; in i 2tk
1. a=-—1=e"Donces estune racine huitiéme de — 1. Sol = {ese & /k € [0,7]}.

2. a=7-24i=16—-9—2 x4 x 3i = (4 —3i)%. Donc, 4 — 3i est une racine deuxiéme complexe de 7 — 24i.
Je cherche z = x + iy tel que : z? = 4 — 3i.

-+
x2—y? =4 2x2 =9 (x_—ﬁ =2 (x=—i
l=4-3ie 2xy=—3<:>xy=—§(:. xy=-o 2 Vs
x2+y2=5 z y=—— — Lorsque n= 4 et la forme trigo de a n’est

2y?=1 -+ -
Y=z pas sympa, , on peut chercher une racine

Donc, 7 est une racine carrée de 4 — 3i et donc une racine quatriéme de 7 — 24i. Comme 1,—1 ,i et —i carrée d’une racine carrée .
3-i 3-i 3-i 1+3i —1+3. , . . .
—, =, = et (—i = sont les racines quatriemes de 7 — 24i. Pour déterminer les racines niemes de a,
f'ﬁ'ﬁf()f 7z q ur . : P
—1430 1+3i 3-i -3+ . =
Ainsi, Sol = { =i ) écrire a sous forme trigo a = re
Uz NE Nz . . o o 1B
etrouver une racine nieme particuliére : ¥/ren
1 i3m 1 im . . . N .
3. a=-8i= 8e 2 Donc 8ee12 = 8se+ est une racine quatriéme de —8i. Ainsi, Sol = {866 126 6 /k € [0,5]}. emultiplier cette racine niéme par les n racines
217[ lZT[ lT( - 7’ +A
nieémes de I'unité.
4. a=j=e3 Donceso = eisestune racine dixiéme de j. Ainsi, Sol = {else 10 /k € [0,9]3.

T 1 1
_ 1 V2e'r 1 (”+”) _1 L-(S_") 1\10 i(l) . N 4, EPTEAYT i(i) i
5. a=5 5= e e 7€ \i2/. Donc (6) e'\12) est une racine cinquiéme de Y Ainsi, Sol = {(6) e'\iz) e7s [k € [0,4]}

6. a=e* —1=2isin(x)e?* = ZSm(x)eL( )

S(x T . SX | T 2ikm
Si x €]0, [, alors sin(x) > 0 par conséquent, \/ZSin(x)el(ﬁJ'ﬁ) est une racine n*m de e?* — 1. Ainsi, Sol = {}/2sin(x el(Tﬁ) en [kelon—1]}
Six = 0 alors a = 0 et par conséquent, Sol = {0}.

o 1 icos(6) sin(@)+icos(8) ® ®) o (26) (6) o ( )

1+itan sin(6) sin(6) sin(@)+icos! e 2i0 i(Z2 i 1+itan

7. a= =— =5 : = =—=¢e*" Donc e\s/ = e'\3/ est une racine sixieme de . Ainsi, Sol = {e e s /k €05
1—-itan® 1—‘;25((99)) 75‘"(2;(‘;;’5(9) sin(@)—icos(f)  e~if —itan { / II ]]}

Ex 4 Résoudre les équations suivantes d’'inconnue z complexe (n désigne un entiere naturel non nul ):

1. (z—-1D"=(z+ 1D"oun € N\{0,1} 8. -} +E-D*z+)+GE-DE+)?*+@z+D)*=0
2. 1-i(1l-2%*=0 9. (1-Dz22+(1-iv3)z=0
3. z"=3" 10. z5+2%+--.+z"=000Un = 5.
4, 8=z 11. z+23(1+2)3+ (1 +2)°=0
5. 64z-1)°+(z+1)°=0 12. z?" —2z"cos(a) + 1 = 0ot a € [0,7]
N _i\"
6. z'-z+z2-z+1=0 13. C—Jri) +(ﬁ) = 2cos (a) ou « € [0, 7]
7. z8+z*+1=0 -
1. Soitn € N{0,1} et (e): (z— 1)" = (z + 1)"d’inconnue z complexe.
Je remarque que 1 n’est pas solution de cette équation . Soit z € C\{1}.
z solution de (e) sietssi (z — D" = (z+ 1" S|et55| (Z“) =1
n
sietssi (—) =1 ATTENTION A NE PAS DIVISER PAR ZERO :
sietssi 2" = 100 Z = 11 Soit kizzn[[O,n —.1]]. e o
sietssi Z est une racine niéme de I’unité. 1—e'n =0 sietssi e n =1 sietssik = 0.
T _ogm g I 2L Donc je dois 6ter la valeur k = 0 pour avoir le droit de
sietssi Z=1ouZ=enouzZ=enou ...iﬂ— e n diviser .
. . . _ i .2km 2km
sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que Z+1— e nz,;,, De plus, pour k = 0, (1 _ e‘T)z #—("n +1)
z ===
sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que — = etn Donc le cas « k=0» est impossible ... mais ce n’est pas
sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que(z +1) = eiZkTﬂ(z -1 grave il nous reste les autres cas qui, eux, n’aboutissent
’ 2kn 2kn pas a une impossibilité !!
sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que(l - e‘T)z =—(e"n +1) =
2km ke, K
n 2 — n
sietssi il existe k € [, n — 1] tel quez = G ZZ,? =- COS(';;E T = —lCOfan( ) J
(1 e n ) —Zisin(q)e n
Ainsi ,Sol {—zcotan( )/k € [mn—1]3. zZ"=a
signifie que :

Z est une racine nieme de a.




2. Notons(e):1—i(1—2)*=0.Soitz€ C.PosonsZ=1—2z.

[[0 3]

. 1 . N i _f j2km 0,3
z solution de (e)=Z* = e Z est une racine quatriéme de — i = dke——=¢ se's <= 3ke Q

*l—E 2
T .2km
<3k ef03]/z=1—e"se" +.
. .2km
Ainsi,Sol = {1 — e 'se" + /k € [0,3]}.

—z=e

.1'[ zkn

‘seta

i n_n 2\" _ o~z . PN s z _ %km ke
3. SoitzeC.z"=3 o3 —1@5 est une racine niéme de l'unité < Ik € [0,n — 1]/ ;=€ <= 3dke0,n—1]/ z=3e"n.

.2km
Ainsi, Sol = {3e" = /k € [0,n — 1]}.
4. z=0vérifiez® =7.
Soit z € C*. Posons z = reour = |z| € R** et 8 I'argument principal de z.

8 r8 =r carr#0 r7=1
8 — 5 6 — —i0 8,180 — —-i0 =
=z (re?) =re e i =re =’{3ke£=—a+2kn = {ake£=—0+2kn

car reR* _ car 6€[0,2m[ _
e r=1 r=1 el r=1 o j2km
pa {ElkeZ/()@:an(: ElkeZ/e—Zk—" pa EIkE[[O,8]]/0=%’Ams"501_{0’e s /k € [0,8]}.

5. z = 1ne vérifiepas 64(z—1)°+ (z +1)® = 0. Soit z € C\{1}.

Z"=a.

signifie que :
Z est une racine nieme de a.

(z+1)° 7+ 1\° =z+1 ) .
64z— 1)+ (z+1) =0 ———=— (:»( ) =—-64S est une racine 6ieéme de — 64
(z—- 1)6 z—1 -1
+1 2ikm
e 3k € [[05]]/——2w 6 < 3k e[0,5]/z+1 —Zle 6 (z—l)(:Elke [[05]]/(21e 6 —1)2— 1+ 2ie 6
—64=i626=(2i)6
Donc,2ie 6 ,tq ke[0,5] sont On ne peut pas arranger car 2ie ¢ et 1 n'ont pas le méme module ...
les 6 racines 6iémes
de —64.
2ikm 2ikm
i 6 6
PN 3k € [0,5]/2 = 252 Ainsi, Sol = (Z4m /k € [0,5]}.
2ilcn| 2ie 6 -1 2ie 6 -1
car (2ie 6 |=2#1=|1]
2ikm
donc2ie 6 #1
6. z=—1nevérifiepasz*—2z3+2z2—z+1=0.Soitz € C\{—1}.
—7)5—
2*=72*+72"—z+1=0 (-2*+(-2)*+ (-2’ + () +1=0 5 (-2) =0 < (_ZZ)—_11=0<:>(—Z)5= 1
carz+—1
— zikn 2ikn
S — z est une racine 5iéme de l'unité < Ik € [0,4]/—z=¢ 5 s Jkem4]/z =—e s .
car z#-1

2ikm
Ainsi, Sol = {—e s [k € [[1,4-]]}.

2im 2im
7. z8+z* +1—04=ZZ+Z+1—0=>Z—10uZ—] ozt =jouzt = j2S zest une racine 4itmedej=e s oudeji=e 3 &z =

in in i2m in =5im _im _im —im in _in 5im _in —i2m
Ccouz=ies =es OUZ=—es =€ 6 OuZ=—iet =e S0UzZ=e soUZ=ie6 =es0Uz=—e s =e6 ouz=—ie s =¢ .
i iem —sin _in _in ir sin  -im
Sol ={es ,es,e 6 ,e 3s,e 6,3 ,e6 ,e 3 }.
8.  (—1) n’est pas solution. Soit z un complexe différent de —i. On pose Z —Ti
z—1i z—1i z—1i Zt—1
(z—=0)3+ (z—10)? (z+z)+(z—z)(z+z)2+(z+z)3=0=>( ) +( ) +( ,)+1=04=>23+ZZ+Z+1=04=>Z¢1et =0
- +1i z+i z+1i Z—-1
S Z est une racine quatriéme de ["unitéetZ+ 1o Z=iouZ=—iouz=—1
zl_=i0uE——Lou2——1=».z—i=i(z+i)...
Z+i Z+i Z+i
9.z =0 estsolution évidente de (1 — i)z® + (1 — iv3)z = 0. Cherchons les autres solutions :
Soit z = re'® un complexe non nul tel que r > 0 et 0 réel.
. 7 — car reR*™* L
N = . z8 (1-iv3) rBe=i80  oimpp™ 5 _ ( ) r V2 ~ =214
1-D28+(1-iV3)z=0Z =— e == r7e~190 =275 .
(1 -02°+ (1-iv3) z -y O e T LS Vae! 3k € 2/6 = 2T+ 2kn 3k € 2/6 = 2 + 2kn
1 (11T
Ainsi, Sol = { 0; 21se'(3+2m) /1 € 73
10. z = 1ne vérifiepas z°> + z° + . +2z™ = 0. Soit z € C\{1}.
Zn—5+1 _q L 2ikm carz==1 2ikm
Z5+ZG+“-.+Z"=04=71—04=>Z71 4—14:3k€[[0n—5]]/z—en 1 S 3kedn-5]/z=ena.
7 —

2ikm
Ainsi Sol = {en-+/ k € [1,n — 5]}.
11. z = —1ne vérifiepas z°+z3(1 + 2)3 + (1 + 2)® = 0. Soit z € C\{—1}.
6

2+23(1+2)°+(1+2)° =0 2 +23(1+Z)3+1—0<=( z ) +(L)3+1—0 o Z2+Z+1=0=Z=jouZz= 2
1+ 2)° 1+ 2)° 1+z 1+z P J J
Z=(1+z)
Z N3 z \3 - Z 0 2]] 2in 2ikm z —2in 2ikn
(Eb( ) :jou( ) =j2S est un racine troisiéme de j ou de j*> < 3k € =e9%e 3 ou =e 9 e 3
1+z 1+z 1+z + 7T z+1
z
2im 2ikm 4 —2in 2ikm 2im 2ikm —2im 2ikm
c»EIkE[[OZ]]/—lze 9e 3 ou T1-¢ 9 e 3 ©3ke[02]/z=(z+1)eve 3 ouz=(2+1)e 9 e 3
z
2im 2ikm 2im 2ikm —2in 2ikm —2im 2ikm
< 3k e[02]/z(1—e9e 3 )=e9€ 3 ouz(l—e 9 e3)=e 9 e3
9e 3 e 9 3 1 e
= ak € [0,2]/z = ——mr = q o — T OU Z = — e
car vkelo, 2]]:;"+2k"20[2n] (1—2%2 1311) —Ztsm(ﬂ k”) (5 311) —215m("+?) Zsm(n+ 3“) 25m(—§+?“)
+211z 21k1z
donc,e 9 e 3 #1
R IS s i)
Ainsi, Sol = { n(—g+£:); i ,m)/ k € [0,2]}.

12. Soit z un complexe . Posons Z = z".




n _2z"%cos(a) +1 =0 < 22 —2Zcos(a) +1 = 0.
Posons A= (2 cos(a))? — 4 = 4( cos?(a) — 1) = 4(—sin 2(a)) = 2%%in 2(a) = (2isin(a))?.

2 cos(ot)+2isin(a) 2 cos(a)-2isin(a)

Z, = eletZ, =e7la
2 2
Rk
Donc z?* —2z"cos(a) + 1 =0 = Z=2, 0uZ =%, & z" = e® ouz" = e!* S z est une racine niéme de e’ oude e *=3k € [O,n — 1]/ z =
La 2ikm 7& 721}(11
ene nouz=e ne n
ia 2ikn m zi km
Ainsi, Sol = {ene n ;e ne = /k€[0,n—1]}.
ia 2ikm ia 2ikm

Rque:sia € {0,m}alors A=0et Z, = Zjetene n =e ne n doncon écrira plus simplement Sol = {ene n /k € [0,n —1]3}.

1. (_) + (Z;%)" = 2cos (a) ol € [0,7] .

z+i

+2; 4 .2
.j:_%q.ig:e'?netj2=e‘7n=j=§=_§+i§=e‘7n_
x+jy+j?z2=0 o1, j et j2 sont les racines 3iémes de l'unité, j> = 1.
Ex 5 Résoudre le systéme (S) { j%x + y + jz = 0 d'inconnue (x,y, z) € C3. ol+j+2=0.
'x +j2y +z=0 o j et j2 sont les deux solutions de 1 + z + z2 = 0.
Lycla+j? 1 sip=3k
X+]y+]Z_0LeL+]L - . p
S){jfx+y+jz=0 3; ' JC-I—]}Z)-'_]OZ 0(=>x=—'y—'22 'VPEZ'fp:ewa— ]SLP—3k+1tquZ
J J 1y —J7z 2sip =3k + 2
jx+jiy+z=0 0=0

Ainsi, Sol = {(=jy — j*2,y,2)/y,2 € C*}
Ex 6 Soit a, b et c trois complexes distincts et A, B et C leurs images ponctuelles respectives.
Montrer que : le triangle ABC est équilatére direct (Cf dessin)si et ssi a + bj + ¢jZ =0
ABC est équilatére direct sietssi (AB AC) =- [271] et AB = AC
sietssi arg( ) =I2r]et|b—al =|c— aI

=1

sietssi arg( ) == [27‘[] et |
c— 7[

sietssi — = le's
b-a

sietssi =1 +j

—— b—a
care 3——12—1+
sietssi (c—a) —(1+j)(b—a)=0
sietssi ja— (1+j)b+c=0
N 1 1
sietssi a — (—,+ 1)b +-c=0
J j

sietssi a + (2 +1)b+j%c =0
car;l,zizjz

sietssi a+ jb+ j%c = 0.
car 1+j+j2=1

Ex7
1. Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que les points M(z), P(z*) et Q(z*) sont alignés.
2. Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que les points M(z), A(1) et P(1 + z°) sont alignés.

1) SiM =PouM = QouP = Q alors les points M, P et Q sont alignés.
OrM=Po zZ=zz2z-1)=0z=00uz=1.
M=Q ozt=zozz-1)=0zz-1)(z*+z+1)=0 e z=0ouz=1louz=jouz=j%
car les solutions
de 1+z+22=0

sont les racines 3iemes
de l'unité sauf 1

P=Q ozt=2 22 V=0 22(z-1)z+1)=0=z=00uz=1louz=—1.
Donc finalement, si M € {0,A(1), B(—1),C(j),D(j?)} alors M,P et Q sont alignés.
Prenons maintenant z ¢ {0,1, —1; j; j2}. Alors, M,P et Q sont distincts. Par conséquent,
4_z2 z2(z-1)(z+1)

M,P et Q sont alignés :}(W ,m) =0[n] & arg (Zzz_z) =0[r] & arg( e ) =0[r] & arg(z(z + 1)) =0[r] ® z(z+ 1) ER"
Szz+1D)=zz+ D)= z@E+1) =27+ 1)e=22-722+2-2=0= (z-2)(z+2Z+1) =0 z=zZou2Re(z) = —1<=>ZERouRe(z)=—§.

& M est sur l'axe réel ou sur la droite Dvertciale d'équation x = —%.
Ainsi, So/=D U (0x) puisque les points 0,4,B,C et D sont aussi dans cet ensemble.

2) SiM=A(iez=1)ouA=P(iez=0)ouP=M((iLez= esz=e"5 ) alors les points M, P et A sont alignés.
(eneffet, P=M o 1+z2=z22-2+1=0 e z=1+T“/§=ei§ouz=1+2;\/§=e_i§).
A=1-4=-3=(iv3)’

Donc finalement, si M € {0,A(1),C (e'g) ,D (e_'g)} alors A, M et P sont alignés.

T
Prenons maintenant z ¢ {0,1, e's, e_'i}. Alors, M,P et Q sont distincts. Par conséquent,

2 2 72
M,P et A sont alignés @(MP PA) = 0[n] © arg (1+Z 1) =0[n] & arg ((z 1)) =0[neoade (zz——1) ER & o= ((ZZ_ZD) 1= (zz-1) =05

=22(7-1)=7220V2(22) —72(z2) - (22— =0=2 z-D|zZP - z-2)2Z+2)=0= z-2D[Iz -+ 2] =0
Sz—z=0o0ulzl?-(z+2) =0 z=7 oulz|? =2Re(z2)=z€ Roux’*+y?—2x =0 z€Rou(x—1)>-1+y2=0
SzeRou(x—1)%?+y’=1oz€eRoulz—12=1z€Roulz—1| =1 Mest sur 'axe réel ou AM = 1

& M est sur l'axe réel ou M est sur le cercle de centre A et de rayon 1.

Comme O, D et C sont sur le cercle de centre A et de rayon 1, je peux conclure que Sol = C(4,1) U (axe réel).

Ex 8 Calculer j suivant les valeurs de I'entier naturel p puis placer les points M,, d’affixe j? dans le plan complexe. En déduire les valeurs des sommes : U, =

Yosksn (22) 0 = Losksn (3k3+ 1) et Wy = Yosksn (3k32 2)'



1 sip=0[3] 1 sip=0[3]

a. jP=eii={e’sip=1[3] =4 jsip=1[3]
e‘”gsipEZ[S] j*sip = 2[3]
i 3n 3n)\ . 3n\ . 3n\ . 3n 3n\ . 3n)\ .
b ()= g’1"(10)110 "o (p)’“’zg?’:" (p)’p+z3?’=° (p)’p: *h=o (p)+ "o (p)]+ p=0 (p)JZ
p=0[3] p=1[3] p=2[3] p=0[3] p=1[3] p=2[3]

(=j%)%" = Uy + Voj + Wyj? .Donc, (=1)%°" = Uy + Vj + Waj? .
n_ . 2 V3 V3 1 1 V3 — . .
Donc, ()" =U, +Vj+ W, j2=U, +V, (—— + l—) + W, (_E - l?) U, _EV;“ - EW" + l?[Vn — W,].Donc, par unicité des parties réelles et
3
imaginaires d’un complexe, U,, — iVn —iWn = (-D" etV — W, = 0.Deplus, U, + V, + W, = 332, ( ;) = 25" = 8", Ainsi U, V, et W, vérifient le

systéme linéaire :

V=3[8"~ (=D)"].

V, - W, =0. V, =W, Vn=W
Unl+anVVn=8" .Donc{ Up+2V, =8" Donc{ 3V, =8"—(=D" .Ainsi,{ V, =:[8"—(~D"] .
—_ = [ = (=1)" n —gn n

U, ZVn ZVVn (-1 U, -V, = (-1 3U,=8 +2(-1) U =§[8n+2(_1)n]

Ex 9 Soit f: C - Ctelle que f(z) = z(1 — z). Démontrer, en utilisant la forme canonique de f, que : |z — %| < % = |f(z) —% < %

car |-z|=|Z| 1ére I.T.
12 1 1\2
=|-lz—-z) —- z—=
2 4 2
_ =
forme canonique de f

= (z - l)2 + 2
2 4
. 1 1 112 1 112 1 1 1 1
Par conséquent, |Z——| <-= |Z——| <-= |z——| +-<-= |f(z) ——| <-
2 P 2 4 2 4 2 2 2
Ex 10 Soit & € ]—m, 7[. On considére I'équation (e): z2 — 2%*1cos(a)z + 2%* = 0.
1. Résoudre cette équation ; on note z, et z, les solutions.
2. Soit A, B et O les points d’affixe z;,z, et 0. Déterminer les valeurs de a pour que OAB soit équilatéral.
1. Posons A= (—2‘”1605(6{))2 — 4 X 220 = 220+20052(q) — 22042 = 220+2(cos%(a) — 1) = 22%+2(—sin?(a)) = (2%+1)22sin?(a) = [2%*'sin(a) i]%

Alors z; et z, , ci-dessous, sont les solutions de (e). On remarque quesi @ = 0 alors A= 0 et z; = z,.
car (e)est
acoef f réels.

= 2%os(a) + 2%sin(a) i = 2%e® et z, = 7Z; = 2% i@,
3k € 2/(04,08) = +7 + 2kn

OA=0B +#0
Or, |z;| = 2% = |z,| . Pour toute valeur de @, 0OA = OB = 2% # 0.

De plus, (OA OB) = arg( )[271] = arg(z,) — arg(zy) [2n] = a — (—a)[27] = 2a[27]. Par conséquent, OAB est un triangle équilatéral<

1|2 1
-

1
b=k
4 2

f@)=-2z*4+z= _(2_1)24_% donc|f(z)—§|= |—(Z—§)2+1—1

2 4 2

2%+ cos(a)+2% L sin(a)i

Z,s =
1 2

2.  OAB est un triangle équilatéral(:{

|3k € 2/(04,08) = +%+ 2kn| & [3k € Z/2a = + 7+ 2kn| & [3k € 2/a = 2+ kn|

Ainsi, les valeurs de a pour que OAB soit équilatéral sont tous les réels de la forme i% + km tels que k € Z.
Ex 11 1) Factoriser, dans C, P(z) = 2z3 — (4 + 2i)z? — (34 — 10i)z + 56 + 72i sachant que P a une racine réelle.
2) Factoriser, dans C, P(z) = z* + (1 — V3)z3 + (2 — V3)z? + (1 — V3)z + L en utilisant Z = z + i

1) Notons r cette racine réelle de P . Alors P(r) = 2r3 — (4 + 2i)r? — (34 — 10i)r + 56 + 72i = 0 donc, en conjuguant de part et d’autre d’ cette égalité,
jobtiens: P(r) = 2r3 — (4 + 20)r2 — (34 — 101)r + 56 + 721 = 0. Puis en utilisant les régles de calcul sur les conjugués, 273 — (4 + 21)7% — (34 — 101)7 +

56 + 721 = 0 Alors, puisque 7 est réel, on obtient : 2r3 — (4 — 2i)r? — (34 + 10i)r + 56 — 72i 20.
car 9x(—4)=-36
et 9+(=5)=5
En effectuant (xx) — (*), j'obtiens : 4ir? — 20ir — 144i = 0 et par suite: 72 — 57 — 36 = 0.0r, 72 — 5r — 36 = r—90 +4).
Ainsir =9 our = —4.0r, P(9) # 0 et P(—4) = 0. j’en conclus que r = —4 est I'unique racine réelle de P.
Alors je peux factoriser P(z) par z + 4. Je cherche alors un nombre complexe b tel que :

vz €C,2z% — (4+20)z?> — (34— 10i)z + 56 + 72i = (z + 4)(2z% + bz + 14 + 18i).

or,(z+4)(2z% + bz + 14 + 18i) = 223+ (8 + b)z? + (4b + 14 + 18i)z + 56 + 72i. Donc, prenons b tel que : { 8+b=—(4+20)

4b+ 14+ 18i = —(34 — 100) 72"

conséquent, b = —(12 + 2i) convient.

Ainsi,Vz € C,P(z) = 223 — (4 +21)z> — (34— 100)z+ 56 + 72i = (z + 4)(2z?> — (12 + 2{)z+ 14 + 18i) = 2(z+ 4)(z* = (6 + D)z + 7 + 9i).
Posons A= (6 +1)? —4(7+9i)) =7 —24i =16 —-9—-2x4Xx3i=(4—3i)%etz = M—S—letzz—W—1+2i.

Alorsz2 — (6 +)z+ 7 +9i = (z—2,)(z — z) etenfin P(2) = 2(z + 4)(z — zl)(z —2z) =2(z+ 4)(z —-G-i)z-Q0+20)).

2)P(0) # 0 donc 0 n’est pas racine de P. Soit z un complexe non nul. Posons Z = z + . Alors 2% = z? + 5+ 2.

Alors, P(z) = z* + (1 —v3)z3 + (2 - V3)z22 + (1 - V3)z + 1 = 22 (z +(1—\/—)z+(2 \/—)+(1—\/—) + )
( +—+(1—\/_)(z+ )+(z \/_)>—z(2—2+(1—x/§)z+(2—x/§))=z2(zz+(1—x/§)z—\/§)=z2(z—\/§)(z+1)

1 1 22 +1-+3z\ (22 +1+V3z
=zz(z+g—\/§)(z+g+1)==zz< : )( Z >=<2—v§z+1xz2+w/§z+1>
Posons A;=3—4=—-1=i’etz = i et z, :@—elg etz = Y z; = DB et

i _21'5 i ==
Ainsi, VzE(C,P(z):(z—ee) (z—e 6) (z+e 6)(z+e 6).
Ex 12 Calculer de deux maniéres les racines quatriémes de 1+ iv/3. En déduire les valeurs de cosm—n et sinm—n

1¢ méthode:a =1+ ivV3 =2 G %) = 2e 3. Donc 24e 1z est une racine quatriéme de a et les complexes 249 12, 2418 12, —2418 12, —2416 12 sont les 4 racines
quatriemes de a.
2éme méthode :

. Cherchons z = x + iy tel que z2 = a.



x2=3 x=+ 2
2 i) 2 2 2 . \/— _yZ: ZXZ=3 2 2
Zz_a@{zzza {(x+zy) _a<:>x_y F2iy =141 3<:> ny:\/g<:> ny:\/§<:> xy:ﬁﬁ) xy:—3<:)
[22] = |al [z]? = |al X2+ y2 =2 5 2 2
x?+y?% = 2yt =1 2_1 T
y 2 y=i\£
x:E X =- A
\?ou \F . Donc, b_f+lT \F(\/—+l) est une racine carrée complexe de a.
Y=% Y——E
. Cherchons z = x + iy tel que z2 = b.
V3 2_ V3 2 _2tV3 ( -4 2+3
, Y S {—yf (22 =G+V2 (¥ =33 SR Y
2 z2=b (x+iy)’=b x2—yr+2ixy="—-+i—= 1 1 1 1
z b =3 V2 V2 & 2xy = — & 22Xy =— ©lrxy=—7— S Xxy=—7/ &
1221 = 16l T U 1217 = b 4y =3 Y= 5 . o 22
X2 +y2 =42 2y2 =2 V3 y? 2-V3 _ 2-y3
Y vz 22 y=t/55
(X= 24y3

2v2

_ [=5
- =

conséquent ¢, ci,—c et — ic sont les quatre racine quatriéme de a.

Ainsi, { / /2 ] ,2+\f /2 ( /2+( /2 \f 2+\f G f} 24e 12, 24l€ 12, —2416 1"2 —24le 12} En comparant le signe des parties

1 131[
réelles et imaginaires de ces quatre complexes, je peux affirmer que 2:e' 1z = —24e 12 = — zﬁ %I e. 24 cos 13”)) + 24 (sm (13”)) = [

2v2
i /zzf Ains, cos 13” = ,2+\f 2+( —i} 2+\f \/2 + /3 et sin (13—1[) V2 -3
22

(x _ ’2+\F
- vz ’ . ’ - ) ) . N
ou .Ainsi, ¢ = Cal] +1i 2 est une racine carrée de b. Alors ¢* = (¢?)? = b? = a. Dong, ¢ est une racine quatriéme de a. Par
_ 23 2v2 2v2
Y=z

UJ

12

2
Vérification : 2(—% 2+V3) —1= %(2 +\/§) -1 =? = cos(%) oK'!
Ex 13 Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que WJ_M—Q ou P et Q sont les points images des racines carrées complexes de z .
Soit z un complexe.
. Siz=_0 alors 0 est la seule racine carrée de z et par suite M = P = Q = 0. Donc MP=0 = W et par conséquent,WLW.
. Traitons maintenant le cas z # 0. Alors z a deux racines carrées distinctes et opposées : § et — §.
Cherchons lesvaleursde ztelsquez=46: z=4+8 o z°=6’=z’=zoz=00uz=1 e z=1

car ici z#0

Alorssiz = 1lalors M = PouM = Q donc WJ_W.
. Traitons maintenantlecas z # Oet z # 1. Alors M # P et M # Q. Donc MP # 0 et W #0.
Par conséquent, MP_ | MQ < 3k € Z/ (W W) =Z4kn o 3kel/arg (_6_2) = E+ kn < 3k € Z/ arg (_55__22) = §+ km

@HkEZ/arg(%) +kn=>3kEZ/arg(((ll+£)) +kn=>3kEZ/arg( )=§+k7r
ou Aff(A)=1
Aff(B)=-1

p Ik eZ/ (/TP', BP) = g + km < P est sur le cercle de diamétre [A, B]<P est sur le cercle trigonométrique

olfl=1o|6]?=1< 62| =1 |z| =1 & M est sur le cercle trigonométrique et M # A,
cariciz#1

Ainsi, en considérant les trois cas, Sol = {0} U C(0,1).

e .
Ex 14 Soit a un réel et n EN*. Notons (e) I’équation 3 (1“2) = Lia

1-iz. 1-ia

1.  Soit z une solution de (e). CaIcuIer

2. Justifier qu’il existe un et un seul reel adans ]—;,;[tel que tan(a) = a. Qui est a?

3. Résoudre (e) dans C, donner les solutions de (e) en fonction de « et sous une forme qui permette de lire qu’elles sont réelles.

car |Z|=|Z|
1 1+i 1+iz|™ 1+iz\" 1+i 1+i 1+i 1+
1. Soit z une solution de (e). Alors, ( +”) +fa donc | +fz = |( +l,z> | = | +l,u - +l_a| = |_+m| = 1. Alors, comme | |est un réel
1-iz. 1-ia 1-iz 1-iz 1-ia |1-ia| |1+1a| 1-
1
1+iz| _ ﬁ _ |-tz _ z—i| _
positif, j’en déduis que |—| = 1. De plus, |1 o %_z ll =|-1]|= Y, v .J’en déduis que : == 1.
Aff(A)=i
z—i |z—i|Aff(B)=_lMA
Notons M le point d’affixe z. Alors 1 = il = izr 2 == Donc MA = MB. J'en déduis que M est sur la médiatrice de [A, B]. Or cette médiatrice est

I’axe réel. J’en conclus que M est sur 'axe réel ; autrement dlt, Z est réel.

2. Lafonction tangent est continue et strictement croissante sur ]— g,g[ De plus, lirp_ tan(x) = +o et 1im+ tan(x) = —oo. Par conséquent, le théoréme de
x-k IR
TVl assure que le réel a admet un antécédent par tan dans]—; —[ La fonction tangente étant strictement croissante sur ] [, le réel a admet un unique

antécédent a par tan dans ]—g,;[. Par définition a = Arctan(a).



. . . 1 .
3.  Soitzuncomplexetelque:1—iz+0i.e.z # ;=L

1+iz\™  1+i 1+iz\™  1+it 1+iz\™ ; 1+i . .y i
( ’Z) = ( lz) = Lritan(@) s ( lz) = €2 = —~ est une racine niéme de e'2®
1-iz. 1-ia 1-iz. 1-itan(a) prrd 1-iz 1-iz
isin(a)
1+itan(a)_cos(a) _cos(@)+isin(@)_ el® _ i5n
1-itan(a) ;_isin@) "~ cos(a)-isin(a) e~ 1@ =e
1+iz i2a i2km
<:>E|k€[[0,n—1]]/ —enen
1-iz
i2a i2km .
o 3dkeon-1]/1+iz=ene n (1-iz)
. i2a i2km i2a i2km
o 3dkeon—-1]/i(l+enen )z=enen —1
| i2a izkn 2a 2k 2k
Mais, en e = 1oV -t1e —+—"=7r[27r]
m m
——<a<-T 2k-1 2 2k+1 2n-1
2 2 dUTlC _ui<_“+_<ggu=_ﬁ+2n_
k E [[O‘n — 1]] n n n n n n n
a=0
2km 2km i
Donc—+—=n[2n]=> +——7T(=>0[—7T(;—k) npalz_
k=-
- . 2
1¢ cas n impair ou o # 0
i2a ik s
e o1 2isin(g+l%’)el(n+n) v kn
— T = tan(—+—) e R.
+ n n

z solution & 3k € [0,n—1]/z = T =
i(1+eTe n ) i2ws(g+l%[)el(i n

12émcas n paireta =0

iZ:?t ("1{)
z solution = 3k € [0,n — 1] \{E} /7= e LZ_k:t _ ZlSln( )e! t
? i(1+9 n ) lZws(k") l(?)

k
= tan (—"

n

)eR.

Ainsi, Sol = {tan ($+kf)/k e [0,n— 1]]}si n impairou @ # 0 et Sol = {tan( )/k € [0,n— 1]]\{ }} sinppaireta =0

2ikm

Ex15 Soit n € N\{0,1}. Pourtout kde {0;1;..;n—1},w, =€ n .
1. Calculer P, = [TFZ3 wy

2. Soitp EN. CaIcuIer S(n,p) = XRZ3 wiP.
3. Calculer T(n) = Xiz3lw, — 1|.
k n—12ikm ;: i (n— . .
L B =Tz =izbe v =X n" or, Spog 20 = 2 (ymot oy = 2EO2D0 _ y(y — )7 Donc, B, = €07 = ()"~ = (=11,
2. Soitp EN.
((eZI$ ﬂ_l . eLan 1 2ipm . .
2ikm\ P 2ikpm 2ipmy K 2ipm —pm— Sie n #* lcar ei”":l . Z‘Hﬂ 2ipm
Sp) =Tibwr =it (en ) =Xiche n =ypti(en ) =4 —stem FL_AE, 2 {0 ster #1 peplus, en
, Hom nsien =1 nsien =1
o nsien =1
1< 3kez/ % = 2kn & 3k € Z/p = kn & p est multiple de n.
s _ (0si pn'est pas multiple de n
Ainsi, S(m,p) = { n si p est multiple den
car k—nE[O )
2k i doncsm(n )>0
- - ﬂ “n al. (K i _ . (K - Kk
3. T =Xidlw,—1 =X} 1| —1| = |215m( ) g |—Z |2||l||sm(§)| e‘n| =Z}§:32|sm(7n)| =2 2307 Osm( ")
T(n)=2%rC 0sm( ) =2Im (Zn,oe n )
ik in k cure%il (e%> -1 in_q - . R .
or,Ynzlen =Yn1(en = L= = =— e m=—=|cos(=) —isin (=)| = 1+ icotan (=).
k=0 k=0 ( ) eno1 2isin(X)et o 2isin(Z)e" m sin(X) sin(ﬁ)[ (211) (Zn)] (Zn)
™
Donc, T(n) = 2cotan (Z)
. A z"=1 . ) )
Ex 16 Pour quels entiers naturels non nuls n et p, le systeme (S) : A+zP=1 a-t-il au moins une solution ?
Aff(A)=-1
" = |z = |1] { |z =1 { |lz| =1 —~ oM =1 . P
= = 1= =z= =j2=7]
{aiore {|(1+z)1’|=|1| Mtz =1 Ul+zl=1 am=1 " MeECODNCAD =z=jouz=j"=]
Donc les seules solutions possibles de (S) sont j et J. De plus, si j est solution de (S) alors{ jr=1 donc =1 et finalement { J'= Ainsi
p J et j.Deplus,sij a+)pr=1 aT+r=1 a+pr=1 ,

si j est solution de (S) alors j est aussi solution de (S).
in —

Par conséquent, les entiers n et p recherchés sont les entiers n et p tels que {(1 ij)_p -1
AR TP O S BPOY S et SN LSNPS 605 RO S0 5 S
Ny = N —i2\P — (—1\P(12)P = —1)PjP = i? = (—=1)P = i iP =
A+DP =1 e P =1 (=DPeHP =1 (EDPP=1 4P =(DP o~ ppairetjP =1
{ n multiple de 3 {n multiple de 3
p pair et p multiple de 3 p multiple de 6’
Les entiers n et p recherchés sont donc les entiers n multiples de 3 et les entiers p multiples de 6.



Ex 17 Soit @ un complexe de module 1. n un entier strictement positif. On note uy, uy, ...., u, ,les racines n*me de a et

z, = (1 + w)™.Montrer que les points My, M, ..., M,, d'affixes respectives 24, z,, ...., Z, sont sur une méme droite passant par O.

i 0 .2km
Posons a = e'? et Yk € [1,n],u;, = ene' = .
Alors, uq, Uy, ...., U, sont bien les racines n'®™* de a . Et Vk € [1,n],

. 74 n 3 g3 n ¢4 .
zp =1+ u)" = (1 + el(g“L%)) = (2 cos (% + k—:) el(%JrkT)) =2" (cos (% + ’;—") )n (e'(zgn k")) =2" (COS (% + l;_n) )n e‘(g”‘") =
2n (cos (% + kn—") )n im gi(3) — on (cos (% + kT") )" (ein)kei(g) —gn (cos (% + ';_ﬂ) )" (—l)kei(g) _ xkei(g)_
XKEL

Notons 1 le vecteur d’affixe e ( )i ie U= cos( )l + sm( )] Alors z;, = xe ( )5|gn|f|e que OMk = xil.
J’en conclus que tous les points My, M,, ..., M,, sont alignés sur la droite passant par O et dirigée par .
Ex 18 Soit n € N\{0,1}, wy, w4, .., W, _4 les racines n*mes de I'unité et Ay, 4, .., A, les images ponctuelles de ces racines n'eme,
1)  Montrer que VM €%, Y32t MA, = nMO. En déduire 'ensemble des points M tels que : ||Z;‘;(1,M—Ak)|| =n.
2) Montrer que YM €%, YRZ3 MA,* = nM0? + n. En déduire I'ensemble des points M tels que : Xr_s MA, % = 2n.
Soit M(2) €7, Aff(Tp-3 MAy ) = Ti AfF(MAL) = Tich (e e z)= % s —¥piz=—nz = n(-z) = Aff(nMO). Donc, L=t MA, = nMO.

==
=somme des racines
niémes de U'unité

Par conséquent, [|Z22d M4, || = |[nMO|| = n||MO||. Alors ||ZFd MA,|| = n < n||M0|| =n & ||MO|| =1 < M € €(0,1). Donc €(0,1) est I'ensemble des
points M tels que ||X32a MA|| = n.

.2km .2k 2km .2k .2km .2km 2km
Soit M(z) € 7, B MA,® = Tizh|et — z| 2= Thhe S — (e — 2) = Db — ) -2 = Tid 1 - (€ 7+ e a) + 2l = Tid 1 +

.2km
Yol +z1) +zY0 e n +230C 0e n ==n(1+|z|2)=n+nM02.

Alors Y*~1MA,%2 = 2n :: n + nMo0? =_2n < OM? =1 < M € €(0,1). Donc €(0, 1) est 'ensemble des points M tels que Yics MA;* = 2n.

Ex 19 Soit a et b deux parameétres complexes distincts et n € N tel que n = 3|

1. Résoudre dans C I'équation: (z—a)* = (z—b)"

2. Montrer que les points images des solutions sont alignés sur la médiatrice de [4, B] ou 4 est I'image ponctuelle de a et B cellede b .

3.  Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que toutes les solutions soient réelles. On pose alors a = re'® avec r € R** et & €ER.
Donner une expression simplifiée des solutions (qui permette de voir clairement qu’elles sont réelles).

4.  Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour toutes les solutions soient imaginaires pures. On pose alors a = re'® avec r € R™* et & €ER.
Donner une expression simplifiée des solutions (qui permette de voir clairement qu’elles sont imaginaires pures) Come

1. Comme a et b sont distincts, a et b ne sont pas solutions de I’équation (e): (z — a)® = (z — b)™

Soit z un complexe distinctde aet b .

. n n (z—u)" z—a\" z—a . N s z—a Pl
zsolutionde (e) ®(z—-a)"=(z-h)" P 1 (;) =le —, est une racine niéme de l'unité &3k € [0,n — 1]]’E =e'n
2kn ey % 2 acbetn
:»Elke[[o,n—l]],z—a:en(z—b):ﬂke[[o,n—l]],(l—en)z=a—ben e Jdkel,n—1],z = —%#.
car pour k=0, **est fausse 1-e'n
2km
pour ke[in-1],1-e" n %0
2k ’
a-be' n_ . ‘s . 2k gi—a  zg-a 2k . ,
Ainsi, Sol = {——& 2 / k € [1,n—1]}. Ces n — 1 solutions sont toutes distinctes car si z, = z,ralorse' » = 5T .., = € " etparsuite k=k'
1-e‘n =25 k !
a=Aff(4)
n el b=Aff(B)
z—a z—a —a Z—a
2. zsqutlonde(e)(:( b) (E) |=|1 s s =1=>IZ b|—1=>|z—a| lz—b| = MA=MB = M € med [A,B].

Ainsi, les points images des solutions sont alignés sur la médiatrice de [4, B].
3. Lessolutions de (e) sontréelles sietssi les images des solutions sont alignés sur I'axe réel sietssi la médiatrice de [A,B] est I'axe réel sietssib = a.

2km 2k . kmy;
rel® —ye=i@eln  reia (1—e(_2“+*)‘) rel® (=2isin(—a+- )e( GaET )‘) rsin(—a+k7”)

— ia — —ia — — —
Onposealorsa =re'®et b =re™* . Alors, z, = P = P = ( = = — R.
1-e'n 1-e'n —2isin(7)e n sin(=5)
4.  Lessolutions de (e) sontréelles sietssi les images des solutions sont alignés sur 'axe imaginaire sietssi la médiatrice de [A,B] est’axe imaginaire sietssi
b=-a.
2k 2k . . oK)
i i reitsre=it gbn  peia (1+e('2“+7”)‘) rel® (Zcos(—a+k7")e( o )L) r cos(—a+k7") L.
Onposealorsa =re'*et b = —re™'* . Alors, z;, = T = T = T = i €iR.
1-e'n 1-en _zl'sm(k?”)e(T)‘ sin(=)

Ex 20 Soit I'’équation (E): z*+z34+2z2+2z+1=0
Résoudre (E) dans C on donnera les solutions sous leur forme trigonométrique.

En déduire la valeur de lasomme : S =1 + cos( ) F cos( ) F cos( ) + cos (8?”) .
En déduire les valeurs de s = cos( ) aF cos( ") etp = cos( " ) X cos ( " )
En déduire des expressions par radicaux de cos (—) cos (—) sin ( ) sm( ) puis cos( )

Montrer que cos (2?") et cos( ) sont les abscisses des points communs au cercle (C) de centre .(2(— -,0) de rayon £ et a l'axe réel.

Déduire de ce qui précede une construction a la régle et au compas des sommets d’un pentagone reguller.

O S

z5-1
1. z4+z3+22+z+1:0<:>{z—1 -
z#1 .
.2k
Les solutions de (E) sont donc les quatre complexes e' s tq k € [1,4].

2. S—1+cos( )+cos( )+cos( )+cos( ) D ocos(m) D ORe( ) Re(Xi_oe' 5)—Re( Zﬁzo(eiz?n)k )=Re(0)=0

—_—

0 & z est racine 5éme de l'unitédistcincte de 1.

2T
=0 car e"5 est solution de (E)
2m _ _8m am _ 6T
car ~=—-2m=——- car cos@=cos(—0) car ——=-2m=——- car cos 8=cos(—0)
2m - 8m ~ T 41 ~ 61 ~ T
3. cos|— = cos|—— = cos|—)etcos|— = Ccos\— = cos|—
5 5 5 5 5 5

Donc, 0—1+cos( )+cos( )+cos( )+cos(8)—1+2cos( )+2cos( )—1+2[cos( )+cos( )]:1+25.Donc,s:—§.



De plus, 0—1+cos( )+cos( )+cos( )+cos( )—O—1+cos( )+cos( )+cos( )+cos( )Donc en appliquant la formule
cos(a) + cos(b) = 2 cos (T) cos (Tb), jA' obtiens :
0—1+Zcos( )cos( )+2cos( )cos((’")—1+2cos( )cos( )+2cos( )cos( )=1+4p.Donc,p=—%.

1

- x+y=—- 5 VB2
4. Posons x = cos (?) ety = cos( ) Alors 2, Par conséquent, x et y sont les racines de P(t) = t2 + -2 Posons A— -+1= 3= (7) .
Xy = —-
4
1 V5 1,V5
- =t - -
t, = ZZZ:—I%E<Oett2: 22 1:\F>O Commey<0<xJepeuxconclurequecos( )=y= 1+—‘retcos( )=x= 1+‘r

5

Alors sin? (—2") =1 — cos? (—2") =1- (_H ) — 16-Q+E-2E) _ 10428 _ S5 Comme sm( ) > 0, je peux conclure que sm —n s _1 /5+
5 5 4 16 16 8 2
\/5
2

2
. . 4 4 —1-y§ 16-(1+5+2V5) _ 5— 5-v5 5—
De méme, sin? (?ﬂ) =1-—cos (:) =1- ( 4f) = 16C :6+ 5 _ Sf Comme sm( ) > 0, je peux conclure que sm 8f
cos| +1 1+‘/§+1 3+4/5 3+4/5
Enfin, cos? (E) = L == i. Comme cos (E) > 0, je peux conclure que cos (E) = i.
5 - 2 2 8 5 5 8
formule d'angle
double du cosinus
. . , . , 1 1
5. Soit M un point de I’axe des abscisses. Notons (x, 0) ses coordonnées. Alors QM = |x - (— Z)| = |x + Z|'
5 5 1 5 1 5 1 5 2 4
Donc, M est sur le cercle de centre (2 et de rayon £=> M =§ = |x +—| =£4=> X +— = +£<=> x = —Zig & x = cos(?n) oux = COS(?E).

Ainsi, cos( ) et cos( ) sont les abscisses des points d’intersection du cercle de centre {2 et de rayon £ et de I’axe des abscisses.
6.  Matériel : un compas et un régle non gradué.
. Préliminaire :
a)  Pour tracer la médiatrice d’'un segment [A4, B], on trace deux points qui sont a égale distance de A et de B : on point le compas en A avec un écart
de AB et on trace deux arcs de part et d’autre du segment , ensuite on pointe le compas en B avec le méme écart et on trace deux autres arcs de part
et d’autre du segment ; ces deux arcs interceptent les deux autres arcs en deux points P et Q sui sont alors a égale distance de A et de B ; (PQ) est
alors la médiatrice de [4, B], la construction de la médiatrice s’achéve alors par le tracé de la droite (PQ).

b)  Pour tracer une droite perpendiculaire a une droite D donnée en un point 4 de D donné, on trace la médiatrice de deux points de D dont le milieu

est A : on point le compas en A, on choisit un écart (quelconque non nul) et on trace deux arcs de part et d’autre de A qui interceptent D en deux
points U et V ; A est donc le milieu de [U, V] et la perpendiculaire a D en A est alors la médiatrice de [U, V] que I'on trace avec la méthode
précédente.

. Cercle trigonométrigue, unité et axes
v" Tragons un cercle. On note O son centre et son rayon est |’unité. Ce cercle est alors le cercle trigonométrique.

v" Tragons les axes : on trace une premiére droite passant par O qui sera |'axe des abscisses puis grace au préliminaire, on trace la perpendiculaire
a cet axe passant par O. On oriente alors ces deux axes pour créer un repére orthonormé direct. On note A et B les points d’intersection entre
le cercle trigonométrique et I’axe réel, points d’abscisses respectivement positive et négative

. Le point 2 :
v' on trace la médiatrice de [0, B].

v' on appelle I le point d’intersection entre la médiatrice de [0, B] et le segment [0, B] ; I est le milieu de [0, B]. Donc 10 = éet I a pour

coordonnées (—l ,O).
2
v" Ontrace la médiatrice de [0, I].
v' estlemilieude [0,1], le point d’intersection entre la médiatrice de [0, I] et le segment [0, I] . Donc 20 = %et 2 a pour coordonnées

(=39)
. Distance ‘i—g_:

V52 s o4 1 11 12 [1\? i , , ) , , . 1 1
(—) =—==—+4—=-4+== (—) + (Z) . Donc I'hypoténuse d’un triangle rectangle dont les deux cotés formant I’angle droit sont de longueur 3 et "

4 16 16 16 4 16 2
V5
a pour longueur K
On pointe le compas en 0, on prend I'écart Ol = 3 et on trace un arc qui intercepte I’axe des ordonnées en un point H d’ordonnée positive. Alors H a pour

coordonnées (0,%). Le triangle Q0H est donc rectangle en O et ses cotés adjacents a I’angle droit sont de longueurs % et %. Donc I’hypoténuse [2H] a

\/§
pour longueur —,
. Valeurs cos( ) et cos( ) H

. V5 ) . ) . .
Je pointe le compas en 2 avec un écart QH = - Je trace le cercle. Les points d’intersection U et VV de ce cercle avec I'axe des abscisses ont pour abscisses

21 41
Ccos (—) et cos (—)
5 5
L4 Sommets du pentagone.

Je trace les perpendiculaires D et D’ a I'axe des abscisses aux points U et V. Ces deux droites interceptent le cercle trigonométrique : on note M,K et Iu
€D €D/

Alors, le AMNLK est un pentagone régulier.
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0
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0
0.2
B | Q A
2 18 -6 -4 -2 1 98 06 -04 =02 0 02 104 06 08 12 14 16 18 2 2.2
V, [cos(411/5) U,/cos(211/5)
-0.2
-0.4
L@ -0.6 /
\ =0.8 /
|<.
O
3.1_,—
1.2

2im
Ex21Soitu=-¢e 7.

e OB

1. Calculer1+u+u + -+ ub.
u? ud
Calculer uz -i; el 11+u6 )
En dedwre —COS(%,,) 4F —COS(‘,?,,) + cos(%”)
Onpose S = u + u? + u*
Exprimer S en fonction de u. En déduire S + S et SS .
En déduire S sous forme algébrique.
Calculercos( )+ cos( )+cos( )et Sm( )+ sm( )+ sm( n)
2in
u=e?7
sin  sim  sim  eim 12in
1+u+u?+-+ub=1+4+e7 +e7 +e7 +e7 +..+e 7 =somme des racines 7iémes de I'unité= 0
car u’=1
2 u T u? 4 w3 u(+ut)(1+ud)+u? (1+u?) (1+us) +ud (1+ut) (1+u?)  wruS+u7ull il +ut+ul+ul 0wt huS +u +ud u u( )_+u4+u+-+u3+u5+1+u2
' 14u2 | 14wt | 14us (1+u2)ud(1+u?) (1+ub) - (1+u2)(1+u*)(1+u®) - (1+ut+ub+ul®+u+ud+ud+ul?)
_ —ub-u® _ —2ub )
T Qtut+uS+ud+u+ub+utus) | ué i
) identité du Losange 2 3 1 1 1 ) 1 1 1
u w w - u u w 1 . =

3. 1+u? + 1+u* + 1+ub - 2 505(27")14 + 2(:05(47")14z + 2cos(67") 3 2 cos(%ﬂ) cos(%") cos(%") -Par conséquent, cos(27") v cos(t—") v cos(i—" e
OnposeS =u+ u? +u*.
4.  Exprimer S en fonction de u. En déduire S + Set SS.
S=zu+w+ut=ua+u?+uat=ub+us+ud.
Donc, S+S =u+u?+u® +ut+uS+ub=-1
etSS = Wl +uw+ud)(u+u?+ut) =+ ul+ B+ v+ + v’ +ut+ S+l =8+ ut +ut +ul B+ v+ U =2

_ _ _ 2 _1-J7i
5. S+S§=—1etSS=2.Donc,S et §sontlesracines de P(t) = t?> + t + 2. Posons A= 1 —8 = —7 = (V7i) ett; = 1+‘D ett, = 12‘/71.

De plus, S = u + u? +u4—cos( )+cos( )+cos( )+l(Sll’1( )+51n( )+sm(n)).

Comme0<7<g<7<7<n,0<51n(7") et0<sm( )<51n( )Donc sm( )+sm( )=sin(47n)—sm( )>0 Par conséquent,

Im(S) > 0 et par suite, Im(S) < 0.)en déduis que S =
6. cos( )+cos( )+cos( ) Re(S) = —; et sm( )+sm( )+sm( ) = Im(S) =g.

1+\Fl

tS__l—‘/j




