Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques

Préparation au DS 1

Connaitre la formule de Pascal et savoir reconnaitre et simplifier un télescopage.

Chap 1. 31. Exercice corrigé classique : Calculons W, = Y2 (i{z)
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Pascal somme télescopique

Up+1~ UpUn41—Up
Savoir montrer une unicité , savpoir faire une récurrence, savoir montrer qu’une suite est constante (ou monotone)
TD 1 Ex 20

1. Soita, b, c,d des entiers. Justifier que : (a +hV2=c+dV2 = {Z : ;)

Montrer que : Vn € N,3! (a,, b,) € N?/(3 + Zﬁ)n =a, +b,V2.

Trouver une relation entre a,, b,,, @41, by +1-EN déduire que les suites (a,) et (b, )sont strictement croissantes.
Montrer que Vn € N, a2 — 2b2 = 1.

Supposons que a + bv2 = ¢ + dv2. Alors,a — ¢ = vV2(d — b).
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sk

Imaginons un instant que d — b # 0. Alors,V2 = %‘ Comme a, b, c et d sont des entiers, % € Q, autrement dit, V2 € Q ce qui

est faux. L’hypothése "d — b # 0" est fausse etj’en conclus que d = b. Et en remplagant dans **, j'obtiensa —c = 0i.e.a = c.
1. Posons H(n) la propriété : 3(a,, b,) € N2/(3 + 2\/§)n =a, + b,V2.

0
Init : (3 + 2\/?) =1=1+0x+2.Donca, = 1et by = 0 conviennent.
Propagation : Soit n un entier naturel. Je suppose qu’il existe (a,, b,) € N2tq (3 + Zx/i)n =a, +b,V2.
n+1 n
(B+2v2) = (3+2v2) (3+2V2) = (an + b,V2)(3 + 2V2) = 3a,, + 4b, + V2(2a, + 3by).

Posons a,,1 = 3a, + 4b, et b, = 2a, + 3b,. Comme a, et b,, sont entiers natuerels, a,, ., et b, 1sont aussi entiers naturels.

CCL:Vn,3(ap, by) € N2/(3 + 2v2)" = ay + byV/2.

D’aprés 1., Uécriture de (3 + Zx/i)nsous la forme a, + byV2 tq (ay, by,) € N2est unique.

0

2. Vn,ay41 = 3a, +4b, et by, = 2a, + 3b, . De plus, (3 + 2\/7) =1=1+0x+2.Donc,ay = 1 et by = 0. Alors on montre

facilement par récurrence surn que Vn,a, > 0 et b, = 0. Alors, Vn,a,+1 — a, = 2a, + 4b, >0 et by, — b, = 2a, + 2b, >

0. Dong, les suites (a,) et (b,)sont strictement croissantes.
3. Posonsu, = a? — 2b2. Montrons que la suite (u,,) est constante égale a 1.

YN, Upyq = a2y — 2b2,, = (3a, + 4b, )? — 2(2a, + 3b,, )? = a2 — 2b2 = u,. Donc la suite (u,) est constante. De plus, u, =

a3 — 2b% = 1. Ven déduis que Vn € N, a2 — 2b2 = 1.

Savoir trouver ’expression explicite de u,, connaissantu,,,{—u,:
TD 1 Ex 23.3 Soit (u,,) une suite vérifiant: Vn € N, u,,, = %(unﬂ + u,,). Montrer que la suite (U, 41 —Uy)nen €St
géométrique. En déduire une expression de u, en fonction den et de uy et u, .

1 1 1 :
v € N, upyy = Upsq =5 W + Un) = Unyq = (5) (Un — Unt1)-= (_E) (Un41 — Un). Donc, la suite (41 —Up)nen €5t

. I . 1 . 1\" 1\"
géométrique de raison —-. Par suite, Vn € N, 1,4 —up = (_E) (u;—ugp) = (_E) a enposant a = u;—uy.

k.. k (L) n
— yn-1 —yn-1(_1 — -1(_1\" _ ( 2) _ 2a 1
AlorsVn € N\{0}, u, — Uy = X025 Uks1— Uk = Dh=o (_E) a = ayrzo (_E) = am = ?(1 - (_E) )
car a ne 2
dépend pas
de k

2 — n
Cette égalité étant encore vraie pourn = 0, je peux conclure que Vn € N,u, = u, + w (1 - (—% ) )

Savoir reconnaitre les coefficients binomiaux et appliquer la formule du binome de Newton pour factoriser une
expression. Savoir reconnaitre et simplifier un télescopage.

Chap 1 38bis Exercices corrigés: Calculons H, = Y%_,5k* + 10k3 + 10k? + 5k + 1.

D'aprés la FBN, (k + 1)° = k5 + 5k* + 10k3 + 10k? + 5k + 1. Donc, H, = Y-y (k + 1)5—&5 = (n+1)5-0%=(n+1)>.

Upsq uy télescopage



Savoir reconnaitre une suite arithmético-géométrique et trouver sa forme explicite/ Cf exercice ci-dessous
Chap 1. 46bis Exemple corrigé : Soit u la suite définie par:u, = (—1) et Vn € N, 2u,.; — 3u,, = 5. Exprimons u, en
fonction de n puis calculons S, = Y.7_, Ux-

Je constate que u est arithmético-géométrique (a = %et b= g) Je cherche alors leréel Ltelque: L = %L +§ ie.L = —5.Je pose alors
pourtoutn, v, = u,— (=5).

3 5 3 5 3 5 3 5 3 . 3
Onadonc, Uy, = JUn + 56t L= EL +5. Donc,upy; — L = (Eun + E) - (EL + E) = E(un —L). Autrement dit, v,41 = 7 Vn: Donc la

n n
suite v est géométrique et ainsi, pourtoutn, v, = (g) vgie.u, +5 = (%) (ug+5).

3 n
J’en conclus que pour toutn ,u, = =5+ 4 (E) .

Kk 3\+1
Alors, YR_our = Di—o (—5 +4 G) ) —5(n+1)+ 4( ) .Ainsi, S, = -9 —-5n+12 (%)n

Savoir appliquer la formule du binome de Newton pour développer une expression. Connaitre la caractérisation
d’une partie entiére.
TD 2 Ex 48 Soit n un entier naturel.
1) Développer (3 +V5)" et (3 —/5)".
2) Endéduire que (3 +V5)" + (3 —V/5)Mest un entier pair.
3) Montrer que [(3 + \/g)”] est un entier impair.
) B+VE)" =5 (7) V5 3m et 3B = 57 (}) (—\/‘)ksn-k
2 (3+V5)'+ 3-V8)" =5, () [V5 + (—VB) |3 =52, (} )+ (- 1)¥] V5 3n-k

=0 si k impair
=2sik pair

B+5)" + (3-5)" = Zhiken () 2V5 3" = Siiapen (5 )2\/‘ 3n-2p = yl] (Zp)z><5p><3" 2?—2[2” )5”><3" 2?]

p=0

eN
Ainsi, (3 +V5)™ + (3 —V/5)"est un entier pair .
3) D’aprés ce quiprécede, (3 +V5)" + (3 —V5)" = 2k tel que k € N. donc (3 + V5)" = 2k — (3 —v5)™ De plus,0 < 3 —V5 <
1donc 0 < (3 —+V5)" < 1etparconséquent, 2k—1< (3 +V5)" <2k

(3+V5)" est encadré par deux entiers
consécutif's et ne peut pas étre égal
au plus grand des deux.

La caractérisation de la partie entiére permet alors de conclure que [(3 + \/g)nJ = 2k —1donc [(3 + \/g)"Jest impair.

Savoir comparer deux nombres en étudiant le signe de leur différence et comprendre et savoir appliquer la
propriété « somme d’inégalités » suivante: Vk,a; < b, = Y}_, ay < Y7, by. Cf exercice corrigé ci-dessous :
TD 2 Ex 22 Soit a4, a,, ..., a, des réels positifs.

1. Montrerque:V(i,j) € [1,n]%ij=>i+j—1.

ﬂ aa]
2. Endéduire que: ( i=1 l.) HAPD )y A 1i4jo1°
1. Soitietjdeuxentierscomprisentreletn. ij—i—j+1=i(G—-1)-(G—-1)=G-1)({—-1)=0.Ainsi,ijj=i+j— 1
>0 =0
2. V@) EMN%Y2i+j—121>0donc0 < < ;o salors, comme aga; 2 0,0 < 5 < 77 En sommant ces n”
e . n n  aiaj n n @4 X n aa}_ n n a4 a} n 4\ _
inégalités, j' obtiens, 0 < ¥, ¥, 5 < j:12i:1i+j_1‘Enﬂn’Z 120 T j=1 2= ___Z (Zi:lT)_

(2%) (B %) = (23)

a: a;a;j
Jendedwsque( il 1—‘) e Xj= 1545 ]1




