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CORRIGE du DS 2
EXERCICE 1

1. Soitx ety deuxréels tels que tan(x) et tan(y)existent. Montrer que :
sin (x—y)

cos(x)cos (¥)

2. Soit k un entier naturel non nul. Résoudre 'équation (e ): cos(x) + cos((Zk + 1)x) = 0. On note S; ’ensemble des solutions de
(ex).

3. Soitn € N*et aunréeltelque Vr € Q,a # %ﬂ
a) Vérifierque Vk € N*,a & S.
b) Calculer:

tan (x) — tan(y) =

n

1 1 1 1
Sp(a) = cos(@) T c0s(3a) + cos(a) + cos(5a) ot cos(a) + cos((2n + 1)a) - kz=1 cos(a) + Cos((Zk +1)a)’

1. xetysontdeuxréels tels que tan(x) et tan(y)existent donc cos(x) et cos (y) sont non nuls.
sin (x—=y) _ sin(x) cos(x)-sin(y)cos (x) _ sin(x) cos(x) _ sin(y) cos(x) _ sin(x) _ sin(y)
cos(x)cos (¥) - cos(x)cos (¥) - cos(x)cos (y)  cos(x)cos(y) - cos(y) cos(y)
2. Soit x unréel.
x solution de (ey) & cos(x) + cos((Zk + 1)x) =0
cos(p)+cos(q)
2ol cos(59)
= 2cos((k + 1) x)cos (kx) =0
& cos((k+1)x) =0oucos (kx) =0

T s
< 3pelZ/(k+ 1)x=z+pnou kx=5+p1r

= tan(x) — tan(y).

n(2p +1) n(2p +1)
S 3IAp EZ = =
PEL/X=70 T 4~ 2k
.. _ (r(2p+1) m(2p+1)
Ainsi, S, —{ TERETCTE) /p € Z}.
3. Soitn € N*et a unréeltelqueVr € Q,a #+ ?
a. Soitk un entier naturelnon nul. vr € Q,a # ? donc, comme Vp € Z,% et %sont rationnels, Vp € Z,a +
@p+) w (@p+1)m
3 et a# G 2" Donc,a & Sg.
_ wn 1 . e
Alors S, (a) = 2k:1—cos(a)+cos((2k+1)a) est bien définie.
b. Soit k un entier naturel non nul.
cos(p)+cos(q)=2 cos(pT”) Cos(pz;q)
1 ~ 1
cos(a)+cos((2k+1)a) - 2 cos((k+1)a)cos (ka)’
Or comme cos((k + 1) a) cos(ka) # 0, tan((k + 1)a) et tan(ka) existent donc, d’aprés 1,
_ _ sin((k+Da—ka) sin(a)
tan((k + 1)(1) tan(ka) - cos((k+1)a)cos (ka) - cos((k+1)a)cos (ka)
. . . T 1 _ tan((k+1)a)-tan(ka) . 1 _
De plus, sin(a) # 0 car pour tout entier r pair,a # > Donc, cos(kiDa)cos (ka) Zsin(a) et par suite, —cos(a)+cos((2k+1)a) =

tan((k+1)a)-tan(ka)
2 sin(a)
telescopage

tan ((k+1)a)-tan(ka) _ 1 Zﬁzltan ((k + 1)(1) _ tan(ka) o

tan ((n+1)a)—tan(a)
2sin (a) " 2sin (a) '

—_ n
Alors, S, (@) = Yi=, 2sin (a)

EXERCICE 2

1. Exprimer cos(4x) en fonction de cos(x) puis de sin(x).
V5-1

4

On note a ,l’ unique réel de ]g,rr[, telque : sin (a) = . Exprimer a en fonction de Arcsin (@)
Montrer que : cos(4a) = sin(a).

En déduire la valeur de a.

S

En déduire les valeurs de cos (2?”) et cos (4?”) .
6. Montrer que cos (2?”) et cos (4?”) sont les abscisses des points communs au cercle (C) de centre 2(— %, 0), de rayon \/Tg etal’axe

réel.

Soit H le point de coordonnées (0, %) Montrer que QH = ‘/Tg.

. En déduire la construction d’un pentagone régulier sur ’annexe ci-jointe avec un simple compa et une regle.
1. cos(4x) = 2cos?(2x) = 2[2cos?(x) — 1]?> — 1 = 2[4cos*(x) — 4cos?(x) + 1] — 1 = 8cos*(x) — 8cos?(x) + 1.

2. aE€ E n[tel que:sin (a) = %. Or, A = Arcsin (@) est I’ unique réel]O,g[tel que :sin(4) = @ = sin (a).

Donc,a =m—A =m — Arcsin (@)

3. cos(4a) = 8cos*(a) — 8cos?(a) + 1.



4. Or,sin(a) = @donc sin?(a) = 6_126‘/3 i donc cos?(@) = 1 — sin?(a) =1 -2 3‘/— 5+8‘/§ et cos*(a) = 3020‘/5 =
%g' Donc, cos(4a) = @ -(5+V5)+1= 15+5‘/§_20_4‘/§+4 = % = sin (@).
5. cos(4a) =sin(a) =cos (g — a). Doncilexiste k € Ztelque: 4a = g —a+ 2kmou 4a = —g +a + 2km.
Donc, 5a ——+ 2kmou 3a = ——+2kn| e.a =—+you a= ——+m Comme a € E,n[,a =%+4?”=i—z car les autres
valeurs ne sont pas dans le bon intervalle.
6 cos(z?n) = sm(g—z?") = sin(%) = sin(n—%) = sin(j—g) = sin(a) =$ et cos ( ) = 2 cos® ( )— 1= Zﬂ— 1= :E .
7. Soit M un point de 'axe des abscisses. Notons (x, 0) ses coordonnées. Alors M = | ( )| |x + | Alors,
MEC(Q,T)<=>QM=—<:> |x+—| =—<:)x+—=+£<=>x=— +‘/T_<:>x—cos(25n) oux—cos(s)

L 2
Ainsi, cos (?n) et cos ( S ) sont les abscisses des points d’intersection du cercle de centre {2 et de rayon £ et de ’axe des abscisses.

. V5., VE\Z s a4 1 _ 1,1 _ (1)\2 , . , )
8. Distance e Je constate que»(r) =% 1e + i + i (E) + (Z) .Donc ’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les deux

. . 1 1
cotés formant l'angle droit sont de longueur 3 et 3 apour longueur \/Tg.
On trace un triangle rectangle dont les cotés adjacents a l’angle droits ont pour longueurs, Y2 et Y (faciles a obtenir avec des

médiatrices). Alors le troisieme coté a pour longueur %. Matériel : un compas et un régle non gradué.

9. Qigja_ng@_‘/;;_Soit H (0, %) Le triangle NOH est donc rectangle en O et ses cotés adjacents a 'angle droit sont de longueurs Y2 et Ya.

, 2 2
Donc ’hypoténuse [2H] a pour longueur G) + G) = 136 = \/Tg.

10 Valeurs cos ( ) etcos ( S ) : Je trace le cercle de centre (2 et de rayon 2H = \/Tg. Les points d’intersection U et IV de ce cercle avec

. 2T 41
’axe des abscisses ont pour abscisses cos (?) et cos (?)

Sommets du pentagone. Je trace les perpendiculaires D et D’ a ’axe des abscisses aux points U et V. Ces deux droites
interceptent le cercle trigonométrique : on note M,K et 1\&5 les points d’intersection. Alors, le AMNLK est un pentagone régulier.
€D €Dr

I N
2 18 16 14 12 1 ’B DE. 0.4 02 0 02 .()4 06 08 * 12 14 16 18 2 22
V, [cos(4T1/5) U,jcos(2m/5)

EXERCICE 3 Une fonction expo-sinusoidale.

Soit f la fonction définie sur R : pour tout réel x, f(x) = e‘x(cos(x) + \/§sin(x)).
1. Ecrire f(x) sous laforme f(x) = Ae *cos (x + @).

2. Chercher les points d’intersection de Cf avec 'axe des abscisses.
3. f estdérivable sur R. Calculer la dérivée f'.
4. Résoudre sur [0,27], l'inéquation f'(x) > 0.
5. Dresser le tableau de variations de f sur Uintervalle [0,47].
. . x5 (1 . - . . _
1. Soitxunréel. f(x) = e™*2 (5 cos(x) + \/;sm(x)) =2e7* (cos (E) cos(x) + sin (E) sm(x)) =2e7* (cos (x - g))
2. f(x)=0(:>cos(x—§)=0(=>3kEZ/x—§= kn(z)EIkEZ/x——+k7r

6. 100 = <20 oo 3)) - 20 sin(x ) = 207 s (e 5) +sn - )
R R )

o) = 208 o E)n s =3 o () in(x-3)

f'(x) = —2V2e* Ecos (x————))

f'(x) = —2V2e™* cos(x——)).



4. x €[0,2m] donc x — e |-Z 2m — Z|. Alors,
12 12 12

_ 7 7 7 7 7 7
f'(x) >0 < —2+2e "(cos(x——n))>0<=)cos(x——n)<0<:)——"§x——”<—EouESx——”SZn——”
12 12 12 12 2 2 12 12
7 13 7
o0<x<Z-Z=Zou=2=21 <y <m.
12 2 12 12 2 12
13 25 37
X 0 z T =z 21 = 3 2z 41
12 12 12 12
f'(x) + 0 - 0 +

i ———

=15 -1 <05 05 1 15 2 25 3364 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10 105 11 115 12 125 13 135 14

=0.6

-0.8

EXERCICE 4 Propriétés des solutions d’une équation bicarrée.
Soit 8 € [0, ] et (E) I'équation Z? + 2(1 + cos(8)) cos(8)Z + (1 + cos(8))? = 0 d’inconnue Z complexe.
1. Résoudre (E) . On note Z, et Z, les deux solutions complexes (éventuellement confondues).
2. Exprimer 1 + cos (6) en fonction de cosg.

3. Endéduire les racines carrées complexesde Z; et Z, .
4. Résoudre alors ’équation (e) : z* + 2(1 + cos(8)) cos(8)z* + (1 + cos(8))? = 0 d’inconnue z complexe.

On note z; = iv/2cos (g) eig ,Z5,23 et z, les solutions de cette équation (e) et M; , M,, M3 et M, leurs images ponctuelles respectives.
5. Exprimer z,, z3 et z, en fonction de z;. Que forment les points My, M,, M3 et M, ?
6. Soitn € N.OnposeS, = z;" + z," + z3" + z,"
a. Montrer que sin estimpairalors S, = 0.
b. Montrer que sin est pairtel que n = 2p, alors S,, = (—1)P2P*2¢cos?P (g) cos (pf).
1. Posons A= [2(1 + cos(8)) cos(8)]? — 4(1 + cos(6))? = 4(1 + cos(8))?[cos?(8) — 1] = 4(1 + cos(8))?[—sin?(8)] = [2isin(8) (1 +
cos())]>.

EtZ, = _Z(HCOS(O))Cos(g)z_zism(e)(ucos(e)) = —(1 + cos(8))(cos(8) + isin(6)) = —(1 + cos(B))e'?.
7, = —2(1+cos(0)) cos(8)+2isin(6)(1+cos(H)) _
B = =

> —(1 + cos(8))(cos() — isin(8)) = —(1 + cos(B))e ¢ = Z,.

2. 1+4+cos(0)= 2coszg d’aprés la formule de ’angle double.

i 6

3. Z;=—(1+cos(6))e! = —2cos? (g) e'® = i2/22 cos? (g) (97)2 = [i\/f cos (g) e?]z. Donc, iv2 cos (g) e% et —iv2 cos (g) ez sont

les racines carrées de Z;. Par suite, comme Z, = Z,, les racines carrées de Z,sont les conjuguées des racines carrées de
. e\ ¢ . 0\ = . .
Z,.Donc, —iv2 cos (;) ez etiv2cos (E) ez sont les racines carrées de Z,.
4. Soitzun complexe et Z = z2.
z solution de (e) & Z solutionde (E) © Z =Z, ouZ = Z, & z? = Z, ouz? = Z, & z est une racine carrée de Z, ou Z,

i0 i0 —if —i6
Ainsi, les solutions de (e) sont iv2 cos (%) ez et —iv/2 cos (%) ez et —iv/2 cos (g) ez etiv2cos (g) ez.

5. z; =iV2cos (g) eig,zz = —iv2 cos (g) eg = —Z1,23 = —iv2 cos (g) efe =7; etz, = iV2cos (g) eTle = —Z.
Donc les points My, M,, M3 et M, forment, dans cet ordre My, M3, Myet M, , un rectangle.
6. Soitn€N.OnposeS, =z"+ 2, + 23"+ 2z, =z,"+ (—z)"+ ;" + (—Zz)"= A1 + (—1D)Mz,"+ 1+ (1)) Z7" =
A+ DM+ 2" = 2(1 + (=1D)™Re(z,™)
a. Sinestimpairalors1+ (—1)" = 0donc S, = 0.
b. Sinestpairtgqn =2palors1+ (—1)" = 2 donc

Sp = 4Re(z,™) = 4Re ( 120327 cos?P (g) (ei20>2p> = 4Re ( (—1)P2P cos?? (g) (eipa)i:;) = 4(—1)P2P cos?? (g) cos(p8)
Sap = (=1)P2P*2 cos?P (g) cos(ph).

EXERCICE 5 Propriétés des solutions d’une équation aux racines 2n'®mes .,
Soitn € N\{0,1,2} et (E) l'équation (1 — 2)?™ = (1 + z)?" d’inconnue z complexe.




1. Montrer, sans résoudre (E), que les images ponctuelles des solutions de (E) sont alignées sur ’axe imaginaire. Les solutions
de (E) sont donc imaginaires pures.
2. Résoudre (E). On donnera les solutions sous une forme qui permette de lire qu’elles sont imaginaires pures.

3. On note P, le produit des solutions non nulles de (E). On adonc P, = [Hk 1 1tan( )] [Hinn}rlltan (kn)] 5
a. Montrer en effectuant un bon changement d’indice que : [[2%,}; tan( ) = (=D [[3=itan (ﬂ)

b. Endéduire que : P, = [[¥Z1tan (k”)

2n

km km
C. Demontrerque Hk 1COS (n) k 1sm (Zn)‘

d. Déduire de ce qui précede que le produit des solutions non nulles de (E) vaut 1.
1.Supposons que z soit une solution de (E), affixe du point M.
Alors (1 — z)?™ = (1 + z)?™donc |(1 — 2)?"*| = |(1 + 2)?"| soit |1 — z|*™ = |1 + z|?™. Comme |1 — z| et |1 + z| sont des réels positifs et
que la fonction (x = x2™) estinjective, |1 — z| = |1 + z|. Cela se traduit ggéométriquement par MA = MB ou A est le point d’affixe 1 et
B celui d’affixe —1. Donc M est sur la médiatrice de [4, B] qui est 'axe imaginaire. Ainsi, toutes les images ponctuelles des solutions de
(E) sont alignées sur ’axe imaginaire et les solutions de (E) sontimaginaires pures.
2. Leréel 1 n’est pas solution de (E). Soit z un complexe distinct de 1.
zestsolutionde (E) & (1—2)?"=(1+2)*"
(1 +2z)*"
m -

1+ 2\%"
4:)( ) =1
1-2z

1+z . i oz
= Py est une racine 2n'*™e de Uunité
—Z

1+z  2km k¢
= 3kef02n—1],——=e2n =en
1-z
ikm ikm
< 3k € [[O,2n—1]],(1+e7)z= en —1.
car
) ) ke[[o0,2n—1],
ikm et in km ~
Or,l+en =0=en =—-1=c¢ @Tzn[ZH]@k_n[Zn] S k=n
ikm ik
Etpourk =n, (1 + eT)z =0#—-2=en —1.Donclecas"k = n"estimpossible.

ikm

ik
Et par suite, z est solution de (E) < 3k € [0,2n — 1]\{n}, (1 + eT) z=en —1

-2
#0 car k#n

ikm o rkm ikm
en —1 2isin (ﬁ) ez2n ki
& 3k €[0,2n — 1] \{n},z = o = e T = ita n(Zn)
en +1 2cos (ﬁ) e2n
Ainsi, les solutions de (E) sont tous les imaginaires purs : itan ( )tels que k € [0,2n — 1]\{n}.
2n—-1 kr _ n—1 @n-p)m
3a. [[z%,5, tan (Zn) = p=1tan ( n )
p=2n—-k
k=2n-p
n+1sks<2n-1=1<2n-ksn-1
— T (-p)m _ n-1 _prm — n-1 [_ b ] — n-1 pT
- 1tan( o ) - p=1tan( Zn) . = tan(zn) D" IR 1tan( )
car tanest n—perlodlque car tanest impaitre

s, = [T ()5 (9] = 29 [t (5] s on ()]
B, = (-1~ 1)[ i 1tan( )]( 11t 1tan( )=[ ?;itan(%)r.

km T Kkmw -1 .. n—K)m
3.c. 1% cos (Zn)= n~1sin2 (E——)= ’,}z%smz(( ))

2n 2n

_ n-1 ;2 E)
- e

p=n—k
ke[1,n—-1]epe[1,n-1]

2(PT n—1¢j
o\ _ o S(E) _ Mgetin(2) _
3.d.B, []'[p 1tan (Zn)] b= 1tan( ) =[5z COSZ(%,) = Mioicos” (pn) = 1 d’aprés ce qui précéde.
EXERCICE 4 Une construction géométrique .
Le plan est muni d’un reprée orthonormé direct.
Soit a un nombre complexe non nul. On note A le point d’affixe a et A’celui d’affixe —a
Soit z un complexe distinct de a. On note M le point d’affixe z et M’ le point d’affixe z’' =

T‘|T
Qla
Ny

Que peut-on dire des points A et A’ ?

Démontrer que : OM' = OM.

Montrerque: M' = M & M € (0A)\{A}.

Montrer que : AM et A'M’ sont colinéaires .

Monter que : AM et MM'sont orthogonaux .

En déduire une construction géométrique de M’ a partir de M.

OROIEEINWRIDR=



1. Aet A’ sont symétriques par rapporta 0.
2. OM' =|z'|=

24| = =ahz) = =1 = lz| = oM.
z-a |z-al| =

car un complexe et son conjugiué car un complexe et son conjugiué
ont méme module ont méme module

3. M=Msz =z
z—a

S —7=2z
z—a__
S az =za
S zaeR
< 3B ER/za=p
B
S 3IPER/z===—7a
BER/z=" a2
3B ' eER/z=LF'a
& 3B € R/OM = B'04
& M e (04) \{A} .
——

car z+a

4. AM et /M’ sontcolinéaires & 3a € R/AM = aAM & 3a € R/aff(A'M’) = aff(@AM) = Ja €R,z' +a = a(z - a)
car AM#0
! z'+a
SIJaeER—=a & € R.
z—a —
’ a4 —a)z 7—a F—ad 2_|1ql2 SN .
or,z ta_zattt_ (@ a)ZHf(Z, 9__22 2= lzI"~la| € R. J’en conclus que AM et A'M' sont colinéaires.
z-a z—a (z—a)(z-a) (z—a)(z=a) |z—al?

5. OubienM = M'i.e.MM' = 0.AlorsAM L1 MM’

OubienM = M’ i.e.MM' # O.Alors, AM et MM'sont orthogonaux < (AM ,MM") = Z[n] & arg (z _Z) =il eZ=ZeciRr.
—~ 2 z—-a 2 zZ—-a
car AM#0
z'-z _ ;z27% _ (z-a)Z-z(Zz-@) _ zd—azZ _ za—za __ 2ilm(za@)

p— P oD Jz—aF =l — lz—al? € iR. J’en conclus que AM et MM’sont orthogonaux.

6. Onplace les points A et A’ dans le plan et on choisit un point M distinct de A.
SiM est aligné avec O et Aalors M' = M.
Si M n’est pas alignés avec O et A alors on trace la paralléle a (AM) passant par A’, et on trace la droite perpendiculaire a
(AM) en M. Alors M’ est le point d’intersection de ces deux droites.

/.A

Mo N

Ml
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