
Jour 3 
Corrigé 

BUT : Trouver  tous les (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3 tels que la fonction  𝑓 suivante est -elle continue sur ℝ ?  𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 (1 + 𝑎𝑥)

1

𝑥  si 𝑥 > 0    
𝑏+𝑥3

𝑥2+3𝑥+2
 𝑠𝑖 𝑥 ∈] − 1,0]

−
𝑐

2
 𝑠𝑖 𝑥 = −1

𝑐
𝑒𝑥+1−1

𝑥2−1
 𝑠𝑖 𝑥 < −1

 

On pose 𝑢(𝑥) = (1 + 𝑥)
𝑎

𝑥, 𝑣(𝑥) = 𝑏+𝑥3

𝑥2+3𝑥+2
 et 𝑤(𝑥) = 𝑐 𝑒

𝑥+1−1

𝑥2−1
. 

a. Quelle forme spéciale a 𝑢 et comment doit -on écrire 𝑢 ?   
b. Pourquoi 𝑢, 𝑣 et 𝑤 sont-elles continues sur respectivement  ]0,+∞[, ] − 1,0[ 𝑒𝑡 ] − ∞,−1[? Qu’en déduit-on sur 𝑓 ?  
c. Montrer que 𝑣 a une limite finie en (−1)+ 𝑠𝑖𝑒𝑡𝑠𝑠𝑖 𝑏 = 1. Déterminer cette limite. Quelle est l’unique valeur de 𝑏 

possible ?  
d. En déduire l’unique valeur de 𝑎 qui rend 𝑓 continue en 0.  

a. En déduire l’unique valeur de 𝑐 qui rend 𝑓 continue en -.1 𝑢(𝑥) = (1 + 𝑥)
𝑎

𝑥 est de la forme 𝜑(𝑥)𝜃(𝑥) 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝜑(𝑥) = 1 +

𝑥 𝑒𝑡 𝜃(𝑥) =
𝑎

𝑥
. Donc par définition, on doit  écrire : 𝑢(𝑥) = 𝑒

𝑎

𝑥
ln(1+𝑥) 

b. 𝑢 est définie sur  ]0,+∞[ car ∀𝑥 > 0, 1 + 𝑥 > 0. ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥2 + 3𝑥 + 2 = (𝑥 + 1)(𝑥 + 2). Donc 𝑣 est définie sur  
 ] − 1;  0] . Enfin, , ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥² − 1 = (𝑥 − 1)(𝑥 + 1). Donc 𝑤 est définie sur ] − ∞,−1[. 
De plus, 𝑢, 𝑣 𝑒𝑡 𝑤 e sont constituées que de fonctions continues sur leur propre domaine de définition donc 𝑢, 𝑣 et 𝑤 
sont-elles continues sur respectivement  ]0,+∞[, ] − 1,0[ 𝑒𝑡 ] − ∞,−1[. Et, par conséquent, 𝑓 l’est aussi.  
ATTENTION : v est aussi définie et continue en 0 mais comme 0 est un point de raccord entre deux expressions de 
𝑓 , on ne peux pas encore dire si f est continue en 0 .  
Je peux par contre dire que lim

𝑥→0
𝑥<0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0
𝑥<0

𝑣(𝑥) =⏟
𝑐𝑎𝑟 𝑣 𝑒𝑠𝑡 

𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑒𝑛 0

𝑣(0).  

c. Si 𝑏 ≠ 1 alors la limite de 𝑣 en (−1)+  n’est pas une FI et donne 𝑏−1
0+
= {
+∞ 𝑠𝑖 𝑏 > 1
−∞ 𝑠𝑖 𝑏 < 1

.  

Si 𝑏 = 1 alors 𝑣(𝑥) = 1+𝑥3

𝑥2+3𝑥+2
=
(𝑥+1)(𝑥2−𝑥+1)

(𝑥+1)(𝑥+2)
=
𝑥2−𝑥+1

𝑥+2
 donc lim

𝑥→−1
𝑥>−1

𝑣(𝑥) = 3.  

Ainsi, 𝑣 a une limite finie en (−1)+ 𝑠𝑖𝑒𝑡𝑠𝑠𝑖 𝑏 = 1. Et si 𝑏 = 1 alors lim
𝑥→−1
𝑥>−1

𝑣(𝑥) = 3. L’unique valeur de 𝑏 possible pour 

que 𝑓 soit continue en -1 est donc 𝑏 = 1. Désormais 𝑏 = 1 et lim
𝑥→−1
𝑥>−1

𝑓(𝑥) = 3 

d. Tout d’abord 1
2
= 𝑓(0) 𝑒𝑡 pour que 𝑓 soit continue en 0 il faut et il suffit que lim

𝑥→0
𝑥<0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0
𝑥<0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 

Etudions la limite de 𝑓 en 0+: 𝑢(𝑥) = 𝑒𝑎
ln(1+𝑥)

𝑥 . Or lim
𝑥→0
⬚

ln(1+𝑥)

𝑥
= 1 𝑑𝑜𝑛𝑐 lim

𝑥→0
𝑥>0

𝑢(𝑥) = 𝑒𝑎 . 𝐸𝑡 𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒 lim
𝑥→0
𝑥>0

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎 . 

Etudions la limite de 𝑓 en 0⬚ :  lim
𝑥→0
𝑥<0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0
𝑥<0

𝑣(𝑥) =⏟
𝑐𝑎𝑟 𝑣 𝑒𝑠𝑡 

𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑒𝑛 0

𝑣(0) =⏟
𝑐𝑎𝑟 𝑏=1

1

2
= 𝑓(0).   

Donc pour que 𝑓 soit continue en 0 il faut et il suffit que 𝑒𝑎 = 1

2
 i.e. 𝑎 = − ln(2).  Désormais 𝑎 = − ln(2).  

e. Tout d’abord − 𝑐

2
= 𝑓(−1) 𝑒𝑡 pour que 𝑓 soit continue en − 1 il faut et il suffit que lim

𝑥→−1
𝑥<−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−1
𝑥<−1

𝑓(𝑥) = 𝑓(−1).  

Or, lim
𝑥→−1
𝑥>−1

𝑓(𝑥) = 3 donc, pour que 𝑓 soit continue en−1,  il est nécéssiaire que− 𝑐

2
= 3 𝑖. 𝑒. 𝑐 = −6. Désormais 𝑐 = −6. 

Alors, 𝑤(𝑥) = −6 𝑒
𝑥+1−1

𝑥2−1
= −6

𝑒𝑥+1−1

(𝑥+1)(𝑥−1)
=

6

1−𝑥

𝑒𝑥+1−1

(𝑥+1)
. Or,{

lim
𝑡→0

𝑒𝑡−1

 𝑡
= 1 

lim
𝑥→−1

𝑥 + 1 = 0
 , donc par composition, lim

𝑥→−1

𝑒𝑥+1−1

𝑥+1
= 1. J’en 

déduis que lim
𝑥→−1

𝑤(𝑥) =
6

2
= 3. Et par suite, lim

𝑥→−1
𝑥<−1

𝑓(𝑥) = 3 = lim
𝑥→−1
𝑥>−1

𝑓(𝑥) = 𝑓(−1). Je conclus que 𝑓 est continue en −1. 

Bilan :  𝑓 est continue sur ℝ sietssi {
𝑎 = −ln (2)
𝑏 = 1
𝑐 = −6

. 

 

 

ERREUR d’ENONCE 



𝐷é𝑟𝑖𝑣é𝑒 𝑑𝑒 𝑓(𝑥) = 𝑒
1
𝑥√1 − 8𝑥3 

𝑫𝒇 : 𝑓(𝑥) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 ⟺ {1 − 8𝑥
3 ≥ 0

𝑥 ≠ 0
⟺⏟

𝑎3−𝑏3=(𝑎−𝑏)(𝑎2+𝑎𝑏+𝑏2)
{
 

 
(1 − 2𝑥)(1 + 2𝑥 + 4𝑥2⏟        

>0 
𝑐𝑎𝑟 ∆<0

) ≥ 0

𝑥 ≠ 0

⟺ {
1 − 2𝑥 ≥ 0
𝑥 ≠ 0

⟺ {
𝑥 ≤

1

2
.

𝑥 ≠ 0
  

Donc, 𝐷𝑓 =] − ∞;0[∪]0; 1
2
].  

𝑫𝒄: 𝑓 est continue sur tout son domaine de définition car elle n’est pas défnie par morceaux ni sous forme intégrale et 
n’est constituée que de fonctions continues sur leur propre domaine de définition. Ainsi, 𝐷𝑐 = 𝐷𝑓. 

𝑫𝒇’ :  Dans l’expression de f, seule la fonction racine carrée n’est pas dérivable sur tout son domaine de définition. La 
fonction racine carrée n’est dérivable que sur ℝ+∗. Or, ∀𝑥 ∈  𝐷𝑓\{1/2}, 1 − 8𝑥3 ∈ ℝ+∗. Alors par compostion, je peux 
conclure que 𝑓 est au moins dérivable sur 𝐷𝑓\{1/2}.  

Et ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓\{1/2}. 𝑓′(𝑥) = ℎ′(𝑥)𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥)𝑔′(𝑥) où ℎ(𝑥) = 𝑒𝑢(𝑥) 𝑒𝑡 𝑔(𝑥) = √𝑣(𝑥) et 𝑢(𝑥) = 1

𝑥
= 𝑥−1 𝑒𝑡 𝑣(𝑥) = 1 − 8𝑥3.   

𝑢′(𝑥)𝑒𝑢(𝑥)√𝑣(𝑥) +
𝑣′(𝑥)

2√𝑣(𝑥)
 𝑒𝑢(𝑥)𝑜ù 𝑢(𝑥) =

1

𝑥
= 𝑥−1 𝑒𝑡 𝑣(𝑥) = 1 − 8𝑥3.  Or, 𝑢′(𝑥) = −𝑥−2 𝑒𝑡 𝑣′(𝑥) = −24𝑥2.   

Donc, ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓\{1/2}. 𝑓′(𝑥) = − 1

𝑥2
𝑒
1

𝑥√1 − 8𝑥3 − 12
𝑥²

√1−8𝑥3
𝑒
1

𝑥.  

Dérivabilité en ½ ? ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓\{1/2}. 
𝑓(𝑥)−𝑓(

1

2
)

𝑥−
1

2

=
2𝑒
1

𝑥√(1−2𝑥)(1+2𝑥+4𝑥2)

2𝑥−1
=⏟

𝑐𝑎𝑟 𝑠𝑢𝑟 𝐷𝑓,
2𝑥−1≥0

2𝑒
1

𝑥√(1+2𝑥+4𝑥2)

√2𝑥−1
. Donc, lim

𝑥→
1

2

𝑓(𝑥)−𝑓(
1

2
)

𝑥−
1

2

= +∞. J’en 

déduis que 𝑓 n’est pas dérivable en ½ . De plus, comme 𝑓 est continue en ½ , je peux conclure que 𝐶𝑓 a une tangente 
vefrticale en ½.  

Ainsi, 𝑓 est exactement dérivable sur 𝐷𝑓\{1/2}.  𝐷𝑓’ =  𝐷𝑓\{1/2}. 

 

 


