
JOUR 10 
Corrigé 

On pose 𝒔𝒉(𝒙) = 𝒆𝒙−𝒆−𝒙

𝟐
.  

BUT : Montrer que 𝒇 est bijective de ℝ sur un intervalle 𝑱  à déterminer et donner une expression de 𝒔𝒉⬚
−𝟏. Tracer enfin 

𝑪𝒔𝒉 et  𝑪𝒔𝒉−𝟏 sur un même dessin.  
a. Etudier rapidement 𝑠ℎ dans le but le tracer sa courbe 𝐶𝑠ℎ.  
b. Appliquer le 𝑇𝐵𝐶𝑆𝑀 à 𝑠ℎ. En déduire 𝐽.  
c. Fixer 𝑦 ∈ 𝐽. Soit 𝑥 l’unique antécédent de 𝑦 par 𝑠ℎ (d’après 2. cet antécédent existe et est unique). Exprimer 𝑥 en 

fonction de 𝑦. En déduire une expression de 𝑠ℎ⬚
−1.  

d. Tracer enfin 𝐶𝑠ℎ−1 sur le même dessin.  

a. 𝑠ℎ est définie, impaire, continue et dérivable sur ℝ et ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑠ℎ′(𝑥) = 1

2
( 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥) > 0. Donc 𝑠ℎ est strictement 

croissante sur ℝ. 𝐸𝑡 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 𝑒𝑡 𝑝𝑎𝑟 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟𝑖𝑡é, lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ . De plus, lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= +∞ 𝑐𝑎𝑟 lim

𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥
=⏞
𝐶𝐶

+

∞ et par imparité, lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
=  +∞ ; on dit alors que 𝐶𝑓 a une branche parabolique de direction asymptotique (𝑂𝑦) ; 

autrement dit, 𝐶𝑠ℎ  tend très vite vers l’infini en plus et moins l’infini. 

 
b. 𝑠ℎ est continue et strictement croissante sur l’intervalle ℝ donc le TBSCM assure que :  

1) 𝐽 = 𝑠ℎ(ℝ) =] lim
𝑥→−∞

𝑠ℎ(𝑥) , lim
𝑥→+∞

𝑠ℎ(𝑥) [= ℝ.  

2) 𝑠ℎ 𝑒𝑠𝑡 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑑𝑒 ℝ 𝑠𝑢𝑟 ℝ.  
3) 𝑠ℎ−1 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ 𝑒𝑡 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟𝑒 𝑒𝑡 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ.  

c. Soit 𝑦 un réel.  
Soit  𝑥 l’unique réel vérifiant 𝑠ℎ(𝑥) = 𝑦. Donc, 𝑥 =l' unique antécédent de 𝑦 par 𝑠ℎ = 𝑠ℎ−1(𝑦).  
Exprimons 𝑥 en fonction de 𝑦. Pour cela, posons 𝑋 = 𝑒𝑥 . 

Je sais que 𝑒
𝑥−𝑒−𝑥

2
= 𝑦  donc 𝑋 − 1

𝑋
= 2𝑦 et finalement 𝑋2 − 2𝑦𝑋 − 1 = 0.  

Posons ∆= 4𝑦2 + 4 = (2√𝑦2 + 1)
2
 𝑒𝑡 𝑋1 =

2𝑦+2√𝑦2+1

2
= 𝑦 +√𝑦2 + 1 𝑒𝑡 𝑋2 = 𝑦 − √𝑦2 + 1.  

Donc 𝑋 = 𝑋1 ou 𝑋 = 𝑋2.   

Mais 𝑋 > 0. Or 𝑋2 < 0 < 𝑋1   (𝑐𝑎𝑟  ± 𝑦 ≤ |𝑦| ≤ √𝑦2 + 1). Donc, 𝑋 = 𝑋1 = 𝑦 +√𝑦2 + 1.  

Et enfin, 𝑥 = ln(𝑋) = ln(𝑦 + √𝑦2 + 1).  

J’en conclus que ∀𝑦 ∈ ℝ, 𝑠ℎ−1(𝑦) = ln(𝑦 + √𝑦2 + 1).  



 

 

Dérivée de 𝒇(𝒙) = 𝑨𝒓𝒄𝒄𝒐𝒔(√𝟏 − 𝒙𝟐) 

𝑫𝒇 ?  𝑓(𝑥)𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 ⟺ {
1 − 𝑥2 ≥ 0

−1 ≤ √1 − 𝑥2 ≤ 1
⟺ {

(1 − 𝑥)(1 + 𝑥) ≥ 0

0 ≤ √1 − 𝑥2 ≤ 1
⟺ {

𝑥 ∈ [−1; 1]

0 ≤ 1 − 𝑥2 ≤ 1
⟺ {

𝑥 ∈ [−1; 1]

0 ≤ 𝑥2 ≤ 1
⟺ 𝑥 ∈ [−1; 1].  

Donc 𝐷𝑓 = [−1; 1]. 
𝑫𝒄 ? l’expression de 𝑓 n’est constituée que de fonctions continues sur leur propre domaine de définition donc 𝑓 est 
continue sur 𝐷𝑓. 
𝑫𝒇′ ? Dans l’expression de 𝑓 , deux fonctions ne sont pas dérivables sur leur domaine de définition : 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 n’est dérivable 

que sur ] − 1; 1[ et √… n’est dérivable que sur ℝ+∗.  

Or, 1 − 𝑥2 ∈ ℝ+∗ ⟺ 𝑥 ∈] − 1,1[. Et, √1 − 𝑥2 ∈] − 1; 1[⟺ 0 ≤ 1 − 𝑥2 < 1 ⟺ 𝑥 ∈ [−1; 1]\{0}.  
Donc 𝑓 est au moins dérivable sur ] − 1,1[\{0}.  

Et, ∀𝑥 ∈] − 1; 0[∪]0;1[, 𝑓′(𝑥) =⏟

𝑢(𝑥)=√1−𝑥2

𝑢′(𝑥) × 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠′(𝑢(𝑥)) =
−𝑢′(𝑥)

√1−𝑢(𝑥)²
  et  𝑢′(𝑥) =⏟

𝑣(𝑥)=1−𝑥2

𝑣′(𝑥)

2√𝑣(𝑥)
=

−2𝑥

2√1−𝑥2
=

−𝑥

√1−𝑥2
.  

Donc ∀𝑥 ∈] − 1 ; 0[∪]0 ; 1[, 𝑓′(𝑥) =

−𝑥

√1−𝑥2

√1−(1−𝑥2)
=

−𝑥

√1−𝑥2

√𝑥2
=

−𝑥

√1−𝑥2

|𝑥|
=

−𝑥

|𝑥|√1−𝑥2
=

−𝑥

|𝑥|√1−𝑥2
= {

−1

√1−𝑥2
 𝑠𝑖 𝑥 ∈]0; 1[

1

√1−𝑥2
 𝑠𝑖 𝑥 ∈] − 1; 0[

.  

Dérivabilité en -1 ; en 1 et en 0 ? Appliquons le critère de limite du taux d’accroissement.  

𝑓 est continue sur [−1; 1], dérivable au moins sur ] − 1; 0[∪]0; 1[ 𝑒𝑡 

{
 
 

 
 
lim
𝑥→1

𝑓′(𝑥) = −∞

lim
𝑥→−1

𝑓′(𝑥) = +∞

lim
𝑥→0+

𝑓′(𝑥) = −1

lim
𝑥→0−

𝑓′(𝑥) = 1

. Donc le critère de limite du taux 

d’accroissement assure que 

{
  
 

  
 lim

𝑥→1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= −∞

lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥)−𝑓(−1)

𝑥+1
= +∞

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= 1 ≠ −1 = lim

𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0

(  
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
 𝑛′𝑎 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑝𝑎𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒 𝑒𝑛 0)

.Donc 𝑓 n’est dérivable ni en 1, ni en −1 ni en 0.  

Ainsi, 𝑓 est exactement dérivable sur ] − 1,1[\{0}.  

 

 


