Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques Chapitre 5

TD cours : RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES FONCTIONS

| GENERALITES

On munit le plan d’un repere orthonormé direct ce qui revient a représenter deux axes réels orthogonaux avec la méme unité .

e Une fonction de R dans R est une relation qui a chaque réel associe zéro ou un réel.

e Soit f une fonction de R dans R. Soit x un réel. Ou bien f associe a x le réel y alors on note y = f(x) et y est I'image de x par f

et x est un antécédent de y par f . Ou bien x n’a pas d’associé par f, autrement dit, f(x) n’existe pas.

e Le domaine de définition Df de f est I'ensemble des réels x tels que f(x) existe .

e SiD estunsous-ensemble de R, f(D) est I'ensemble de toutes les images par f des éléments de D et f~2(D) est 'ensemble par f
de tous les antécédents de D par f. Et f(Df) ou Im(f) est 'ensemble de toutes les images par f.

e idp est'application de D dans D telle que : Vx € D, idp(x) = x.

=la—r,a+r[\{a} cDf our>0sia&Df

V=la—r,a+r[cDfour>0sia€Df

V =]la,a+r[cDfour>0siaé&Df

V=Jlaa+r[cDfour>0sia€Df

e unvoisinage de+oo dans Df est unintervalle V =]r,+oo[c Dfou r > 0 .Idem en —oo.

e  f vérifie une propriété au voisinage de a (réel ou infini) lorsque f vérifie cette propriété sur un voisinage de a dans Df.

e Legraphe ou la courbe de f est I'ensemble des points M du plan de coordonnées (x, f(x)) tels que x € Df. On lit x sur I'axe
horizontale et f(x) sur I'axe verticale .

e Soit!/ c Df.larestriction de f a I est I'application f;; définie sur I par:Vx € I, f;;(x) = f(x).

e Une fonction définie par morceaux est une fonction ayant différentes expressions sur différents intervalles. Une telle fonction est

%
e Soita unréel. Un voisinage V de a dans Df est un intervalle de la forme :{

Un voisinage V' a droite de a dans Dfest un intervalle de la forme : { , Idem a gauche.

) gx)six el
de la forme f(x) = {gl(lx)'SL x_;t @ ouaréel ouencore f(x) =4 h(x) six €] oul,] et K sont les domaines disjoints.
stx=a k(x)six e K

Désormais f, g et h désignent trois fonctions de R dans R.
Il OPERATIONS
o f et gsontégales lorsqu’elles ont le méme domaine de définition et qu’elles associent la méme image a tout réel de ce domaine
de définition , autrement dit lorsqu’elles coincident en tout point de leur domaine de définition commun.
e Une combinaison linéaire de f et g est toute fonction de la forme af + bg ou a et b constantes.

e Lacomposée de f par g est la fonction g o f définie par : g o f(x) = g(f(x)).

e Sif estdéfiniesur D et g est définiesurEet f(D) c E (i.e.Vx € D, f(x) € E ) alors g o f est définie sur D. Autrement dit, x €

p L E S R

Dg.r < x € Dy et f(x) € Dgy. lllustration : X F) o g(F )
o idppof=f et foidp =f.

* fo(geh)=(feg)oh mais feg#g-of.

e Siuetvsontdeux fonctions de R dans R, alors par définition u(x)?® = e?()n (W),

En particulier, si a est un réel alors x@ = e¥" ™ et si de plus, a > 0 alors a* = e*™(@),

D’aprés cette définition, u(x)?® = e?@M @) existe sietssi v(x) et u(x) existent et u(x) >0 .

e fXgestleproduitde fetg,f + gestlasommede fetg.

e Sifi,..,f,sontdesfonctionsde Rdans Ralors[[}o; fi = fi X o X .. X fpet Yoy f = fi + fo + -+ + f,, et une combinaison
linéaire de fj, ..., f, est toute fonction de la forme Y.}_; ai f; ou ay, a,, ..., a, sont des constantes.

Il PARITE, IMPARITE ET PERIODICITE

—x €D
e f estpaire lorsque : Vx € Df, {f(—x) _ ]{(x) i.e. lorsque Cf est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
N -x€Df . - s .
e f estimpaire lorsque : Vx € Df, Fl=x) = —f(x) i.e. lorsque Cf est symétrique par rapport a I’origine du repére.

x+T€Df

e f estpériodique lorsque : 3T € R*/Vx € Df, {f(x +T) = f(x)

i.e. lorsque Cf est globalement invariant par translation de

vecteur TT.

e Sif estpaire ou impaire alors I’étude de f sur R* N Df, complétée par une bonne symétrie, permet de tracer Cf.

e Sif estimpaire et f(0) existe alors f(0) = 0.

e Sif est T-périodique alors I'étude de f sur] — g,g] N Df ou [0, T[N Df, complétée par des translations T, permet de tracer Cf.
e Sif estT-périodique alors Yk € N*,Vx € Df, f(x + kT) = f(x) (i.e. fest kT — périodique).

e Sif estT-périodique et (—T)-périodique alors Vk € Z*,Vx € Df, f(x + kT) = f(x) (i.e. fest kT — périodique).

e Sif et gontune période commune alors fg,af + bg ol a et b constantes etf—}sont périodiques de période T"'.
Exercice : Montrer que : Vx € R, |—x]| = {—lx_Jx—Sil;iEx; Z. Soit h: (x » x — |x]) et g: (x » |2x — 1]). Montrer que f = g o h est paire,

périodique.




IV CARACTERE MAJORE, MINORE, BORNE
e fest majorée lorsque: 3m € R/Vx € Df, f(x) < mie. lorsque f(Df) est majorée.

e festmajorée sur D lorsque : 3m € R/Vx € D, f(x) < mie. lorsque f(D) est majorée. . réels indépendants de x

e [ estminorée lorsque : 3m’' € R/Vx € Df, f(x) =[m'ie.lorsque f(Df) est minorée .
e festbornéesur D lorsque:am € R,Im' e R/Vx € D,m' < f(x) <m.
e f est bornée au voisinage de a (réel ou ininfi) lorsqu’il existe un voisinage V de a dans Df sur lequel f est bornée.

Théoréme : f est bornée sur D&3IM € R /Vx € D, |f(x)| <M . ® démo chap 2

Théoreme : Une combinaison linéaire ou un produit fini de fonctions bornées est bornée. @ démo ex 1 TD 3

E Exercice : Montrer que f: (x - 2sin (379:) — 7cos G)) est périodique et bornée.
e fadmet un maximum sur I lorsque : 3x, € I/Vx € I, f(x) < f(xg). f(xo)est alors la valeur du maximum et ce maximum est
atteint en x, . On note f(x,) = max;f .
e f admet un maximum local en x, lorsque x, € Df et il existe un voisinage V de Df tel que Vx €V, f(x) < f(x,).
e fadmet un minimum sur I lorsque :3x; € I/Vx € I, f(x) = f(x,). f(x;)est alors la valeur du minimum
e Leréel a est un point fixe de f lorsque @ € Df et f(a) = a.

V MONOTONIE

e [ estcroissante lorsque : Vx € Df,Vy € Df,(x <y = f(x) < f(y).

e f estdécroissante lorsque : Vx € Df,Vy € Df,(x <y = f(x) = f(y)).

e f eststrictement croissante lorsque : Vx € Df,Vy € Df,(x <y a f)<fly).

e f eststrictement décroissante lorsque : Vx € Df, Vy € Df,(x <y (f%f(x) > f(y).
e [ estconstante lorsque :Va € Df,Vx € Df, f(x) = f(a) ie. lorsque 3a € R /Vx € Df, f(x) = a.

Théoréeme :

e Lacomposée de deux fonctions de méme (stricte) monotonie est (strictement) croissante .

e Lacomposée de deux fonctions de monotonie contraire est décroissante .

e Lasomme de deux fonctions de méme (stricte) monotonie est (strictement) monotone et de méme monotonie que les deux

(resp. de monotonie contraire) . @ démoex 1 TD 3

fonctions. Une fonction produit d’un réel positif (resp. négatif) est d’'une fonction monotone est monotone de méme monotonie

ﬂxercice : Montrer que f: (x  In (x + Vx? + 1) est définie sur R, impaire et strictement croissante.

VI INJECTION, SURJECTION ET BIJECTION

B e f estinjective sur [ lorsqu’un réel a au plus un antécédent par f ;
autrement dit, lorsqu’une image a exactement un antécédent par f ;
autrement dit, lorsque deux éléments distincts de I n’ont jamais la méme image par f ;
autrement dit, lorsque deux éléments de I ayant la méme image sont nécessairement égaux.
Exemple : (x = x?2) est injective sur Rt mais n’est pas surjective de R car 2 et — 2 ont la méme image 4 par la fonction carrée .

6 Théoreme e Toute fonction strictement monotone sur D est injective sur D .

e Toute composée d’injections est une injection. @ démo

7 | o festsurjective de I sur] lorsque tout élément de / a au moins un antécédent dans I par f ;
autrement dit, lorsque f(I) =J.
Exemple : exp est surjective de R sur R** mais n’est pas surjective de Rsur R .

8 J Théoréeme Toute composée de surjections est une surjection. @ démo

E e f estbijective de I sur ] lorsque f est injective et surjective de [ surJ
autrement dit lorsque tout élément de / a un unique antécédent dans I par f.
Dans ce cas, la bijection réciproque de f notée f~lest I'application de J dans I définie par :
Vy €], f~1(y) est 'unique antécédent de y par f i.e. 'unique solution dans I de I'équation f(x) = y.
_ — F1

Autrement dit, f ! est définie par: {y ;gsx) s {x yfe ](y). Et f~1estbijectivede/ surlet (f~1)™t =f.

Alors, Vx € I, f~1(f(x)) = x et Vx € ], f(f "1(x)) = x. Autrementdit, f 1o f = idy et fof~! = idp.
y=1x) o {x =9)

x €l ASY

_____g(y) etdonc conclure que f est bijective de [ sur] et ft=g.

NB:Dés quelona: {

, on peut affirmer que tout élément de /] admet un unique antécédent dans I qui est x =

10 }La courbe de £~ est symétrique de la courbe de f par rapport a la premiére bissectrice. @ démo

E] Exercice : Graphiquement, trouver tous les couples (a, b) € R? de sorte que la fonction f: (x — ax + b|x|) soit bijective de R sur R.



E] Exemples déja rencontrés et a connaitre :
=1In x=eY
p=meo

. Donc exp est bijective de R sur R** et In est bijective de R**sur Ret (exp™) = In.
£ ERY yER p est bij ] (exp™)

== X =-

2. { Y= o { ¥ . Donc la fonction inverse est bijective de R* sur R* et sa bijection réciproque est elle-méme.
x € R* y € R*

y=ax+b

y—-b
X ==
< ER' = { a . Donc la fonction (x = ax + b) est bijective de R* sur R* et sa

3. Soit a et b deux réels tels que a # 0. {
yeER

N - -b
bijection réciproque est (x + XT).

=1 x=y"
4. Sin estun entier pair alors {y 1?{5 = {y c u)é* Donc (x = %/x) est bijective de R* sur R* et (x = x™) est bijective de R* sur
X €

R*et I'une est la bijection réciproque de I'autre.

_n =y
Sin est un entier impair alors {y _E g = {); e}l%{' Donc (x + V/x) est bijective de R sur R et (x — x™) est bijective de R sur R
x

et I'une est la bijection réciproque de |'autre.

5. Toutréel y de [—1,1] a un unique antécédent, Arcsin(y), dans [— g,g] par la fonction sinus. La fonction sin est bijective de[—g,g]

sur [—1,1] et sa bijection réciproque est la fonction Arcsin.

De méme, La fonction cos est bijective de [0, 7] sur [—1,1] et sa bijection réciproque est la fonction Arccos.

U

La fonction tan est bijective de] > %[ sur R et sa bijection réciproque est la fonction Arctan.

ona-: {y = sin (x) {x = Arcsin(y) {y =sin (x) _ {x = Arccos(y) {y = tan (x) {x = Arctan(y)

(=4

13 |Méthode de I’équation pour déterminer si f est injective, surjective ou bijective de E sur F et le cas échéant déterminer sa bijection

réciproque :

On considéere un élément y de F arbitraire. On lui cherche tous ses antécédents par f en résolvant I’équation f(x) = y.

Si pour certaines valeurs de y, y n’a pas d’antécédents alors f n’est pas .........ccooueenee. de E sur F donc pas ......ccccccueveneeee. de E sur F.
Si pour certaines valeurs de y, y a plusieurs antécédents alors f n’est pas ......c...c.ccc..... de E sur F donc pas ......cccceeevneen. de E sur F.
Siy a toujours un et un seul antécédent par f alors f est ................. de E sur F et f~1(y) =cet unqiue antécédent de y par f.

E:' Exercices :

1. Montrer que f: (x = %) est bijective de Df sur un domaine F a déterminer et donner une expression de f~1. Tracer enfin Cf et Cf lsur
un méme dessin.

2. Montrer que f(x) = x| + Vx——lad est bijective de Df sur un domaine F a déterminer et donner une expressions de f . Tracer enfin Cf et
Cf~sur un méme dessin.

3. Onposech(x) =

eX

-x
+23 . Montrer que f n’est ni injective, ni surjective de R sur R mais est bijective de R*sur un intervalle J & déterminer et

. -1 ' o .
donner une expression de f = ch g+ . Tracer enfin C;y et Cg-1 sur un méme dessin.

15 | Théoréme: Soit E, F et G des parties de R. Soit f une application de E dans F et g une application de F vers E.
of =id bijective de E sur F et g bijective de F sur E
. {g f_l.E:»{f J g . @ démo
feg=idr g=f
e Lacomposée de deux bijections : f de E dans F et g de F dans G est une bijectionde E dans G et (ge f)™1 = f~1 0o g71@ démo

1\6J Exercice : Montrer que f: (x = e‘/;) est bijective de Df sur un domaine F a déterminer et donner une expressions de f 1.

— VIl LIMITE

17
" Isoit a réel ou infini. Soient f , g et h des fonctions définies sur un méme voisinage de a ( mais pas forcément en a).

Unicité
e Une limite, lorsqu’elle existe , est UNIQUE.
e Sif est définie en a (ie. f(a) existe) alors f(a) est la seule limite possible de f ena .

Régles de calcul sur les limites : Soit L et L’ deux réels ou deux infinis tels que ll_r)lg f@®) =L et lti_rgg(t) =L .
e pour tout réel a indépendant de t, tILrE af (t) = alL.

o limlf@)] =L

e SiL+ L' n’est pas une forme indéterminée (« FI ») alors ll_r)g f@+gt)=L+L".

e SiL X L' n’est pas une forme indéterminée alors %imf(t) xgt)=LxL".
—a

L L - : ) _ L
e Si— n’est pas une forme indéterminée alors lim 22 = = .
L toag®) L




BornéeXlimite nulle : Si lim e(x) = 0 et f est bornée au voisinage de a dans Df alors lim e(x)f(x) = 0
x—a x—a

Composer (théoréeme de limite d’'une fonction composée) : Soit L un réel ou infini.

e Soit ¢ une fonction telle que f o ¢ soit définie sur un voisinage de a. Si {

e  Soit (u,) une suite de nombres réels telle que Vn, u,, € Df. Si {

e Par contraposée : S'il existe (u, )une suite réelle telle que

e Silexiste (u,,) et (v,) deux suites réelles telles que

t-a

lim u, =a
n-+oo

limf(x) =L
X—b
vn,u, € Df

lim u, =a
n—-+oo

hrP fluy,) =L
n—-+4oco
vn,u, € Df etv, € Df

lim u, =a= lim vy,
n-+oco n-+oo

lim f(u,) # lim f(v,)
n—+oo n—-+oo

Encadrer (théoréeme de limite par encadrement) : Soit L un réel .
e Sif(x) < g(x) < h(x)auvoisinagede a et lim f(x) = L = lim h(x) alors lim g(x) = +oo .
x—a x—a x—a

e Sif(x) < g(x)auvoisinage de a et lim f(x) = +o alors lim g(x) = + .
x—-a x—-a

e Sif(x)= g(x)auvoisinage de a et lim f(x) = —o alors lim g(x) = —o .
x—-a x—-a

e Si|g(x)| < &(x) au voisinage de a et lim (x) = 0 alors lim g(x) = 0
x—-a x—-a

Se ramener a une limite en 0 Soit L un réel ou infini.

e Iciaréel.

* xl—1>IiI-loof(x) =lh= tl_lg!;f (t) =

limf(x)=Lelimf(a+t)=1L
x—-a t—-0

lim f(x) =

limp(t) =b

alors y_r){zlf((p(t)) = L.

alors lim f(u,) = L.
n-+oo

alors f ne tend pas vers L en a.

alors f n’a pas de limite en a.

Limite a droite et a gauche Soit L un réel ou infini. Ici f est définie sur un voisinage a droite et un voisinage a gauche de a.

Ici aréel .

Limite et symétrie

lim f(x) =L = lim f(x)

llm f(x) =1 & {xa

x<a

etlL = f(a)SLaEDf

e Sif est bijective de I sur ] et a est un bord ou élément a de I et b est un bord ou élément b de J, alors

lim f(x) = b & lim f1(x) = a.
x-a x-b

* Sif est paire alors pour tout bord ou élément a de [, lim, f(x) = lim_f(x).
Xx—a X—-—a

* Sif estimpaire alors pour tout bord ou élément a de /, lim_f(x) = — lim_f(x).
x—-a xX——a

Limite en monotonie :

Si f est monotone sur Ja, b[ alors lim_f(x) et lim f(x) existent.
x-at x—b~

18

imites usuelles : Soit p et n deux entiers naturels non nuls. Soit a et 8 deux rationnels strictement positifs.

| Limites par continuité ou aux bords du
domaine de définition:

Limites par taux d’accroissements

Les croissances comparées : @ démo

cont.

2 sin(a)

cont.

2 cos(a)

cont
liger = o

lim e* =0 et lim e* =+

X——00 X—+0o

lim sin(x)
Xx—a

lim cos(x)
xXx—a

cont.
limx™ 2 q*
x—a

cont.
lim|x| lal
x—-a

cont.

2 In (a)

hn(l) In (x) = —oo et hm In (x) = +o0
Pl

lim In (x)

cont.

limYx £ Va

x—a

sin(x) — sin (a) UL
e (A S

cos(a)
x-a X —a
. cos(x) — cos (a) i)
lim———— = = —sin(a)
x-a X—a
Sia € Dgy,
tan(x) — tan (a) TA
lim ) @4 2 1 + tan?(a)
x-a X —a
C..)
sin(x) ﬂ:l
En particulier, 11m 1

X

cos(x)—1TA
nmL 20
x—0

tan(x)T:éA

En particulier, 1

. In(x
llmL)
x-1 x—1

lim
x>0 X
=1 etenseramenanta0,

In(1+¢t)

In(x)cc
lim ()—0
X—>+00

(ln(x))ﬁ «
x4 =0
x CcC
lim — 2 +
X—>+00 X
BxCC
li =
LS
cc

lim xe* =0
x—+00
cc
lim |x|%ef* = 0
* @z
limxln (x) 20
x-0
cc
lim x4|In(x)|# £ 0
x-0

x—>+oo




apxP+bp_1xP~ 1+ +ag

bpx"+by_qx™1+--+bg

apxP
n

Eg_/[f est une fonction rationnelle telle que : f(x) = . @ démo

aveca, # 0 et b, # 0 alors xl_l)rJ_me(x) = xl_l)gloo bnx

E METHODES A CONNAITRE en exercices :
LIMITE PAR ENCADREMENT Montrer que xlirllw[xj =4 et xlim Mo,

—to0 X

SE PLACER AU VOISINANGE DU POINT Ou L’ON ETUDIE LA LIMITE et UTILISER LA LIMITE A DROITE et A GAUCHE Calculer lizr(l)l25 |x] + 2020 — |x]
x>
FAIRE APPARAITRE UNE LIMITE USUELLE

1. Calculer lim M
x—0 sin(bx)

cos(x)—-1
P
3. Calculer: lir%(l + sin (x))*

xX—

ol a et b parametres réels non nuls.

. 1 Z N o
2.  Montrer que : lim — = résultat a connaitre
x-0 2

. X
SE RAMENER EN 0 et FAIRE APPARAITRE UNE LIMITE USUELLE Calculer lim S2%*D ot Jim (1 + 1)
x-—-1 J1-x? xX—+00 X,
LIMITE FONCTION BORNEEXFONCTION DE LIMITE NULLE Justifier que lim cos (%) (x — |x]) = 0.
xX—
METTRE LES TERMES DOMINANTS EN FACTEUR et UTILISER LES PROPRIETES DES FONCTINOS USUELLES :

Vx2-2x . 31In(x)—4x> . 2
et lim —=—— et limtan(x)In (Vx — 2x
1-8x3 x—+00 e¥=5e*¥+1 x—0 ( ) ( )
2x34+x24+x-1

FACTORISER PAR (x — a) dans une fonction rationnelle dont la limite en a est un FI 9. calculer lim ———
0 xot Vi-8x3
2

Calculer lim
X——00

UTILISER LA QUANTITE CONJUGUEE Calculer lirP x(Vx?+1-x)
X—+00

UTILISER DES SUITES POUR MONTRER QU’UNE FONCTION N’A PAS DE LIMITE EN UN POINT : Démontrer que (x > cos (x—lz)) n’a pas de limite en 0.
V1-2x+x%e*-1

X

RECONNAITRE UN TAUX D’ACCROISSEMENT : lirr(l)
X

VIl ASYMPTOTE

21 (Soit a et b deux réels

e (f aune asymptote horizontale d’équation y = b en 4o (resp. —) lorsque xl_i)eroO f(x) =bh.
(resp—o)
e (f aune asymptote verticale d’équation x = a lorsque a € Df et lim f(x) = too.
X—a
e (f aune asymptote oblique d’équation y = ax + b en 40 (ou —oo) lorsque xung f(x)— (ax+b) =0.
(ou—o0)
e Lescourbes Cf et Cg sont asymptotes en +oo (resp. —oo) lorsque xl_i)&nw f(x)—g)=0.

(resp—oo)
E Exercice
3x2+1

. X
1. Soitf: (x i
2. Soit f:(x = In (2x% — 3x + 4)). Trouver une droite asymptote a Cf en —oo.
3. Déterminer I'asymptote en —oo de Cf oi1 f(x) = V1 — 2x + 8x3.

). Trouver deux réels a et b tels que la droite d’équation y = ax + b soit asymptote a Cf en +oo.

IX CONTINUITE Lorsque I est un intervalle, la courbe d’une

23 [* f estcontinueenalorsquea € Df et lim f(x) = f(a). fonction continue sur I se trace d’un trait continu.
x=a C’est faux si I n’est pas un intervalle , comme le

e f estcontinuesur lorsque I € Df et f est continue en tout point de I. prouve [a fonction tart, centinue sur Dygmet dont

e f est prolongeable par continuité en a lorsque a € Df et lim f(x) existe et est finie. la courbe a des trous.
x—a
Dfu{a}-R
Alors la fonction f: f(x) six € Df | estcontinue en a.f est appelé le prolongement par continuité de f en a.
P1limf(x) six=a
x—-a

EExercices :

(1 .
1. Montrer que f: (x - {xsm (E) SR ]_1‘1[> n’est continue ni en 1, ni en -1.
1six=+1

2.  Montrer que f: (x - sin(x) ln(x2 aF \/E)) est prolongeable par continuité en 0.
((1+x)xsix>0

b+x3

six €] —1,0]
2
3. Pour quelles valeurs de (a, b,c) € R3, la fonction f suivante est -elle continue sur R? f(x) =<~ +3x;'2 . .
5 Six=—
x+1_q
= six<-—1
x2-1

25 | Opérations sur les fonctions continues
e Sif et g sont continues sur un méme domaine D alors toute combinaison linéaire et f X g sont continues sur D



et si, de plus, g ne s’annule pas sur D, alors éf—] est continue sur D.

e Sif estcontinue sur D et g est continue sur E et Vx € D, f(x) € E alors g o f est continue sur D.
Conséquence : toute fonction dont I'expression n’est pas définie par morceaux et n’est constituée qu’un nombre fini de fonctions
continues sur leur propre domaine de définition est continue sur son domaine de définition.

L, parmi nos fonctions usuelles, seules la partie entiére n’est pas continue sur son domaine de définition, elle n’est continue que sur
R\Z.

26 Exercices :

1. Montrer que f: (x - \/\/§sin (2x) — cos (2x)> est continue sur Df a déterminer.

1
e x* ,
2. Montrer que f: (x = {3\/;_2,(2 Stx # O> est continue sur R.
O0six=0
3.  Montrer que (x = |x] +/x — |x]) est continue sur R
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Théoréme des valeurs intermédiaires : Si f est continue sur un intervalle I alors

1. pourtousréels aetbdel, tout réel compris entre f(a) et f(b) a un antécédent par f dans I.

2. f() estunintervalle.

Corollaire : Si f est continue sur un intervalle I et f change de signe sur [ alors f s’annule sur .

Contraposée : Si f est continue sur un intervalle I et f NE s’annule PAS sur [ alors fne change pas de signe sur [

|

Exercices
1. Montrer que toute fonction polynomiale de degré impair a au moins une racine réelle.
2. Soit f:[a, b] = [a,b], continue. Montrer qu’il existe un réel @ € [a, b] tel que : f (@) = a. Un tel réel a est appelé un point fixe de f.
3. Soit f et g deux fonctions réelles, continues sur un intervalle I et telles que : Vx € I, f (x)? = g(x)* et f(x) # 0. Montrer que :
Vx el f(x) =g ouvx €l, f(x) =—g(x).

Attention : une bijection n’est pas

29

| ¢ £~ est continue et de méme stricte monotonie que f sur £(I) et si de plus f est impaire

Théoreme des bijections continues et strictement monotones sur un intervalle (TBCSM) : forcément continue et strictement
Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I alors monotone comme le prouve I'exemple
. R (s . 2gj
e f(I) est un intervalle de méme nature que I et dont les extrémités sont les limites de f suivant : f: (x o {3 x“six € [0['1[2]) .
—xsix €1,

aux bords de 1

o bijective de [0,2]sur [0,2]. La réciproque
e f est bijective de I sur f(I)

du TBCSM est fausse !

sur [ alors f~test impaire sur f(I).

. f est dérivable en a lorsque a € Df et lim

Exercices :
1. Montrons que f: (x e’ 4 x) est bijective de R™ sur un intervalle J & déterminer . Puis déterminer f (e + 1), litP 1)
X—+00

2. Montrer que I'équation tan(x) = x admet une seule solution u,, dans chaque intervalle | — g + nn’,g + nrr[ ou n € N. Déterminer liI_P Up.
n—--+oo

X DERIVATION

f—(x;_i(a) existe et est finie. Le nombre dérivé de f en a est alors
x—a -

f'(a) = lim % Le droite d’équation y = f'(a)(x — a) + f(a) (qui passe par en A(a,f(a)) et a pour coefficient directeur
x—-a -

f'(a)) est alors la tangente 3 Cf en A(a, f(a)). ATTENTION :onécrit f'(x) = G (x) et non £, — &
S dx =L dx
on dérive on ne dérive pas
la fonction f le réel f(x)

e festdérivable surl lorsque I C Df et f est dérivable en tout point de I. On définit alors f’, la fonction dérivée de f sur I, par:
Vx € I, f'(x) = nombre dérivée de f en x = lim % NB:Df' c Df.

yox
e Sif estcontinue en a et lim f@-f@
x—»a x-a

= +oo alors Cf a une tangente verticale en a.
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Lien entre continuité et dérivabilité
e Si f est dérivable en a alors f est continue en a. La réciproque est fausse comme le prouvent les fonctions /. et |[.]|.
e Si f estdérivable sur D alors f est continue sur D.

=
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Opérations sur les fonctions dérivables.

e Sif et g sont dérivables sur un méme domaine D alors pour toutes constantes a et b, af + bg et f X g sont dérivables sur D et
vx € D,(af +bg)'(x) = af'(x) + bg'(x) et (f x g)'(x) = f'(x)g(x) + f(x) g’ (x).

e Etsi, deplus, g ne s’annule pas sur D anrsé et g sont dérivables sur D et

1\ y_ -9 £\ oy _ F0g)-fx)g’ (x)
Vx €D, (g) D) =22 et (g) (x) = i




e Si f estdérivable sur D et g est dérivable sur E et Vx € D, f(x) € E alors g o f est dérivable sur D et

vx €D,(geof)(x)=f'(x)x g (f(x)=f' ()% (g'° Hx) =[f x(g"° ().
Conséquence : toute fonction dont I’expression n’est pas définie par morceaux et n’est constituée qu’un nombre fini de fonctions
dérivables sur leur propre domaine de définition est continue sur son domaine de définition.
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L. parmi nos fonctions usuelles, la partie entiére, la valeur absolue, les racines niémes, Arcsin et Arccos ne sont pas dérivables sur

tout leur domaine de définition.
Exercices : 1. Déterminer pour chacune des fonctions f suivantes, un domaine D ou elle est dérivable et donner une expression de f'(x) .

() = sin(5x% — 3+ 24%) 5. f(o) =2 8 f0=53

1.
3 3
2. flx)= C(l)S (Vx) — 3/cos (x) 6. f(0)= R 9. Fx)= 3x1_7
3. f(x) =exW1—8x3 7. f(x) = tan®(2x) 10. f(x) = 1-2x°
4. f(x)=1In(n(x)) ’ x2+7x+6
2. On admet que les fonctions Arcsin et Arccos sont définies sur [—1,1] et dérivables uniquement sur] — 1; 1[ et la fonction Arctan est définie et

dérivable sur R et Vx €] — 1,1[, Arcsin'(x) = \/11_952 = —Arccos(x) et Vx € R, Arctan’(x) = ﬁ

Déterminer pour chacune des fonctions f suivantes, un domaine D ou elle est définie et un domaine D’ dérivable et donner une expression de f'(x) :
1. f(x) = Arcsin(2x — 1) 3. f(x) = xsin (Arctan(x)) 5. f(x) = Arctan(cos(x)).

2. f(x) = Arccos(V1—x?) 4 f(x) = Aresin)

Arccos(x)

=

Critere de limite du taux d’accroissement .
f)—f(@) _ L

Si f est continue sur l'intervalle I, dérivable au moins sur I\{a} et lim f'(x) = L alors lim P
xX—-a x—a -

L’hypothése INTERVALLE est tres importante comme le prouve les fonctions inverse et tangente dont les dérivées
Dérivation et monotonie ont un signe constant sur leur domaine de déf° respectif mais qui ne sont pas monotones sur leur domaine de déf°.

e Sif est dérivable surunintervalle I etVx €I, f'(x) = 0 (resp. f'(x) < 0) alors f est croissante (resp. décroissante) sur I.

e Sif estdérivable sur unintervalle IetVx €I, f'(x) = 0 (resp. f'(x) < 0) et f'ne s’annule gu’en des points isolés ( f’ ne

s’annule pas sur tout un intervalle non trivial) alors f est strictement croissante (resp. décroissante) sur I.

2 T q 2
i . A — = — < < - =
Exercice : Montrer que pour tout réel x de [0, 7], 1 - |x 2| <sin(x) < n\/X(ﬂ' x).

« f’ s’annule » ne suffit pas comme le prouve la fonction cube dont la
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Dérivation et extrema dérivée s’annule en 0 mais qui n’a pas d’extremum en 0.
Si f est dérivable sur un intervalle I et f’ s’annule en changeant de signe en x, € I alors f admet un extremum local en x.

Exercice : Soit A = {x + 2y/(x,y) € R?et x* + y* = 1} . Montrons que A admet un max et un min et les déterminer.

3

00

Théoreme de dérivation de la bijection réciproque (TDBR)
Soit f est une bijection continue et strictement monotone sur I'intervalle I

e Sif estdérivablesurl’ c IetVx €I, f'(x) # 0 alors f~lest dérivable sur f(I") et Vx € f(I"), (f 1) (x) = m
e Sif estdérivableena €I et f'(a) = 0alors f~n’est pas dérivable en f(a) et cf~*a une tangente verticale en A'(f (a), a)

39 Exercice Soit f: (x » x3 + x — 8). a=7(b)

1) Montrer que f est bijective de R sur R. Donner liI_P ().
X—>+00

2) Résoudre I'équation 2f (x) + 3f~1(x) = 10. b= f(a)
3) Montrer que f 1 est dérivable sur R et calculer (f~1)’(—6).

1y 1 f'(a) 0 nexiste | # 0
4) Montrer que Vx & R, (f7)'() = 3757 s et
TV
Y(b) n’existe 0 1
X1 PRIMITIVE pas f(a)

E] e Une primitive de f sur I est une fonction F dérivable sur I telle que Vx € I, F'(x) = f(x).
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Relation entre les primitives sur un intervalle d’'une méme fonction
Si F et G sont deux primitives d’'une méme fonction sur un intervalle I alors il existe une constante c telle que :
Vx € I,F(x) = G(x) + c. (on ditalors que F et G différent d’une constante ou sont égales a une constante prés).
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Exercices : 1. Démontrons la propriété de cours : V(a, b) € (R**)?, In(ab) = In(a) + In(b).
2. Démontrer que Vx € [—1,1], Arcsin(x) + Arccos(x) = g
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Théoreme fondamental de l'intégration

Si f est continue sur un intervalle I alors

e f admet une primitive sur cet intervalle

e pourchaque a € I et b € R, f admet une unique primitive F qui vérifie F(a) = b.

[aa

Exercice : Déterminer pour chacune des fonctions f suivantes, un intervalle I sur lequel elle est continue et une primitive de F de f sur [.
1) f(x)=1-3sin(5x + 1) 4) fO) = 12 7)  f(x) =sin®(x)
2) flx) =e¥*t e _1xd
5 x) = xe* 8) flx)=
3) flx)=3VYx—4x%+1 A

2x243x+1
6) f(x) = cos*(7x)
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Théoréme fondamental du calcul intégral
Si f est continue sur un intervalle I et F est une primitive de f sur I alors pour tous réels a et b de [, fff(t)dt = F(b) — F(a).

46 Exercice : Calculer | = [ssin(1 —5t)cos (2t + 1)dt

Dérivées et primitives usuelles : Soit a et b deux réels tels que a # 0 et u une

]= fog cos(2t) sin3(3t)dt

1 x5+2x-1
——d

lie= fO 3x2—4x+1
fanction dérjvable sur I et n un entier naturel non nul.

T .. L. A déri RN 7
Une primitive F et Dp dérive Fonction f et Dy crive La dérivée f' et D,
bx, R b, R OR
e*, R e*, R e*, R
xln(x) —x, R* In(x),R** 1 RE*
7
1 R x™, R ™1 R
. n+1 ’ .
1 1 1
*1 R* si n pair, R si n impair Vx = xn, R* si n pair, R si n impair lxﬁ_l’ R** si n pair, R* si n impair
n
& 1 1
In |x|,R - -= R
1 X X n-1 R
—nt1 g o o—n-1 p*
X sin+ 1 —=xR nx ,
In|x|,sin=1 ,R* L
ﬁxa“ sia -1 , R x® = edn () R+ ax® 1, R
In (x),sia =-1
h(x), R e*+e* h(x), R
sh(x) ch =7 shx)
ch(x), R sh(x) = eX —Ze-x ch(x), R
—cos (x), R sin (x), R cos (x), R
sin (x), R cos (x), R —sin (x), R
In|cos (x)|, Dran tan (x), Degn = R\{g + kn/k € T} 1+ tan20 = 1 Dyan
cos?(x)
% Arcsin(x) 1
V1—x?
X Arccos(x) =il
1—x2
X Arctan(x) 1
- 11 + x2
Inlx — b|, R\{b} -
—,R\{b ——, R\{b
— R\(b) e )
L inlax + bl R\{~2 [ &b
a R\ a} ax+b’ \ a} (ax + b)*’ \ a}
Z eax+b exp (ax + b) aedx+b
a
1 —
Esin (ax +b) cos (ax + b) asin (ax + b)
—cos (ax +b) sin (ax + b) acos(ax + b)
1
ESh (@ ) ch (ax + b) ash(ax + b)
1
ECh (ax +b) sh (ax + b) ach(ax + b)
X In (ax + b) z
ax+b
X u(ax + b) au'(ax + b)
X sin(u(x)) u’(x)cos (u(x))
X cos (u(x)) —u'(x)sin (u(x))
X tan (u(x)) u'(x)
cos?(u(x))
X ch(u(x)) u'(x)sh (u(x))
X sh(u(x)) u'(x)ch (u(x))
X u(x)™ nu' ()u(x)?
X u(x)™" —nu' (x)u(x) "1
1 1 i
X Yux) = u(x)n ;u’(x)u(x)n i
X lu(x)| u'(x)siu(x) >0
—u'(x) siu(x) <0
X In [u(x)| u'(x)

u(x)




X eu(x) u’(x)e*™
—cos(ulx)) uw' (x)sin(u(x)) X
sin (u(x)) u’'(x)cos (u(x)) X
ch(u(x)) u' (x)sh(u(x)) X
sh(u(x)) u’'(x)ch (u(x)) X
n+ w(ul)" X

- n+1 wey
— u(x)"lsin # 1 u'(x) — - X
I; [uCa)|sin =1 u(x)" HEmE
u(x)%+1 u' () Yu(x) = u’(x)u(x)% X
oy V
In JuC)l O] X
u(x)

o) u'(x)et® X




Fonction Domaine de Domaine de Domaine de Fonction Limites usuelles par Limites usuelles par
définition continuité dérivabilité dérivée taux d’accroissement croissances comparées
Constante R R R 0
In (x) Rt* Rt* Rt* lim In(x) ling x%[In (0)|f =0
x x-1x—1 B
lim 280 = 264 > 0 In 97 _ 0
x-b X x>t x®
X x X i a ,¥X —
€ [R [R [R & ]lme = 1 x1—1>r—noox € O
x>0 X x*
limex_e'J:e" ol _x:0
xob X —h x>+ eV
cos (x) R R R —sin (x) B (x)-1_ 0
x—0 X -
l_mcos (x) — cos (a) = i
25 x—qa S=h@
sin (x) R R R cos (x) sin (x) _
x-0 X -
i SR =S @ o
x—a X—a
tan (x) R\G +kn/k | R\G+kn/k | R\C+kr/k | 1+ talnz(X) lim 223 _ 4
x—0 X
€ Z} € Z} € Z} = . tan(x)-tan (a) _
cos?(x) s i
tan’a
ol a € Dign
n n—1 n_aq"
x™ tqn € N\{0} R R R nx lim —ngn-1
x-a X—a
x~ ™ tqn € N\{0} R* R* R* —nx "1 el
x—a X —a
1 + + +5x 1 _
Vx =x2 R R R — limﬁ JE:L ia
2\/} xsa X—a 2\/3
>0
1 %__1
=—x
2
1 1
==X 2
2
1 o - - : = 5 1 Y=
%x = xntqn € N\ H>{{251npazr,n Efzsznpalr,n 1]>RZ sin pair,n lx(ﬁ_l) lim\/f f:%x%_l
= = = n x—a — £
{01}, n R si nimpair,n | Rsinimpair,n | R* si nimpair,n sia € Df
indépendantdex | >2 >2 >2
xP/9 avec p*E Df Df\{0} Exl’/q—l ; %q — b%’ p P
. lZethN q v e x—b q
indépendants de x si b € Df’
|| R R R* { 1six>0
—1six<0
|x] R R\Z R\Z 0
Arcsin(x) [—1,1] [-1,1] 1-11] 1
V1 — x2 v
Arccos(x) [—1,1] [-1,1] 1-1,1[ -1
V1 — xz v
Arctan(x) R R R 1
1+ x2
v
ch(x) R R R sh(x)
1
=5 (e*+e™)
sh(x) R R R ch(x)
1
=5(e*—e™)
a — paln (x +x +% +x a—1 a_pa 5 a B
X ’—Ie ) R R R ax ““},xx - g po-t lim x“|In (x)| )
ou a rée S In (x)
+% _ . _
indépendant de x oub € R™. =0t lim —2—=0
a
Jim, x® e =0 et i 220
yu_oagxk R R R n_ kagxkt

ol ay, .., a, réels
indépendants de x







