Corrigé du TD fonctions usuelles : exp, In, puissances, ch et sh.
Ex 0 Des calculs de base pour apprendre et penser a simplifier au maximum des expressions exponentielles ou logarithmiques
Simplifier :

a= e—31n(x) h = ln( /exp(x)) q= Sh_l(Z) - Chl_l(z)
In(x?) _
= 12(;) m = ch (—%ln(e 3)) T =log, (4\/7)
c= eln(x2+1)—3 In(x) 3 1
SO A
d= ln(\/?) — ln(\/e_z) 2 3x%2+1
a4 = e = -3 = x% _ sh( x In(3x2 + 1)> 2[ TIn(3x2+1) _ ‘711n(3x2+1)]
In(x?) 2In(x) 1 (
= = = — — InvV3x2+1 _ 2 2 _
nGh  4n() 2 P=3 [e e W ] [ 3 m]
c= eln(xz+1)—3ln(x) — eln(x2+1)+1n(x'3) — eln((x2+1)x‘3) 1B3x2+1—-1
2 =_
c=(x2+1)x—3=w_ P=3 V3x2+1 ] [\/3x2+ ]
X o2 q=sh™(2) - ch|_1(2) =In(2+ \/—) —In(2+ \/§)
d=1In (\/;) —In (\/;) = In(e?) —In(e) =1n <?> =In(e) | (2++5) | [(2 +V5)(2 - @)]
=1In =1In
—1 L [CFE) 1
=In(yexp(x)) = %ln(e") = g q=1In[4- 2v3 +2V5 - \/E]

r = log, (4‘/7) = log,(exps(V2)) = V2.
m = ch (—lln(e‘3)) =ch (ln ((e‘ )_l)) = ch(In(e))

1
m = ch(1) = E + e
- (—51 (71 )) = h(—Ex (—1) x In(3x2 + 1))
p =sh > n eyt s > 3 n(3x
Ex 1 Equations et inéquations
A. Soit y un paramétre réel. Résoudre les (in-)équations suivantes d’inconnue x réelle (on réfléchira préalablement si I'équation peut se

résoudre algébriquement ou non)

1. e *1_.e>0 7. sh(x) = x? 13. 2ch(x) —x2<0
2. ln(x) +1In(3x% — 4) > In(x? — 2) 8. e Pte¥<2 14. xin(2—-x) =1
3. logy(x) +10g,(2) = 5 9. x+e*>2 15. sh3(x) — 14sh(x) + 5 < 5ch?(x)
4 3l + 2 _12)_0 10. e™*+eX=y 16. 3sh(x)—ch(x)—1

‘ : Oglox(xl) xfl 2_ ) 11. x%2 <In(x) +1 17. x* = J_E‘
5. 2%% —3%"72=3""2 —2%%" In(x+1)
c e3x—232x—ef‘+4+2e4 ’ 12. m <2 18. ch°x —sh°x =1

>0

In?x-1

=%
B. Résoudre: (S):{logy(x) +log:(y) = 7 d’inconnue (x,y) ER
xy = 256

1. —6x +1 \/— >0
2. In(x) +In(3x* — 4) > In(x? — 2)

3. Soit (e):logy(x) +log,(2) = E'

In(x) _
O log,(2) =

Par définition, log,(x) = :zgg
Soit x €]0,1[U]1, +oo].
x solution de (e)
In(x) , In(2) _ 5
In2) ' In(x 2
(In(x))*+(n(2))*> _ 5
n@nx) 2
<2 (In(x))? + 2(In(2))>=5In(2) In (x)
<2X2-5In(2)X+2(n(2))2=0
Posons A= 251n(2)? — 161n(2)? = 91n(2)? = (31n(2))?.
5In(2) —3In(2) In(2) fx 5In(2) + 3In(2)
_ _ e _

L= 7} =— 5 = 7y = 21In(2).
Doncg,
x solution de (e)
<ln(x) = 1n(2) ouln(x) = 2In (2).
ox = elniz =eln 2) oux = e2ln(@ = gln 2%
Sx =\2oux =4,
Ainsi, Sol = {\/f, 4-}.
4. Soit (e): 3xlog10(x) +2(x—-1)=0
Posons f(x) = - (lo)xln(x) + 2x — 2.
f est définie, continue et dérivable sur R** et Vx > 0, f'(x) = - (10) [In(x) +1] + 2.

21n(10) -z

Dong, f'(x) > 0 & [In(x) + 1] > — 21n(10) s in(x) > — @— 1lox>e 3 Tox> eln(lo 3) xele x> e%/;lﬁ'



. . . o 1 . . 1
Donc , f est strictement croissante sur [ oo[ et strictement décroissante sur 0 ,3\/—7] Donc f atteint son minimum en s et ee

1
——, +
e3/100’

—10). Comme f est strictement décroissante sur |0, 3\/_] et 11m f(x) =-2<0, f( \/_) < 0 et f ne s’annule pas

. Commef est continue et strictement croissante sur [m, oo[ et f( ) <Oet l_1)111mf(x) = +00 > 0, f s’annule une

minimum vaut f(

1
e3 100]
et une seule fois que [63‘/%, +oo[. Ainsi () a une unique soltion. Or je remarque que f(1) = 0. Donc 1 est I'unique solution de (e).

que |0,

1 1

5. 2% — 3%z = 3% 2l

. e3%X_2p2X_gXth oot >0

In?x—-1

7. Soit (e): sh(x) = x>
vx < 0,sh(x) < 0 < x2. Donc (e) n’a pas de solution strictement négative.
De plus, sh(0) = 0 = 02. Donc 0 est solution évidente.
Posons f(x) = sh(x) — x2. Etudions f sur R*.
f est continue et dérivable sur Ret Vx € R, f'(x) = ch(x) — 2x . f' est continue et dérivable sur Ret f"(x) = sh(x) — 2. Alors,

fn(x)>0<:>sh(x)>2<:>x>ln(2+\/_)
f(ln(2+\/_))——[exp(ln(2+\/—))+exp( ln(2+\/_))] 21n(2+\/—)— [24_\/—_,_

_1[1o+4\/—] 2In(2 +5) = [(5+2ﬂ(‘/— 2)] 2In(2++5) =v5-2In(2+V5) < 0.

1\/§]—21n(2+\/§)

21 245
f'(2) =3[+ 2] -2>0.Donch < 2.
X 0 a In(2 +V5) b 2 +o
(%) _ 0 n Les variations, la continuité et les valeurs de

f’ permettent d’affirmer que f” s’annule
exactement deux fois en a et b tels que :

f'(x) 1 +oo
*9\;<0_,,,/M a<ln(2+\/§)<b<2.0nendéduit

f(x) Yoo aussi le signe de f'.

D’une part, f(In(2 +V5)) = sh(In(2 + V5)) — (In(2 + \/g))z =2—-(In(2+ \/g))z < 0.Donc f(b) < f(In(2 ++/5)) < 0
D’autre part, f(a) > f(0) = 0. Alors f ne s’annule pas sur ]0, a[ ni sur ] 1n(2 + \/g) ,b[ et la continué (TVI) et la stricte monotonie de f sur
la, b [ puis ]b, +oo[ assurent que f s’annule exactement une fois sur | a,ln(Z + \/g) [ en a et une autre unique fois sur |b, +o[en .

Ainsi (e) a donc trois solutions qui sont 0, a et 8. Ces trois solutions vérifient 0 < a < a < ln(Z + \/g) <b<p<2
|
/
/
T ’] La méthode de dichotomie permet de trouver des valeurs approchées de a et de . |l

0 I/’ FAUT sortir la calculatrice !
. Plagons-nous sur [0,1n(2 + +/5)]:

8. e PieX¥<2
9. x+e¥>2
10. e™* 4+ e* = y=2ch(x) =y © ch(x) = X

o x =ln<§+ ’(—) ) ln(y+w/y - ) In(2) oux = —ln<%+ ’(%)2 - 1) =ln(2)—ln(y+,/y2 —4).
Ainsi, Sol = {ln(y +./y? — 4) —1In (2),In(2) — ln(y +./y?% — 4)} .

11. x> <In(x)+1
In(x+1)

12. o =

13.

Ex 2 Autour du calcul de limite

| En se placant au voisinage du point ou I'on étudie la limite

—|x]—1six&Z
—XSIiX€EL

A.1. Montrerque:Vx € R, |—x| = {



Soit h: (x » x — [x]) et g: (x » |2x — 1]). Montrer que f = g o h est paire, périodique.
Soit k € Z. Montrer que f est continue en k. f est-elle continue sur R ?

2
3
4. Tracer Cf.
B x|

. . X
. Calculer 11m o lim I
x-07* x-0" X

Il Par encadrement Calculer 11m —et lim
400 X x—>+00\/_ 33\/—

x

Il En faisant apparaitre le produit d’'une fonction de limite nulle et d’'une fonction bornée

Soit a un réel. Calculer hm X sm( ) quand cette limite existe ( on justifiera qu’elle n’existe pas le cas échéant.

IV Faire apparaitre les limites usuelles Soit a et b des réels.

FI"E" Fl "oo—o0" ] "0 X 00" FI,,E,, FI
0 co "1 u‘n 00 "ou" (-I—OO)O "
Lo X8 13. lim (x+y)%—  16. lim (2¥/x— V27 In*(x) i 1)
L xlir{sz-s“é xXoteo X*(z)'( 24 19. xo+00  1-3sh(x) 23. x1—1>I-Poo(1 + Zx)
) lim (x3-64) cos(mx) +*_y ,OUY € 3x )ln (x* —3x) " VT 24. lim(1 +Sh(x))ln(x)
x4 3\/2_2 R** fixe. 7. lim xe—Vin(x® 20. xirpwln(x) 3x2+sin(x) ) THO InCx)
3. lim =% 14. lim V4x2-—1-— x——00 e 5. xl_I;I(l)(COS(x))
x>+00 Vx—2 xX—+00 18. limIn(x)In (1 +x). [21. lim— 26. lim (1+
4 lim (a-Dx+x%-a (ax +b) x=0 x—01n (x) i R e
" xo-a x3+ad 15. lim In(x) — 22, lim —& -t 3ch(x))e”
5 (x3-1) x—>+00 . x—+00 sh(x)(5+ch?(x))
T x51 In(x) In(In(x)) — Vx
6 li In(1+3x2+cos(x?))-In
. xl_r}%—xz
7 esh(®)—ch (x)
' x50 sin(x)
-1
. e x?
8. }cl—ryr(l)xln(xz)—3x2
9. lim —COS(X)_l en
Toxs0 2
utlllsant&x)1
2
1 (sin(;))
2 z ’
2
sin (ax)
10. x_r)% tan (bx) (b#0)
11. )l(li% a > (a,b >
0)
e3*-1
12 I G

APPLICATIONS : 1) Soit m un entier naturel et a un réel. Justifier que la fonction f: (x = x™) est dérivable en a et f'(a) = ma™ L.

2)  Pour quelles valeurs du réel a, la fonction f:  x (

h()

On suppose ici que a < 1. Le prolongement par continuité de f est-il dérivable en 0 ?
t

3) Soit f(x) = xexp (sz_

1) =xex*-1et @(t) = ¢

et en —oo dont on donnera une équation.

Ex 3 Asymptotes simples

) est -elle prolongeable par continuité en 0 ? R

"~ Calculer la limite de @ en 0. En déduire que Cf admet une méme asymptote en 4o

A. Soit f: (x » In(2e* — x — 1)) . On munit le plan d’un repére orthonormé. On donne In(2) = 0,7et In(In(2)) = —0,4.

1. Montrer que Vx € R, e* > 1 + x. En déduire Df.
Montrer que f induit une bijection notée f} de [— In(2), +oo[ sur un domaine J a déterminer.

~1 est continue sur J et dérivable sur J\{In(In(2)}.

2.

3. Montre que f|

4. Calculer (f|_1)’(0).

5.

6.

7. Tracer Cr et Cfl—l .
B. Soit f :

(x ~ In(1+e*) + %ln (1+e‘x)) .

Que peut-on dire de Cy, -+ au point B(In (In(2)), —1n(2))?

Déterminer I'asymptote de Cf en +o00. Que peut-on en déduire sur Cf|—1?

1. Déterminer 'asymptote de Cf en +oo. Faire de méme en —oo
2. Etudier les variations de f.

3. Tracer Cf.

A. Soit f: (x » In(2e* —x — 1))

1. Etudions g(x) = e* — 1 — x. g est définie, continue et dérivable sur R. Et
Vx €ER,g'(x) = e* — 1. Donc g'(x) > 0 < x > 0. Ainsi, g est strictement décroissante sur R~ et croissante sur R*. Donc, Vx € R, g(x) =
g(0) = 0.Jen conclus que Vx € R,e* > 1 + x.



2.Alors, Vx € R,2e* > e* + 1 + xdonc2e* —1—x = e* > 0.Donc Df = R De plus, f est continue et dérivable sur R ( car son expression
). BtV ER, fl(x) = Py
Pintervalle [—1n(2), +oo[. Comme de plus, f est continue sur l'intervalle [— ln(2) ,+oo[,le TBSCM assure que :

Doncf'(x) >0 2e*—1>0 e* > lo x> ln( ) = —In(2). Donc f est strictement croissante sur

Ex 4 Des études compléetes de fonctions . Etudier g et représenter la courbe de g :

1. g(x) =th(x) = iflig 5. gx) = 3/9(52(x —)2)

1 6. g(x) =In(ch(x)).
Losmse 7. 00 =@ -x-1)
4. f(x) =In(x +V1+x2).

Ex 5 Des sommes et produits Soitn € Netx,aet b des réels fixés indépendants de n
(n+1)b
1) Montrer que Yf_och (a + kb) = %ch (a + n?b)
sh(Z
2
2p*-2p-4 2 ko, K2—1\ @
2) Cleuler pourn 2 3: 5, = Xjoglogso (Ferars) , Tale,b) = Titn(~1*a®), Wy = X3 (3 1 1) V2 et P = TTis (555

3) On pose p, (x) = [T} 0ch( ) Calculerpn(x)sh( ) En déduire 11m Pn(X).

Ex 6 Des inégalités
3
1. Montrer que pour tout réel x , ch?(x) + shx >0 et |sh(x)| > |x + %' .

2. Montrer que pour tout réel x de ]0,1[, x*(1 — x)17* > %

x x+1
3 Montrerque:Vx>0,(1+§) <e< (1+§)
4. Montrer que : Vn € N\{0,1,2}, ¥n > "*A/n + 1. Est-elle vraie pourn = 2?
5. Montrer que : Vx € R™, vy € R™, vt € [0,1], tln(x) + (1 — t)In (y) < In (tx + (1 — t)y).
6. Soit @ € RT*\{1}. Montrer que : [V(x,y) € (R**)2, (x + y)* < x* + y*] < a €]0,1][.
7. Soit a et b deux réels. Montrer que : (O <a<b= b;Ta <In(b) —In (a) < bT_la).

2. Montrer que pour tout réel x de ]0,1[, x*(1 — x)1~* %

Soitx €]0,1] .

(-T2l e I (1 -0) 2 1n( ) e xnG) + (1 -0l —x) > —In(2) < xn(x) + (1 —x) In(1 —x) + In (2) > 0.
Posons f(x) = xln(x) + (1 —=x)In(1—x) +1n(2).

Alors Df =]0,1[ et f est continue et dérivable sur Df et Vx €]0,1[,f'(x) =In(x) + 1 —-In(1-x) —1=1n (%)

1

Alorsf'(x)>0<:>L>1 S x>l-xox>-= x
1-x — 2

car 1-x>0

0 ! 1
2
f@ = ¥

o ——

. S 1 . . 1 . . 1 -
Donc f est strictement décroissante sur ]0,= [ et strictement croissante sur ] =, 1[ et atteint donc son minimum en 5 et ce minimum vaut

f (2) ln( ) +In(2) = 0. Ainsi, f est positive et j'en conclus que : Vx E]O 1L x*(1 — x)1~* >

3. Montrer que : Vx > 0, (1 + 1)x <e< (1 + E)XJr1

xln(1+ )

Par défintion, (1 +%)x =e Donc, Vx > 0, ( —)x existe et (1 +§)X > 0. Alors,

(1+l)x <e @xln(1+l) <lex[inx+1)-Inx]<1
X X
Soit f(x) = x[In(x + 1) — In(x)]f est dérivable sur R**,
1 X(x+1)—(x+1)%+x

7 _ _ X _ _ " L 2 _
EtVx > 0,f'(x) =In(x +1) —In(x) + pove 1=1In (1 + ) etf (x) = 1 x L ek oD x(x+1)2 Dons f’ est

in(1+%
décroissante et lir}} f'(x) = 0.Donc, Yx > 0, f'(x) > 0. Donc f est croissante . De plus, f(x) = x [ln (1 + i)] = M Comme
XxX—+00

x

In(1+2 x
limM =1, lim M = 1. Je déduis des limites et variations de f que Vx > 0, f(x) < 1. Ainsi, Vx > 0, (1 + :—C) <e.

u—-0 u X—+00
4. Montrer que : Vn € N\{0,1,2}, ¥/n > ""A/n + 1. Est-elle vraie pourn = 2 ?
1 1 1 1
Soitn € N\{0,1,2}. ¥n > "Vn+ 1o nn > (n + Dricen” ™ > gnat ) o lln(n) > Lln(n +1).
Soit f(x) = M . f est défnie, continue et dérivable sur [e, +oo[ et Vx € [e, +oo, f'(x) = = ln(x) = h;(x). Donc, Vx > e, f'(x) < 0. Alors

Z
f est stricement décroissante sur [e, +o]. Par conséquent, Vn = 3,f(n) > f(n+ 1).Jen conclus quevn > 3,%n > ""/n + 1.

5. Montrer que : Vx € R**,Vy € R**, vt € [0,1], tln(x) + (1 — t)In (y) < In (tx + (1 — t)y).



Pourt = Oout =1, l'inégalité est une égalité et est verifiée.
Soity € R**et t € ]0,1[. Posons Vx € R™, f(x) = tin(x) + (1 —t)In(y) —In (tx + (1 — t)y).

. - " eyt b (l 1 )
f est continue et dérivable sur R** et Vx > 0, f'(x) y ooy = LG T mraey) Donc,
1

’ 1
f(x)>0=>;>m=>(tx+(1—t)y)>x=>(1—t)(y—x)>0<=>y>x.

x 0 y +oo
') + 0

() /0 \

Ainsi, f est strictement croissante sur ]0, y[ et strictement décroissante sur [y, +o[. Donc f atteint son maximum en y quivaut f(y) = 0.
Ainsi, Vx € R**, f(x) < 0 et par suite, tin(x) + (1 —t)In(y) < In (tx+ (1 — t)y).
Jen conclus que Yy € R*™,Vt € [0,1],Vx € R**, tln(x) + (1 — t)In (y) < In (tx + (1 — t)y).

6.Soit @ € R**\{1}. Montrer que : [V(x,y) € (R**)2, (x + Y)* < x* +y*] < a€]0,1[.

Soity € R**. Posons Vx € R*™, f(x) = (x + y)* — x* — y*.

f est continue et dérivable sur R** et Vx > 0, f'(x) = a(x + y)* 1 —ax®* ! = a[(x + y)* 1 —x*71].

1 cas a €]0,1[. Alorsa — 1 < 0 et Vx > 0, f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur R**. Comme a > 0, )lti_r)r(l) x®* = 0 et par suite

}Ci_r%f(x) = 0. )’en déduis que Vx > 0, f(x) < 0 etainsivVy € R**,vx € R™, (x + y)% < x* + y*.

2¢me cas ¢ €]1,+ o[ Alorsa — 1 > 0et Vx > 0, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur R**. Comme a > 0, )lci_r)r(l) x% = 0 et par suite
}[ig(l)f(x) = 0.Jen déduis que Vx > 0, f(x) > O et ainsi, Vy € R**, vx € R™, (x + y)% > x% + y*.

Jen conclus que [V(x,y) € (R*)?, (x + y)* < x* + y*] © a € ]0,1[.

| S

7. Soit a et b deux réels. Montrer que : (0 <a<b=22<In()-In (a) < l%a)
.Alors x > 1.Et,

b—a b—-a a b b 1
(TSln(b)—ln(a)ST)@l—;Sln(E)S;—l(=>1—zsln(x)Sx—l.

S

Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b . Posons x =

QT

Le cours assure que In(x) < x — 1 et de méme, In (%) < % — 1 donc—1In(x) < i — letainsi,In(x) =1 — %

J’en conclus que b_Ta <In(b) —In(a) < ”?T“,

Ex 7 Des bijections Montrer que les applications suivantes sont bijectives de Df sur un ensemble J a déterminer.
Déterminer une expression de la bijection réciproque lorsque cela est possible. Etudier la dérivabilité de f~'et calculer (f~1)'(b).

L f)= %; bej 2. f(x)= zzg‘g (= th(x));b €]
3. fO) =ch(er); b=t 5. f@)=sh@+Z ; b=

4, f(x)=x+2‘/; ;o b=1

Ex 8 Des suites On définit trois suites P,T et u; Vn > 0 B, = [I5-, (1 + %) T, =Tk (1 + %) etuy = —1letVvn, Ju,  upss = e.
1) Justifier que la suite P est strictement croissante et convergente.

2) Montrer que T est convergente et déterminer sa limite.
3) Donner une expression explicite de u.



des exercices plus complets
N 1n(1+ax))

Une fonction a paramétre Soit a € R** . Etudions g: (x .
In(1-ax)

1
In(1 + ax) existe 1+ax>0 x>=2

1. Domaine de définition de g : g(x)existe & {In(1 —ax) existe {1l —ax >0 1 Sy ©XE ]—%,0[ U ]0,%[. DoncDg =
In(1—ax) #0 l—ax#1 a
1 1
[=20lulo]

2. Variations de g : g est continue et dérivable sur Dg car son expression n' est constituée que de fonctions dérivables sur leur propre
domaine de définition.

x#0

EtV D ’ 1+ax1n(1 ax)- P h —
tVx € Dg,g'(x) = T ax)] osons h(x) =
a
h(x) = ln(l — ax) + ln(l t+ax) =——————[(1—ax)In(1—ax) + (1 + ax) In(1 + ax)]
1+ ax)(1 —ax)
_ a
Donc, h(x) = —(1”)(1_0 N(t).

()
enposant t=ax

t
N(t):(l—t)ln(lit)+(1+t)ln(1+t)

N est dérivablesur] —1,1[ et Vt €] = 1LL1[[N'(t) = —In(1 —t) =1+ In(1+t) + 1 =In(1 +¢t) — In(1 —¢).

Alors, N'(t) > 0= In(1+t) >In(1—1t) = 14+t>1—-t & t>0.DoncN est strictement décroissant sur ] — 1,0] et

et
carlnest strictement
croissante

strictement croissant sur ]0,1].

t Des variations et valeurs de N, j'en déduis que Vt €] — 1,1[, N(t) = 0. )’en déduis que Vx €
"o \ / 1= 53 hG) 2 0et Vx €]~ 21\(0},9'() 2 0.
3. Déterminons la limitede gen 0*feten 0~ : g(x) = ;:E?Zg = ( 1)————= l"(1+ax) ln(_l‘i’;x).
x _l 0 l Or,limax =0 = lim —ax et limM 1.Donc lim—— = = = 1. Donc par
a a x—=0 x—0 t t—01n (1+t) 1
g'(x) * + composition, li_r)r(l)M =1= llir(l)m J’en conclus que 11m g(x) = —1.Et par
9(x) /v_l 0 conséquent xlirgl+g(x) =-1= xlzrgl_g(x). Donc la courbe de g s approche du point
— _1/ A(0,—1) et g est prolongeable par continuité en 0 par la valeur -1.

g(x) six#0
—1six=0

Déterminons comment la courbe de g s’approche de 4 ? Notons §: (x = { ) Etudions la dérivabilité de g en 0.

2
On admet qu’il existe une fonction & définie sur] — 1, +oo[ et telleque : In(1 +t) =t — t— +t2e(t) et lim e(t) =0.

vx € Dg,t(x) = g(x)—g(0) i:ﬁfﬁﬁﬂ _ In(+an)+in(1-ax) _ @x- (ax) @O 1 (ax)?e(ax)+(~ax)-E ax) 2t (—ax)?e(—ax) _ —atas(an)+as(-ax)

x—0 x xIn(1-ax) x[—ax—( ax)? +(—ax)25(—ax)] [—1—gx+axe(—ax)] '

’

}(m}) ax =0= 11m —ax et 11m &(t) = 0,donc, par composition, hm elax) =0 = hm e(—ax). Ven déduis que llm (x) =

J'en conclus que g est derlvable en0et §'(0) = a.)en conclus que Cg approche le pomt A en venant se confondre avec la droite d’équation
y = ax — 1 ( droite tangente a Cg en A).
4. Déterminons la limite de g en% eten _11_1 2 limg(x) = "% "=0et lim g(x) =

X—= —>——
a a

m = —oo. J’en déduis d’une part que Cg a une

) 1 — , .
asymptote verticale en — —et d' autre part que g est prolongeable par continuité en Z par la valeur 0 et la courbe Cg s’approche du point

g(x) six # 1 1

Déterminons comment la courbe de g s’approche de B ? Notons §:| x = ; ¢ | Etudions la dérivabilité de g en e
Osix=-
a

2
On admet qu’il existe une fonction & définie sur] — 1, +oo[ et telleque : In(1 +t) =t — % +t2e(t) et ltirr& e(t) =0.

vx € Dg, 1) = 29700 _ (B _ iy 4 gy — or, lim —aln(1 + ax) = —aln(2) < 0. De pl

X g,7(x) = o= =a- —-=-aln ax et r,;_rg—an ax) = —aln(2) . De plus,
cc

liml—ax=0et llm tin(t) = 07, donc, par composition, llm (1 —ax)In(1 —ax) =0~

x—>—

Ainsi, lll’I(l) 7(x) = +o00. Comme § est continue en 1/a, j’en déduis que C§ a une tangenter verticale en 1/a. Et par suite, la courbe de g
xX—

. . . 1
s’approche de B en venant se confondre avec la droite d’équation x = p



0.4

0:2

y=g(x) avec a=1/2

Déterminer tous les réels a tels que Vx € R, ch(x) < e™".
ch(x) < e’ & In(ch(x)) < ax? & m(i+(m
ln(cx+(x)) < a donc que a soit un majorant de la fonction f: (x - ln(cx;z(x))) Etudions f :

sh(x)

que:Vx € R*,

x2—2xIn(ch(x))

— ¢h)

< a oux = 0. Donc pour que a vérifie : Vx € R,ch(x) < e‘“‘z, il faut et il suffit que a vérifie

sh(x)

x—21n(ch(x))

Df = RR* et f est paire. Etudions f sur R**. f est continue et dérivable sur R** et Vx > 0, f'(x) = £&

x4 x3
f'(x) est du signe de g(x) = %x - ZIn(ch(x)). Alors, g est dérivable sur R** et x 0 + o0
9"(x) -
vx>0,g'(x) = i’;g; chf(x) - chfil((xx)) = ch:(x) B iﬁig et g"(x) = chzl(x) B Z:hSBh(EcJC)) - chzl(x) - 2::3’1(:;) <0 7@ o
D’ou le tableau ci -contre donnant, en particulier, les variations de f : 9() 0\
D’apres les variations et la parité de f, f est majorée dés que la limite de f en 0 existe et est finie. ;((j:)) _

x 2(X £\ 2
. ... In(ch(x)) _ In(ch(x)) ch(x)-1 _ In(ch(x)) 25’12(;) __In(ch(x)) 2sh (5) _ 1In(ch(x)) Sh(;)
Etudions cette limite : 2 -1 2 -1 ® eh(o-1 4(£)z = 2 eht)—1 —G) .
2
c TA c TA
or, limch(x) 21 et lim In@W = 4 , donc par composition, lim InChG) _ 4 £t 1im 220 et lim ™ =
x-0 u-1 u—-1 x—0 ch(x)—-1 x-02 u—-0

1 donc par composition, lim
x-0

sh(5)
G)

=1

s 1 1 . ” 7 ” " g
Ainsi, lm(l) flx) = 5-Donc [E‘ +oo[ est I'ensemble des majorants de f. Je conclus que les réels a recherchés sont tous les réels supérieurs a %.
X

1. Etudier le signede f(x) = (x — Din(x + 1) — xIn(x) sur[1; +ool.
2. Endéduire les variations de @ (x) = In(x + 1)In (1 + i)sur [1; 4+oo].
3. Encalculant ¢ G), en déduire les variations de ¢ sur ]0,1].

2
4. Montrer que pour tous réels strictement positifs, In (1 IF %) In (1 aF %) < (ln(Z)) .

1. festdérivablesur [1,+oo[etVx =1, f'(x) =In(x + 1) +i—: —In(x)—1=In(x+ 1)+ %— In(x) — i—:i =In(x+1)— i— In(x)
— — 2 —
f' est dérivable sur [1, +oo[ et Vx = 1, f'"(x) = ler_l -2 (’(ng - % = X(XH,?(J;Z:CDEXH) - x(§+1)2 > 0.
f' est donc strictement croissante sur [1, +o]. , 1 2 ) ,
X 1 T+ oo Vx=1,f'(x) =In (1 + ;) ey Donc, xl_l)IPOOf (x) = 0.Donc
(%) + d’aprés les variations de f’, j'en déduis que Vx = 1, f'(x) < 0.

f') /_/0-—/' Ainsi, f est strictement décroissante sur [1, +oo].

f(x) Comme f(1) =0,Vx =1, f(x)

o

<0.




2. @ estdérivablesur [1,+o[et Vx = 1,¢'(x) = ﬁln (1 + 1) +In(x+ 1) <—
@'(x) = m

3. VxeRYgp (;) =lIn (i + 1) In <1 + é) =In G + 1) In(1 + x) = @(x) (+%).

Soit t et t’ deux réelstelsque 0 < t < t' < 1.Posons x = %et x' = % Alors 1 < x' < x. Par décroissance de ¢ sur [1, +oo[, ¢(x") > ¢(x) . Donc,

7) = —[In(x + 1) = In()] + Inx + 1) (- (x—+1>)

f(x) < 0.Donc ¢ est strictement décroissante sur [1, 4-oo].

prom +1) [xIn(x + 1) — xIn(x) — In(x + 1)] =

1) (%) > @ (%) Et ainsi, d’aprés (xx), @(t") > @(t).)en déduis que @ est strictement croissante sur ]0,1].
5.  Alors @ admet un minimum en 1 qui vaut ¢ (1) = In(2)2. Donc, Vx > 0, p(x) = In?(2).

Alors V(a,b) € (R™)%, ¢ (%) >1n?(2) i.e. In (1 + %) In (1 + Z) < (1n(2))2.

Soit t € ]0; 1[. Pour tout x €]0,1[, on pose f;(x) = min{n € N*/x™ < t}.

Montrer que pour tout x €]0; 1], lln((t; < fi(x) < lln((t)) + 1. En déduire lim L (1 — x)f(x).

Soitx €E]01[.x"<tehx")<Ih({t)enlhkx)<In(t)=n ln((t)) Dong, f;(x) = min {n eN"/n = :28}

[ln(t) In(t)
’ Hn(x) " In(x)

+ 1[ contient un seul entier non nul (puisque In(t) # 0) . Il en découle que In®) o < f; (%) <3 ln(t)

In(x) +1

2 < (1-0f00 < 1 =0 [F2+ 1] ie. g [~ @] < (1 = £, () < 7 [~ In(O] + (1 - ).

Alors Vx €]0,1[, (1 —x) In(x)

x-1

Comme 11m n(x) =1let 11m In(x) = 0, les deux fonctions qui encadrent(1 — x)f; (x) ont la méme limite [—In(t)] quand x — 1~ et par

suite, )CILIrll_(l - x)ft(x) = —ln(t).

nx™ six € [0,—]
n+1

Soit une suite d’applications de [0,1] vers R définie par : VneN, f,(x) =
(fn)neN [ ] fn( ) nn+1(1_x)n S5 E]%,l]

Etudier la continuité de chaque f;, .
Déterminer, pour x fixé, la limite de la suite (£, (%)) nen -
Puis déterminer la limite de (f"(n+1)) neN -

Jn €t hy sont polynomlales donc continues sur R. ]’en déduis que f;, est continue au moins sur [0 [ et sur] 1].

il &0 O P

fn est-elle continue en m ? Autrement dit Cg, et Ch, se raccordent-elles au point d’abscisse m ?

i R0 =t o @ =n () = ()

x_)(n+1) ""(m) n
n \" 1 n \" n
; — n+l (1 _ — pn+l —pl —
x—)?ml fn(X) x_,li +hn (X) =n (1 n+ 1) n (Tl + 1) n (n + 1) fn (n + 1)
n+ n+

J’en déduis que f;, est continue en HL

2. [ENCHEFRH[UNIN Comme llm ﬁ = 17, pour n assez grand > x et par conséquent x € [0 1] et fp(x) = nx™
Or nx™ = ne™n(®) = ﬁ =— 0ry=—In(x) >0et llm L = 0. Donc, par composmon hm —=_ =0. Etainsi,
e(=n@x)n oo eYt e( In(x))n

lim f,(x) =0.
ENUEPEE N Alors f,(1) = n™*10™ = 0 dés que n = 1. Donc, nliwan(l) =0.
CCL:Vx € [0; 1],nlir_'r_1mfn(x) =0.

n n — 1
3. vneN,f, (ﬁ) = H(L)n = nenln(ﬁ) = ne_"l"(%) =ne @ .Or, lim ~=0et l ln(l:t) = 1. Donc lim ) _

1
n+1 n-+oon n—-+oo =
n

ln(1+%)
. . I _ 1
1.Par conséquent, lim e 7 =e~!=-.)"enconclusque: 11m fn( ) = + oo,
n-+oo e n+1










