
Sup PCSI 2024-2025                Mathématiques  

TD 5 Fonctions usuelles 1 
Ex 0  

A. Des calculs de base pour apprendre et penser à simplifier au maximum des expressions exponentielles ou logarithmiques 
 Simplifier :  

 𝑎 = 𝑒−3 ln(𝑥)    

 𝑏 =
ln(𝑥2)

ln(𝑥4)
   

 𝑐 = 𝑒ln(𝑥2+1)−3 ln(𝑥)  

 𝑑 =  ln(√𝑒4) − ln(√𝑒2)   

 ℎ = ln(√exp(𝑥)) 

 𝑚 = ch (−
1

3
ln(𝑒−3)) 

 𝑝 = 𝑠ℎ (−
3

2
ln (

1

√3𝑥2 + 1
3

)) 

𝑞 = 𝑠ℎ−1(2) − 𝑐ℎ|
−1(2) 

𝑟 = 𝑙𝑜𝑔4 (4√2) 

B. Tracer les courbes des fonctions suivantes :  
𝒇: (𝒙 ↦ 𝒍𝒏(𝒙)) 𝐷𝑓 =  ………………………… 𝑒𝑡  𝐷𝑓′ =…………………….………   

∀𝑥 ∈…………….…., 𝑓′(𝑥) =……………... 

𝒇: (𝒙 ↦ 𝒙𝝅 =…………..….)  𝐷𝑓 =  ………………………… 𝑒𝑡  

𝐷𝑓′ =…………………….………   

∀𝑥 ∈…………….…., 𝑓′(𝑥) =…………….... 

 

𝒇: (𝒙 ↦ 𝒄𝒉(𝒙) =…………)𝐷𝑓 =  ………………………… 𝑒𝑡  

𝐷𝑓′ =…………………….………   et ∀𝑥 ∈…………….…., 𝑓′(𝑥) =……………... 

𝒇: (𝒙 ↦ 𝒆−𝒙 =…….)𝐷𝑓 =  ………………………… 𝑒𝑡  𝐷𝑓′ =…………………….………   

∀𝑥 ∈…………….…., 𝑓′(𝑥) =……………... 

 

𝒇: (𝒙 ↦ 𝝅𝒙 =….………………….)𝐷𝑓 =  ………………………… 𝑒𝑡  

𝐷𝑓′ =…………………….………  et ∀𝑥 ∈…………….…., 𝑓′(𝑥) =…………….... 

𝒇: (𝒙 ↦= 𝒔𝒉(𝒙 =……… ………..)𝐷𝑓 =  ………………………… 𝑒𝑡  

𝐷𝑓′ =…………………….………  et ∀𝑥 ∈…………….…., 𝑓′(𝑥) =…………….... 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒇: (𝒙 ↦ 𝒙−√𝟐 =….………………….) 𝒆𝒕 𝐷𝑓 =  ………………………… 𝑒𝑡  

𝐷𝑓′ =…………………….………  et ∀𝑥 ∈…………….…., 𝑓′(𝑥) =…………….... 
𝒇: (𝒙 ↦ 𝒙

𝟏

𝝅  =…………………….) 𝒆𝒕 𝐷𝑓 =  ………………… 𝑒𝑡  

𝐷𝑓′ =…………………….………  et ∀𝑥 ∈…………….…., 𝑓′(𝑥) =…………….... 

𝒇: (𝒙 ↦ 𝒙𝟓 =….………………….) 𝒆𝒕 𝐷𝑓 =  ………………………… 𝑒𝑡  

𝐷𝑓′ =…………………….………  et ∀𝑥 ∈…………….…., 𝑓′(𝑥) =…………….... 
𝒇: (𝒙 ↦ 𝒙

𝟏

𝟓 =….………………….) 𝒆𝒕 𝐷𝑓 =  ………………………… 𝑒𝑡  

𝐷𝑓′ =…………………….………  et ∀𝑥 ∈…………….…., 𝑓′(𝑥) =…………….... 



Ex 1 Equations et inéquations  
A. Soit 𝑦 un paramètre réel. Résoudre les (in-)équations suivantes d’inconnue 𝑥 réelle (on réfléchira préalablement si l’équation peut se 

résoudre algébriquement ou  non) 

1. 𝑒−6𝑥²+1 − √𝑒 > 0 
2. ln(𝑥) + ln(3𝑥² − 4) > ln(𝑥2 − 2) 

3. 𝑙𝑜𝑔2(𝑥) + 𝑙𝑜𝑔𝑥(2) =
5

2
 

4. 3𝑥𝑙𝑜𝑔10(𝑥) + 2(𝑥 − 1) = 0 

5. 22𝑥 − 3𝑥−
1

2 = 3𝑥+
1

2 − 22𝑥−1 

6. 
𝑒3𝑥−2𝑒2𝑥−𝑒𝑥+4+2𝑒4

𝑙𝑛2𝑥−1
> 0 

7. 𝑠ℎ(𝑥) = 𝑥² 
8. 𝑒−2𝑥 + 𝑒𝑥 ≤ 2 
9. 𝑥 + 𝑒𝑥 > 2 
10. 𝑒−𝑥 + 𝑒𝑥 = 𝑦 
11. 𝑥2 < ln(𝑥) + 1 

12. 
ln(𝑥+1)

ln(𝑥−2)
 ≤ 2 

 

13. 2𝑐ℎ(𝑥) − 𝑥2 ≤ 0 
14. 𝑥𝑙𝑛(2 − 𝑥) = 1 
15. 𝑠ℎ3(𝑥) − 14𝑠ℎ(𝑥) + 5 < 5𝑐ℎ²(𝑥) 
16. 3𝑠ℎ(𝑥) − 𝑐ℎ(𝑥) = 1 

17. 𝑥𝑥 =
1

√2
.  

18. 𝑐ℎ5𝑥 − 𝑠ℎ5𝑥 = 1

B. Résoudre∶ (𝑆): {
𝑙𝑜𝑔𝑦(𝑥) + 𝑙𝑜𝑔𝑥(𝑦) =

50

7

𝑥𝑦 = 256
  d’inconnue (𝑥, 𝑦) ∈ℝ². 

 
Ex 2 Autour du calcul de limite  

I En se plaçant au voisinage du point où l’on étudie la limite 

A. Soit ℎ: (𝑥 ↦ 𝑥 − ⌊𝑥⌋) 𝑒𝑡 𝑔: (𝑥 ↦ |2𝑥 − 1|). Montrer que 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ est continue sur ℝ .  

B.  Montrer que  𝜑: (𝑥 ↦ ⌊1 − 2𝑥⌋) n’est pas continue sur ℝ.  

 

II Par encadrement   Calculer lim
𝑥→+∞

⌊2𝑥⌋

1−3𝑥+√𝑥
 et lim

𝑥→+∞

𝑒𝑥²

√𝑥−3 √𝑥3 .  

 

III En faisant apparaitre le produit d’une fonction de limite nulle et d’une fonction bornée  

Soit 𝑎 un réel. Calculer lim
𝑥→0

𝑥𝑎 sin (
1

𝑥
) quand cette limite existe (On justifiera qu’elle n’existe pas le cas échéant). 

 

IV Faire apparaitre les limites usuelles   Soit 𝑎 et 𝑏 des réels .  

𝐹𝐼  " 
0

0
 " 𝐹𝐼  " ∞ − ∞ " 𝐹𝐼  " 0 × ∞ " 𝐹𝐼  " 

∞

∞
 " 𝐹𝐼   

"1∞ ", " 00 " 𝑜𝑢 " (+∞)0 " 

1. lim
𝑥→4

√2𝑥
3

−2

𝑥−4
  

2. lim
𝑥→4

(𝑥3−64) cos(𝜋𝑥)

√𝑥−2
  

3. lim
𝑥→−𝑎

(𝑎−1)𝑥+𝑥2−𝑎

𝑥3+𝑎3
   

4. lim
𝑥→1

(𝑥3−1)

𝑙𝑛(𝑥)
  

5. lim
𝑥→0

ln(1+3𝑥2+cos(𝑥²))−ln (2)

𝑥2
  

6. lim
𝑥→0

𝑒𝑠ℎ(𝑥)−ch (𝑥)

sin(𝑥)
  

7. lim
𝑥→0

𝑒
− 

1
𝑥2

𝑥𝑙𝑛(𝑥²)−3𝑥2
  

8. lim
𝑥→0

sin (𝑎𝑥)

tan (𝑏𝑥)
  (𝑏 ≠ 0)  

9. lim
𝑥→0

x𝑎−𝑎𝑎

x𝑏−𝑎𝑏
  (𝑎, 𝑏 > 0)  

10. lim
𝑥→0

𝑒3𝑥−1

sh(𝑥)(5+ch2(x))
 

11. lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 𝑦)𝑎 − 𝑥𝑎 − 𝑦𝑎 

où 𝑦 ∈ ℝ+∗𝑓𝑖𝑥é. 
12. lim

𝑥→+∞
√4𝑥2 − 1 − (𝑎𝑥 + 𝑏) 

13. lim
𝑥→+∞

ln(𝑥) − ln(ln(𝑥)) − √𝑥3  

14. lim
𝑥→0−

(2 √𝑥3 − 3𝑥²)ln²(𝑥4 − 3𝑥)  

15. lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒−√ln(𝑥2) 

16. lim
𝑥→0

ln(𝑥) ln (1 + 𝑥). 

 
 

17. lim
𝑥→+∞

√𝑥−2𝑥𝜋−ln²(𝑥)

1−3𝑠ℎ(𝑥)
 

18. lim
𝑥→+∞

𝑒√𝑥

ln(𝑥)−3𝑥²+sin(𝑥)
 

19. lim
𝑥→0

𝑒
1
𝑥²

ln (𝑥)
 

20. lim
𝑥→+∞

𝑒3𝑥−1

sh(𝑥)(5+ch2(x))
 

21. lim
𝑥→+∞

𝑥3−64

√𝑥−2
  

 
 

1. lim
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑏𝑥
)

𝑎𝑥
𝑏 ≠ 0 

2. lim
𝑥→0

(1 + sh(𝑥))ln(𝑥) 

3. lim
𝑥→0

(cos(𝑥))ln(𝑥) 

4. lim
𝑥→−∞

(1 + 3𝑐ℎ(𝑥))𝑒𝑥
 

5. lim
𝑥→0

𝑠ℎ(𝑥)sin (x) 

6. lim
𝑥→+∞

𝑠ℎ(𝑥)
1

√𝑥3  

 

 
 

 
APPLICATIONS :  
1)     Soit 𝑚 un entier naturel non nul et 𝑎 un réel. Justifier que la fonction 𝑓: (𝑥 ↦ 𝑥𝑚) est dérivable en 𝑎 et 𝑓′(𝑎) = 𝑚𝑎𝑚−1.  Puis montrer 

que la fonction 𝑔: (𝑥 ↦ 𝑥
1

𝑚) est dérivable en tout point 𝑎 non nul de 𝐷𝑔 et 𝑔′(𝑎) =
1

𝑚
𝑎

1

𝑚
−1.   

2) Pour quelles valeurs du réel 𝛼, la fonction 𝑓: (𝑥 ↦
sh (𝑥)

𝑥𝛼
) est -elle prolongeable par continuité en 0 ?  

On suppose maintenant que 𝛼 < 1. Le prolongement par continuité de 𝑓 est-il dérivable en 0 ?  

2) Soit 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥𝑝 (
𝑥

𝑥2−1
) = 𝑥𝑒

𝑥

𝑥2−1 𝑒𝑡  𝜑(𝑡) =
𝑒

𝑡
1−𝑡²−1

𝑡
. Calculer la limite de 𝜑 en 0. En déduire que 𝐶𝑓 admet une même asymptote en +∞ 

et en −∞ dont on donnera une équation.  

 

Ex 3 Asymptotes simples 

 A. Soit 𝑓: (𝑥 ↦ ln(2𝑒𝑥 − 𝑥 − 1)) . On munit le plan d’un repère orthonormé. On donne ln(2) ≈ 0,7et ln(ln(2)) ≈ −0,4. 

1. Montrer que ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑒𝑥 ≥ 1 + 𝑥. En déduire 𝐷𝑓.  

2. Montrer que 𝑓 induit une bijection notée 𝑓| de [− ln(2) , +∞[ sur un domaine 𝐽 à déterminer.  

3. Montre que 𝑓|
−1 est continue sur 𝐽 𝑒𝑡  dérivable sur 𝐽\{ln(ln(2)}.  Calculer (𝑓|

−1)
′
(0).  

4. Que peut-on dire de 𝐶𝑓|
−1  au point 𝐵(ln (ln(2)), − ln(2))? 

5. Déterminer l’asymptote de 𝐶𝑓 en +∞. Que peut-on en déduire sur 𝐶𝑓|
−1?  Tracer 𝐶𝑓  𝑒𝑡 𝐶𝑓|

−1 .  

B. Soit 𝑓 : (𝑥 ↦ ln(1 + 𝑒𝑥) +
1

2
ln (1+𝑒−𝑥)) .  

1. Déterminer l’asymptote de 𝐶𝑓 en +∞. Faire de même en −∞.  

2. Etudier les variations de 𝑓. Tracer 𝐶𝑓.  

C. Soit 𝑓 : (𝑥 ↦ √3𝑥2 − 4𝑥 + 5) . Déterminer l’asymptote de 𝐶𝑓 en +∞. Faire de même en −∞.  

D. Soit 𝑓 : (𝑥 ↦
4𝑥−5𝑥²

1−2𝑥
). Déterminer l’asymptote de 𝐶𝑓 en +∞. Faire de même en−∞. 



Ex 4 Des études complètes de fonctions . Etudier 𝑔 et représenter la courbe de 𝑔 : 

1. 𝑔(𝑥) = 𝑡ℎ(𝑥) =
𝑠ℎ(𝑥)

𝑐ℎ(𝑥)
  

2. 𝑔(𝑥) = 𝑒
1

𝑥√𝑥2 + 𝑥  
3. 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑥  

4. 𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + √1 + 𝑥2) ( déjà faite à retravailler)   

5. 𝑔(𝑥) = √𝑥²(𝑥 − 2)
3

 

6. 𝑔(𝑥) = ln(𝑐ℎ(𝑥)). 

7. 𝑔(𝑥) = ln(2𝑥 − 𝑥 − 1)
Ex 5 Des sommes et produits Soit 𝑛 ∈ ℕ et 𝑥, 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 des réels 𝑓𝑖𝑥é𝑠 𝑖𝑛𝑑é𝑝𝑒𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡𝑠 𝑑𝑒 𝑛  

1) Montrer que ∑ ch (𝑎 + 𝑘𝑏)𝑛
𝑘=0 =

𝑠ℎ(
(𝑛+1)𝑏

2
)

𝑠ℎ(
𝑏

2
)

𝑐ℎ (𝑎 +
𝑛𝑏

2
).  

2) Calculer pour 𝑛 ≥ 3:  𝑆𝑛 = ∑ 𝑙𝑜𝑔10 (
2𝑝2−2𝑝−4

3𝑝2+3𝑝−6
)𝑛

𝑝=3  ,  𝑇𝑛(𝑎, 𝑏) = ∑ (−1)𝑘𝑎(𝑏𝑘)𝑛2

𝑘=𝑛   ,  𝑊𝑛 = ∑ (
𝑛 − 1
𝑘 + 1

) 5𝑛−
𝑘

𝑎
𝑛−3
𝑘=0 √2

𝑛
  𝑒𝑡 𝑃𝑛(𝑎) = ∏ (

𝑘2−1

𝑘2−4
)

𝑎
𝑛
𝑘=3 .

3) On pose 𝑝𝑛(𝑥) = ∏ 𝑐ℎ (
𝑥

2𝑘
)𝑛

𝑘=0 . Calculer 𝑝𝑛(𝑥)𝑠ℎ (
𝑥

2𝑛
). En déduire lim

𝑛→+∞
𝑝𝑛(𝑥).

Ex 6 Des inégalités à prouver    

1. Montrer que pour tout réel 𝑥 , 𝑐ℎ2(𝑥) + 𝑠ℎ𝑥 > 0    et   |𝑠ℎ(𝑥)| ≥ |𝑥 +
𝑥3

6
|  . 

2. Montrer que pour tout réel 𝑥 de ]0,1[ , 𝑥𝑥(1 − 𝑥)1−𝑥 ≥
1

2
.       

3. Montrer que : ∀𝑥 > 0, (1 +
1

𝑥
)

𝑥
< 𝑒 <  (1 +

1

𝑥
)

𝑥+1
   . 

4. Montrer que : ∀𝑛 ∈ ℕ\{0,1,2}, √𝑛𝑛 > √𝑛 + 1
𝑛+1

.  Est-elle vraie pour 𝑛 = 2 ?  
5. Montrer que ∶  ∀𝑥 ∈ ℝ+∗, ∀𝑦 ∈ ℝ+∗, ∀𝑡 ∈ [0,1], 𝑡𝑙𝑛(𝑥) + (1 − 𝑡)ln (𝑦) ≤ ln (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦). 
6. Soit 𝛼 ∈ ℝ+∗\{1}. Montrer que :  [∀(𝑥, 𝑦) ∈ (ℝ+∗)2, (𝑥 + 𝑦)𝛼 < 𝑥𝛼 + 𝑦𝛼]  ⟺ 𝛼 ∈ ]0,1[.  

7.  Soit 𝑎 et 𝑏 deux réels. Montrer que : (0 < 𝑎 < 𝑏 ⟹
𝑏−𝑎

𝑏
≤ ln(𝑏) − ln (𝑎) ≤

𝑏−𝑎

𝑎
).  

 
Ex 7 Des bijections Montrer que les applications suivantes sont bijectives de 𝐷𝑓 sur un ensemble 𝐽 à déterminer.  
Déterminer une expression de la bijection réciproque lorsque cela est possible. Etudier la dérivabilité de 𝑓−1et calculer (𝑓−1)′(𝑏).  

1. 𝑓(𝑥) =
4𝑥

4𝑥+2
 ; 𝑏 ∈ 𝐽 2. 𝑓(𝑥) =

𝑠ℎ(𝑥)

𝑐ℎ(𝑥)
(≡ 𝑡ℎ(𝑥)) ; 𝑏 ∈ 𝐽

3. 𝑓(𝑥) = 𝑐ℎ(𝑒𝑥√5
)  ;   𝑏 =

𝑒2+𝑒−2

2
 

4. 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2√𝑥    ;    𝑏 = 1 

5. 𝑓(𝑥) = 𝑠ℎ(𝑥) +
𝑥2

2
    ;    𝑏 =

𝑒2+𝑒−1

2𝑒
. 

 
Ex 8 Des suites  On définit trois suites 𝑃, 𝑇 𝑒𝑡 𝑢 ;  ∀𝑛 > 0  𝑃𝑛 =

∏ (1 +
1

𝑘2
)𝑛

𝑘=1    𝑇𝑛 = ∏ (1 +
𝑘

𝑛2
)𝑛

𝑘=1  et 𝑢0 = −1 𝑒𝑡 ∀𝑛, √𝑢𝑛
5

√𝑢𝑛+1
3 = 𝑒.   

1) Justifier que la suite 𝑃 est strictement croissante et convergente.  
2) Montrer que 𝑇 est convergente et déterminer sa limite.  
3) Donner une expression explicite de 𝑢. 

 

Ex 9 Une fonction à paramètre Soit 𝑎 ∈ ℝ+∗ . Etudier 𝑔: (𝑥 ↦
ln(1+𝑎𝑥)

ln(1−𝑎𝑥)
). 

 

Ex 10 Une inégalité à paramètre Déterminer tous les réels 𝑎 tels que ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑐ℎ(𝑥) ≤ 𝑒𝑎𝑥2
.  

 

Ex 11 Etudes de fonctions imbriquées 

1. Etudier le signe de 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑙𝑛(𝑥 + 1) − 𝑥𝑙𝑛(𝑥)  sur [1; +∞[. 

2. En déduire les variations de 𝜑(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥 + 1)𝑙𝑛 (1 +
1

𝑥
)sur [1; +∞[. 

3. En calculant 𝜑 (
1

𝑥
), en déduire les variations de 𝜑 sur  ]0,1].  

4. Montrer que pour tous réels strictement positifs, 𝑙𝑛 (1 +
𝑎

𝑏
) 𝑙𝑛 (1 +

𝑏

𝑎
) ≤ (𝑙𝑛(2))

2
.  

 
Ex 12 Limite par encadrement  
Soit 𝑡 ∈ ]0; 1[. Pour tout 𝑥 ∈]0; 1[, on pose 𝑓𝑡(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛{𝑛 ∈ ℕ∗/𝑥𝑛 ≤ 𝑡}. 

Montrer que pour tout 𝑥 ∈]0 ; 1[,
ln(𝑡)

ln(𝑥)
≤ 𝑓𝑡(𝑥) <

ln(𝑡)

ln(𝑥)
+ 1. En déduire lim

𝑥→1−
(1 − 𝑥)𝑓𝑡(𝑥). 

 
Ex 13 une suite de fonctions 

 Soit (𝑓𝑛)𝑛ℕ une suite d’applications de [0,1] vers ℝ définie par : ∀𝑛ℕ, 𝑓𝑛(𝑥) = {
𝑛𝑥𝑛  𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0,

𝑛

𝑛+1
]

𝑛𝑛+1(1 − 𝑥)𝑛  𝑠𝑖 𝑥 ∈]
𝑛

𝑛+1
, 1] 

 

1. Etudier la continuité de chaque 𝑓𝑛 . 
2. Déterminer, pour 𝑥 fixé, la limite de la suite (𝑓𝑛(𝑥)) 𝑛ℕ . 

3. Puis déterminer la limite de (𝑓𝑛(
𝑛

𝑛+1
)) 𝑛ℕ . 

 


