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TD 5 Fonctions usuelles 1

ExO

A. Des calculs de base pour apprendre et penser a simplifier au maximum des expressions exponentielles ou logarithmiques
Simplifier :

a= e—3 In(x)

. h = In(yexp(x)) q=sh"1(2)-ch'(2)
1
=i m = ch (~2ine™) r = log, (+%)
¢ = eln(x*+1)-31n(x) 3 1
B Wik
d = In(Ve?) — In(Ve?) 2 \Y3x2+ 1.

B. Tracer les courbes des fonctions suivantes :

s filx>x S e et

Df' =

VX €, [ (X) =i
f:(x & ch(x) = IDf = et fr(xp e =..)Df = s et Df =i
Df =t et VX Eovvrveerererne () = VX € () =




Ex 1 Equations et inéquations
A. Soit y un paramétre réel. Résoudre les (in-)équations suivantes d’inconnue x réelle (on réfléchira préalablement si I'éguation peut se
résoudre algébriquement ou non)

1. e+l _\e>0 7. sh(x) =x? 13. 2ch(x)—x%2<0
2. ln(x) +In(3x* — 4) > In(x? — 2) 8. e 4e¥<2 14. xin(2-x) =1
3. log,(x) +log,(2) = E 9. x+e*>2 15. sh3(x) — 14sh(x) + 5 < 5ch?(x)
4 3l ) D=0 10. e *4+e*=y 16. 3sh(x) —ch(x)=1

. 3xlogio(x) +2(x — )= 11, x2 <In(x) +1 17. x =~
5. 22X 332 = 3x+2 —22x-1 12 In(x+1) 2 s vz s
6 e3X_0p2X_oXth oot >0 . In(x=2) — 18. ch’>x —sh>x=1

: In2x—1

B. Résoudre: (S):{logy(x) +10g:(y) = 7 d inconnue (x,y) ER2
xy =256

Ex 2 Autour du calcul de limite

| En se placant au voisinage du point ou I’on étudie la limite

A.Soit h: (x » x — |x]) et g: (x » |2x — 1]). Montrer que f = g o h est continue sur R .
B. Montrer que ¢: (x = |1 — 2x]) n’est pas continue sur R.

2X
Il Par encadrement Calculer 11m e
—+00 1-3x+V/x

lim —*-
t lim ——=
x>+00 Vx—3¥x

11l En faisant apparaitre le produit d’'une fonction de limite nulle et d’'une fonction bornée

Soit a un réel. Calculer 11m X sm( ) quand cette limite existe (On justifiera qu’elle n’existe pas le cas échéant).

IV Faire apparaitre les limites usuelles Soit a et b des réels .

Flngn FI "oo— 0" FI "0Xxoo" Flnfn FI
0 o nloo n' " 00 " ou n (+OO)0 "
3 . . 3= _ 2.2\|n2 vk _ — 12 ax
1 lim 2 1 lim (eby)—xt -yt M @E-SOINGE-30 g, gy e 1 dim (1+2) b#0
x4 X— N e . N 2 xX—+00 xX—>+00
2 lim (x3-64) cos(mx) O‘U y\/iflxe' =2 xl—1>r_noo xeVintd 18 li eVx 2. lim(1+ Sh(x))ln(x)
T x4 Vx—2 2. Jim Vix®—1-(ax +b) 16. limIn(x)In (1 + x). ’ xir-zlm ln(x) 3x?+sin(x) x>0 In(x)
3 li (a-1)x+x%-a 13. liT In(x) — In(In(x)) — ¥x x=0 P 3. Lll’ré(COS(x))
: M iad e e -
. iH ST 19. lim = 4. lim (1+3ch(x)”
. m-—-: — .
21 In() 20, lim — L __ 5. limsh(x)*®
5 lim In(1+3x2+cos(x?))—In (2) x>+ sh(x6)25+ch ) x-0 .
T x- 2 21 lim == i =
6 0 ) _en (o Xt V-2 6. Jlim sh(x)¥
A
1
. e x2
7. }(]LI?’ xIn(x?)-3x2
sin (ax)
8. 28 an (b ) (b#0)
9. 11m o ab (a,b>0)
e3%-1
10. }(ao sh(x)(5+ch2(x))
APPLICATIONS :
1) Soit m un entier naturel non nul et a un réel. Justifier que la fonction f: (x — x™) est dérivable en a et f'(a) = ma™ . Puis montrer
. L - . 1 A
que la fonction g: (x — xm) est dérivable en tout point a non nulde Dg et g'(a) = —am L
sh (x)

2)  Pour quelles valeurs du réel a, la fonction f: (x - ) est -elle prolongeable par continuité en 0 ?

On suppose maintenant que @ < 1. Le prolongement par contmunte de f est-il dérivable en 0 ?
t

7771 Caleuler la limite de @ en 0. En déduire que Cf admet une méme asymptote en 4o

2) Soit f(x) = xexp (x2x-1) =xex*-1et @(t) =
et en —oo dont on donnera une équation.

Ex 3 Asymptotes simples
A. Soit f: (x » In(2e* — x — 1)) . On munit le plan d’un repére orthonormé. On donne In(2) =
1. Montrer que Vx € R,e* = 1 + x. En déduire Df.
Montrer que f induit une bijection notée f| de [—In(2), +oo[ sur un domaine J a déterminer.

2

3. Montre que f|_1 est continue sur J et dérivable sur J\{In(In(2)}. Calculer (f|_1)’(0).
4. Que peut-on dire de Cfl—l au point B(In (In(2)), —In(2))?
5

Déterminer 'asymptote de Cf en +oco. Que peut-on en déduire sur Cf‘—1? Tracer Cr et Cf‘—l .

0,7et In(In(2)) =~ —0,4.

B. Soit f : (x - In(1 + e¥) + iln (1+e"‘)) .
1. Déterminer I'asymptote de Cf en +oo. Faire de méme en —oo
2. Etudier les variations de f. Tracer Cf.
C. Soitf: (x = \/W) . Déterminer I"asymptote de Cf en +oo. Faire de méme en —co

_Ea2
D. Soitf: (x = %) Déterminer I'asymptote de Cf en +oo. Faire de méme en—oo.



Ex 4 Des études complétes de fonctions . Etudier g et représenter la courbe de g :

1. gx) =th(kx) = Sh) 4. f(x) =In(x + V1 + x2) ( déja faite a retravailler)
s ch(x) 5 ( ) Iy >
2. gx)=eVxZ+x - g0 =Yxi(x—2)
3. gx)=x* 6. g(x)=In(ch(x)).
7. gx)=InR*-x-1)
Ex 5 Des sommes et produits Soit n € N et x, a et b des réels fixés indépendants de n

(@b
1) Montrer que Y.x_och (a + kb) = il ( ) ) (a + )

2p?-2p—4
3p24+3p—6

), Ta@b) = Sin(~1%a® , w, = 2223 (77 1) 5™e V2 et Po(a) =

2) Calculer pourn = 3: S, = ¥7_3logso ( k+1

3) On pose p,, (x) = [1r= Och( ) CaIcuIerpn(x)sh( ) En déduire 11m Pn(X).

Ex 6 Des inégalités a prouver
3
1. Montrer que pour tout réel x , ch®(x) + shx >0 et |sh(x)| = |x + %| .

2. Montrer que pour tout réel x de ]0,1[, x*(1 — x)1™* > %

Montrer que : Vx > 0, (1 +1)x <e< (1 + l)xﬂ .
X X
Montrer que : Vn € N\{0,1,2}, ¥/n > ""/n + 1. Est-elle vraie pourn = 2 ?
Montrer que : Vx € R**, vy € R**, vt € [0,1], tln(x) + (1 — t)In (y) < In (tx + (1 — t)y).
Soit @ € R**\{1}. Montrer que : [V(x,y) € (R*™)?, (x + y)* < x* + y*] & a €]0,1[.
Soit a et b deux réels. Montrer que : (0 <a<b= bb%a <In(b) —In(a) < bT_la)

Nouks w

Ex 7 Des bijections Montrer que les applications suivantes sont bijectives de Df sur un ensemble J a déterminer.

Déterminer une expression de la bijection réciproque lorsque cela est possible. Etudier la dérivabilité de f et calculer (f~1)'(b).

beJ 2. f0) =52 (=th());be]

5. fO)=shx)+% ; b=

1 f(x)_m

3. f(x)=ch(e* );b
4, f(x)=x+2‘/z ; b=1

_e%te?

e?+e—1
5 .

2e

Ex 8 Des suites On définit trois suites P,T et u; Yn>0 B, =
[ (1 +%) T =11k=1 (1 +%) etug = —letVn, Ju,ifups =e.
1) Justifier que la suite P est strictement croissante et convergente.

2) Montrer que T est convergente et déterminer sa limite.
3) Donner une expression explicite de u.

ln(1+ax))

Ex 9 Une fonction a paramétre Soit a € R** . Etudier g: (x .
In(1-ax)

Ex 10 Une inégalité a paramétre Déterminer tous les réels a tels que Vx € R, ch(x) < e®x’,

Ex 11 Etudes de fonctions imbriquées
1. Etudier le signede f(x) = (x — DIn(x + 1) — xIn(x) sur[1; +oo].

2. Endéduire les variations de ¢ (x) = In(x + 1)In (1 + %)sur [1; 4+oo].
3. Encalculant ¢ ()1—6), en déduire les variations de ¢ sur ]0,1].
4

Montrer que pour tous réels strictement positifs, In (1 + %) In (1 + S) < (ln(Z))z.

Ex 12 Limite par encadrement
Soit t € ]0; 1[. Pour tout x €]0; 1[, on pose f;(x) = min{n € N*/x"™ < t}.

11:((% < fi (%) <3 ln(t) + 1. En déduire hm 1 (1 — x)fi (x).

Montrer que pour tout x €]0; 1],

Ex 13 une suite de fonctions

nx™ six € [0,%]

Soit une suite d’applications de [0,1] vers R définie par: VneN, f,(x) =
(fn)neN [ ] fn( ) Tln+1(1 _ X)n six E]ﬁ, 1]

1.  Etudier la continuité de chaque f;, .
2. Déterminer, pour x fixé, la limite de la suite (f, (X)) nen -

3. Puis déterminer la limite de (f"(n+1)) nen -

Bes

k?-1

k?2-4

).



