Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques Chapitre 6

Les dernieres fonctions usuelles.

4 Théoreme : 1. Toute fonction_continue sur un_intervalle admet une primitive sur cet intervalle.
2. Si f est une fonction continue sur un intervalle I alors deux primitives F et G de f sur I vérifient :
dc e R/Vx € I,G(x) = F(x) +c.

Conséquence : Si f est une fonction continue sur un intervalle I eta € I et b € R, alors il existe une et une seule primitive F de
f sur I qui vérifie : F(a) = b.

| Fonctions logarithmes et exponentielles.

1. Fonction logarithme népérien

Déf : On appelle logarithme népérien, notée In (ou log), la primitive, sur R**, de la fonction (t - %) qui s'annule en 1.

Par conséquent, 1. In(1) = 0. La fonction In est définie, continue et dérivable sur R** et Vx € R**, In'(x) = i

In (1+t) g
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2. lim2®@o
x-1 x—1

3. Lafonction In est strictement croissante sur R**.

1 ou encore lim
t—0

S ;
Prop : Si u est dérivable sur un domaine D et ne s’annule pas sur D alors ¢ = In|u| est dérivable sur D et Vx € D, ¢'(x) = 1;(—(;))

u' (%)

u(x)

Si u est dérivable et ne s’annule pas sur D , (x — In|u(x)|) est une primitive de (x - ) sur D

En particulier, BNl Z=xe 2 (x l—»i sur R*est (x — In|x|).
(x » xIn(x) — x) est une primitive de (x = In (x)) sur R™*

\-1" Premiéres propriétés algébriques :
1. VY(x,y) € (Rt)? In(xy) = In(x) + In(y) .Généralisation :

2. Vx€eR"™ ,ln(i) = — In(x)
3. V(xy) € (R*)? In (%) = In(x) — In(y)
4. VxeR™, vreQ, In(x") = rin(x) .

7| Prop: }ciiréln(x) = —o0 et xl_i)rpoo In(x) = +oo

Prop: 1. Vx € R™ In(x) <x —1.Donclacourbe de In est sous sa tangente au point A(1;0) .
2
2. Vt€]-TL+o[ t-=<In(1+1) <t
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as A 2 In(x)
Les premieres croissances comparees : lim
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asymptotique (0x) en +) et lir% xln(x) =0. ;
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3. Fonction exponentielle

dh Déf : le logarithme népérien In est continue sur R*" et strictement croissante sur R**, donc bijective de R**sur R. Sa bijection
réciproque est, par définition, la fonction exponentielle notée exp: (x = e*).

1% Par conséquent,
1. exp est donc une bijection de R sur R** de bijection réciproque In . La fonction exp est définie, continue et strictement

croissante sur R.

2. e°=1, lim e* =+ et 11m e* = 0.Donc, C,, a une asymptote horizontale en —co.
3. VxE€ ]Rf: o) — =xetVx E ]R{ ln(e") =xetVx>0,Vy ER, (y =In(x) © x _fAy)
4, 1o,
5.

Si u est une fonction dérivable sur D alors h: (x P e¥(®) est dérivable sur D eth €D, h'(x) = u'(x)e*™.

A4 Propriétés algébriques : V(a, b) € R?, Vr € Q,
1. e®th = eae? Généralisation :

-p _ 1
2 e = e_b
b _ et
3. e =+
4. e™ =(e?)" et Vx>0, x" =e™n®,

S s
Autres propriétés : 1. 11r11 e? = +00 . Donc C,,pa une branche paraboligue de direction asymptotigue (Oy).
x>+
2. lim xe* =0.
X—>—00
3. Vx €R,e* = x+ 1.Donc C,ypest toujours au-dessus de sa tangente au point B(0; 1

/
Croissance tres rapide, exp tend trés

A6 5 4—/ vite vers +oo
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La courbe se rapproche de son asymptate ’
mais ne se confond pas avec elle. 2.5 / 7’
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Pour tout réel a non nul, (x - ;eax) est une primitive sur R de (x — e%¥).

Si u est dérivable sur D alors (x > e*®) est une primitive sur D de (x - u'(x)e*®).



4. Logarithme et exponentielle de base a

At Déf : soit a un réel strictement positif et distinct de 1.

Pour tout réel x strictement positif, on définit log, (x) = % le logarithme de base a de x .

Pour tout réel x, on définit exp, (x) = e*™@ |'exponentielle de base a de x . Autre notation : a* = exp,(x) = e¥™@

A% On définit ainsi les fonctions log, et exp, logarithme et exponentielle de base a
NB:In = log, et exp = exp,.

\ y=b*x avec 0

“y=a*xaveca>1.

y=In(x)/In(b) avec 0<b<1

—_—

X
4% NB:Sia<balors lim = = 0i.e. a*¥ < b*.
X0 b +o0
$Uu Ex:Montrer que Cy, . et Cppq, SONt symétriques par rapport a (0x) et que C,,,, €t C,yp, SOnt symétriques par rapport a (0y).
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lll Fonctions puissances réelles

-)JS Déf : Soit a un réel . Pour tout réel x strictement positif ,on définit : _ la puissance a du réel x. @
On définit ainsi la fonction puissance réelle @ que I’ on notera f,, . f,, est donc définie sur R*" par : f, (x) = x%.

2C Rque:Sia = 0alors f, estlafonction constante égale a 1 sur R*" . Si @ = 1 alors f,, coincide avec I'identité id: (x — x) sur R™".
Sia € Zie a = nalors f, coincide avec (x = x™) sur R*". Si a = Loun € N alors f coincide avec (x - 3V/x) sur R*™".

2

3 5 . y=x"B avec p<0

£ Soit a € R.

1 . eg .
1 (x & mx““) est une primitive de (x = x%) sur

05l Y7 "5@1 R*™.
y=x'g vec a>1
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. . — x—x* i > . In(1+x?-3x) . .
(b’) Exercice : 1) Calculonsxl_l)rllw\/Zx le*™*, }}_I)r(l) Vx? + xIn (x), xl_l)l_'l_lw e ,xl_l)r_"r_lw sin (x)In (x)e

2) Soit f(x) = In(1 + e3* — x). Déterminer I’asymptote oblique de Cf en +oo. SAVOIR-FAIRE

bq' Déf : Soit u et v deux fonctions de R dans R. Par définition, _ . (0

Alors, u(x)*™ existe si et ssi u(x)et v(x)existentet u(x) > 0.
NB : ce sont ces fonctions qui donnent les FI : 1,00 et o0,

1+x—3x%

. - a % o a A
35 Exercice : 1) Calculons lim (1 +—) et lim (1 +—) . SAVOIR-FAIRE
X—+0o X x

x—0Sgn(a)
2) Etudions la fonction f: (x = x*).
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IV _Fonctions cosinus et sinus hyperboliques.

Déf : pour tout réel x ,
eX—e™*

X -X
ch(x) = % est le cosinus hyperbolique de x et sh(x) = est le sinus hyperbolique de x.

On définit ainsi deux fonctions : la fonction sinus hyperbolique sh et la fonction cosinus hyperbolique ch sur tout R .

Propriétés algébriques des sinus et cosinus hyperboliques
Pour tousréelsa et b,

ch?a —sh?a =1

ch(a + b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b)

sh(a + b) = sh(a)ch(b) + sh(b)ch(a)

ch(2a) = ch?(a) + sh?(a) = 2ch?(a) — 1 = 1 + 2sh?(a)
sh(2a) = 2sh(a)ch(a)

1—e%=—2sh (%) ez
a
1+ e®*=2ch (%) ez

S o

Propriétés des fonctions sh et ch
1. Les fonctions ch et sh sont définies, continues et dérivables sur R.

Pour tout réel x, ch'(x) = sh(x) et sh'(x) = ch(x) .
2. Siwu est dérivable sur D alors ch(u)et sh(u) sont dérivables sur D et

Vx € D, (ch(u))’(x) = u'(x)sh(u(x)) et (sh(u))’(x) = u'(x)ch(u(x))

3. ch est paire, sh est impaire.

4. Pourtoutréel x,ch(x) =1 et ch(x) > |sh(x)| = |x| et (shx >0 sietssix>0).

5. lim2E=1 lim <t = lim&t =2

tox-0 x . ’ x>0 X " ! x—0 Xx° Zh N )

6. lim ™=+ , lim &£ =+ s lim &£ =1 lim % == . Donc les courbes de ch et sh ont des
X—>+00 X x>+ X x—+00 Shx X—>+o0 € 2
branches paraboliques de direction asymptotiques (Oy) en +o et — oo.

7. shestbijective de R sur R et Vx, sh™'(x) = In(x + Vx2Z + 1)et sh™! est dérivable sur R et Vx,(sh™)'(x) = .

x2+1

8. chinduit une bijection ch; de R* sur [1; +oo[ et Vx > 1, ch|_1(x) = ln(x +Vx? — 1)et ch|_1 est dérivable sur]1; +oo[ et

vx > 1, (ch ™) (x) = J,%

y=ch(x)
y=\apx(-x)/2 ' W sh) =shp) ox =y
35
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ch est une primitive de sh sur R et sh est une primitive de ch sur R.

Si a est un réel non nul alors (x — %ch(ax)) est une primitive de (x ~ sh(ax)) sur Ret (x » ish(ax)) est une primitive
de (x » ch(ax)) sur R.

(x+» ln(x + \/m)) est une primitive de (x —

(x> ln(x + VxZ — 1)) est une primitive de (x »

1
\/ﬁ) sur R.

1

m) sur]l;4oof .
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V Fonctions arcsinus, arccosinus et arctangente

1. Arcsinus

Sinus est continue et strictement croissante sur I'intervalle [—g,%] Donc, sin induit une bijection sin de [—%,%] sur [—1;1].

=53] -1

Déf. : 1) La fonction Arcsin est, par définition, la bijection réciproque de sin: <
x & sin(x)

).La fonction Arcsin est

e N T T e .
définie sur [—1,1] et 3 valeurs dans [— E'E] par I’équivalence :

y = sin (x) Arcsin(y) = x
{ @{ y € [~1,1]

2) Soit y € [—1; 1] Le réel Arcsin(y) est donc I'unique réel de [—g,% dont le sinus vaut y .

Valeurs ey
articuliéres : = sl .
P Arcsm(

Aresin(t) =y

0 1 -1

I~
1S

0

SRS

o3l %

oV ][N =
ST
o] [

I3 I3
2 2

Soity € [—1;1]

= sin(x) © [x = Arcsin(y)[27] ou x = — Arcsin(y)[2x]]

lllustration :

Conséquence : Si u est dérivable sur I et Vx € I,u(x) €] — 1; 1[ alors
u'(x)

Arcsin(u) est dérivable sur I et Vx € I, (Arcsin(u))'(x) =

X € —%,g SArcesin(sin(x)) = x

\ /\ : /\g\ﬁ,l =

-2

3D Exercice : Calculer Arcsin(sin 23T")), Arcsin (cos (ﬂ)) .

7



2. Arccosinus

Cosinus est continue et strictement décroissante sur I'intervalle [0,7]. Donc cos induit une bijection cos de [0, 7] sur [-1;1].

). La fonction Arccos est définie sur [—1,1]
x - cos(x)

Def : 1) La fonction Arccosinus est la bijection réciproque de cos: (

et a valeurs dans [0, 7] par I’équivalence :
{y =cos (x) (Arccos(y) =x
x € [0,m] < | ye[-11]
2) Soit y € [—1; 1]. Le réel Arccos(y) est donc I'unique réel de [0, ] dont le cosinus vaut y .

é,l Des valeurs
particulieres : t = cos(y) 0 1 -1 V2 1 V3 V2 _l V3
i | 2205 1T 2175y
I:Arccos C Arccos(t) = y T 0 - T T T 3 2_7r 5t cos
2 4 3 6 4 | 3| 6

6%
= cos(x) © x = Arccos(y)[2m] ou x = —Arccos(y)[2mn]

¢3  llustration :

@l

n

C L| Exercice : Calculer Arccos(sin 23T”))

5 [Propriee:

be

Exercice : Calculer tan(Arccos % )
6T

| \L:“ncus(ﬂc\ ¢

Arccos est dérivable uniquement sur ] — 1,1[et

Vx €] — 1,1[, Arccos’(x) = —

Conséquence : Si u est dérivable sur [ et Vx € [,u(x) €] — 1; 1] alors Arccos(u) est
—u'(x)

dérivable sur I et Vx € I, (Arccos(u))’'(x) =

x € [0, ] ©@Arccos(cos(x)) = x

‘74 NB: Arcsin et Arccos sont deux nouvelles fonctions qui ne sont pas dérivables sur tout leur domaine de définition.



3. Arctangente

70

tan est continue et strict® croissante sur I'intervalle ]— g, g[ Donc, tan induit une bijection tan|de ]— E,g[ sur R.
e . .. . A g ]_E'_[_)]R . AT
Définition : 1. La fonction Arctangente est la bijection réciproque de tan: 272 . La fonction Arctan est définie sur
x - tan(x)
, y=tan(x) (Arctan(y) = x
R et avaleursdans | — = —[parl équivalence : {x €] _glg[ { yER .

2. Soity € R. Le réel Arctan(y) est donc 'unique réel de | — g,%[ dont la tangente vaut y .

3

Valeurs particuliéres :

-1 V3

t = tan(y) 0 1

Arctan

<

il

Arctan(t) =y

T

3

o :]éll =

|
oA

D

tan

3 —_mn(x)m_m(ym m

H

%

IIIustratlo? |3 = kam(x)

Jl Jf ) l‘ |‘| ] T
| ‘ | .‘ J ' ) \
| | .

- Qe

1 | (M

Arctan est dérivable sur Ret Vx € R, Arctan’(x) =
: 2) sur R.
1+x

Arctan est une primitive de (

u' (x)

Conséquence : Si u est dérivable sur I alors Arctan(u) est dérivable sur I et Vx € I, (Arctan(u))’(x) = e

Arctan(tan (x)) = x © x €] — =, = [.



A COMPRENDR, SAVOIR RETROUVER, APPLIQUER ET ADAPTER

Autres formules a savoir retrouver : Vx € R, cos(Arctan(x)) = ‘/% et sin(Arctan(x)) =
X .

vx €] — 1,1[\{0}, tan(Arccos(x)) =

V1-x2
x

e Soit a et b deux réels strictement positifs tels
que a?® + b? = 1. Alors I'unique réel x € ]O,g[
{cos(x) =a

sin (x) =b

b
x = Arccos(a) = Arcsin(b) = Arctan (E)'

vérifie :

e Soitaetbdeuxréelstelsque: a>0eth <0
a® + b? = 1. Alors I'unique réel x € ]—%,O[t
cos(x)=a ..
{sin ) =b vérifie :

x = —Arccos(a) = Arcsin(b) = Arctan (S)

N
A
N
N
- J/

\
-.&ql_--_o,g.
.

N 06
5 0:4
02

N

"=
\JE

etVx €] — 1,1, tan(Arcsin(x)) =

tel que :

et

el que :

oz oz oF os
‘- x=Arcs'r:(b)=ArmanJ
.

Equations-inéquations : Soit a et b deux réels.

b/a

X

1+x2
X

Ji—x2’

e Soitaetb deuxréelstelsque: a<0eth >
0 et a? + b2 = 1. Alors I'unique réel x € E,n[tel

_ {cos x)=a
" sin(x) =b

x = Arccos(a) = m — Arcsin(b) = Arctan (3) RS

que vérifie :

)5

e Soita et b deuxréelstelsque: a <0ethb < 0et
a? + b? = 1. Alors I'unique réel x € ]—n, —g[ tel

: {cos x)=a

Sin @)= b vérifie :

que

b
x = —Arccos(a) = —m — Arcsin(b) = Arctan (E) — 1.

i
1
1
1
: ”
! b/a“

1

1

Arccos(a) /’

-

G\“‘\l /e\rctan(bs'a)

e Si(a,b) € [—1;1]?alors, [Arcsin(a) = Arcsin(b) & a = b] et [Arcsin(a) < Arcsin(b) & a < b].

e Siae[-11]eth € [—%g] alors [b = Arcsin(a) © a = sin(b)].

e Siae[-11]etb € Ralors[a =sin(b) © Ik € Z/b = Arcsin(a) + 2km ou b = w — Arcsin(a) + 2kmn ].
e Si(a,b) € [—1;1]? alors [Arccos(a) = Arccos(b) © a = b] et [Arccos(a) < Arccos(b) © a > b].

e Sibe0,n]eta€[—1;1]alors[b = Arccos(a) © a = cos(b)].

e SibeRetac€[—1;1] alors [a = cos(b) © b = +Arcos(a) + 2kmtq k € Z].

e Siaetbréelsalors, [Arctan(a) = Arctan(b) © a = b] et

e Sibe€] —%,g[, alors [b = Arctan(a) © a =

tan(b)]

[Arctan(a) < Arctan(b) © a < b].

e Sibe ]R\{% + pm/p € Z}, alors [a = tan(b)e b = Arctan(a) + kn tq k € Z].



