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DL  5 

Autour des bijections 
Ex 1  Des  composées d’applications  
A. Deux résultats de cours  
Soit 𝑓: 𝐼 → 𝐽 et 𝑔: 𝐽 → 𝐾 des applications.  

1. Quelle information sur 𝑓 et/ou 𝑔 permet de justifier l’existence de 𝑔 ∘ 𝑓 sur 𝐼 ?  Que signifie cette information ?  
2. Montrer que si 𝑔 ∘ 𝑓 est injective sur 𝐼 alors 𝑓 est injective sur 𝐼. On utilisera la définition de l’injectivité suivante : 

𝜑 est injective sur 𝐴 lorsque ∀(𝑎, 𝑎′) ∈ 𝐴2, [𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑎′) ⟹ 𝑎 = 𝑎′].  
3. Montrer que si 𝑔 ∘ 𝑓 est surjective de 𝐼 sur 𝐾 alors 𝑔 est surjective de 𝐽 sur 𝐾.  

B. APPLICATION :  
Soit 𝑓: 𝐼 → 𝐽, 𝑔: 𝐽 → 𝐾 et ℎ: 𝐾 → 𝐿 des applications telles que : ℎ ∘ 𝑔  bijective de 𝐽 sur 𝐿 et 𝑔 ∘ 𝑓 bijective de 𝐼 sur 𝐾.  BUT : 
prouver que 𝑓, 𝑔 et ℎ sont bijectives. 

1. Montrer, en utilisant 𝐴,  que 𝑔 est bijective de 𝐽 sur 𝐾. Nous en déduisons que 𝑔−1 existe et 𝑔−1 est une bijection 
de  ….... sur ….… .  

2. Ecrire 𝑓 à l’aide de 𝑔 ∘ 𝑓 et 𝑔−1. En déduire, par un résultat de cours, que 𝑓 est bijective de 𝐼 sur 𝐽. 
3. Faire de même pour ℎ. 

 
Ex 2  Des fonctions de ℂ dans ℂ. 

 Soit  𝑎 ∈ ℂ 𝑒𝑡 aT  l’application définie sur ℂ\{𝑎 + 3𝑖} et à valeurs complexes par : 𝑇𝑎(𝑧) =
(1−𝑎)𝑧+2(1−𝑖)

𝑧−𝑎−3𝑖
. 

1. Montrer que 𝑇𝑎  est constante si et seulement si 𝑎 ∈ {1 − 2𝑖, −𝑖}. Déterminer le cas échéant, la valeur de cette 
constante. 

Désormais , on suppose que le complexe 𝑎 est distinct de 1 − 2𝑖 et de−𝑖. Autrement dit, 𝑇𝑎  n’est pas constante.  
2. Montrer que 𝑇𝑎   réalise une bijection de ℂ\{𝑎 + 3𝑖}  sur ℂ\{𝑑} , où 𝑑 est un nombre complexe à préciser et décrire 𝑇𝑎

−1.   
3. Montrer qu’il existe un complexe 𝑏 tel que : 𝑇𝑎

−1 = 𝑇𝑏 . Vous exprimerez 𝑏 en fonction de 𝑎. 
4. On prend ici 𝑎 = 2. 𝑈 est l’ensemble des complexes de module 1.  

Décrire géométriquement 𝐷 = {𝑀(𝑧)/𝑧 ∈ T𝑎
−1 〈𝑈〉} et 𝐾 = {𝑀(𝑧)/𝑧 ∈ 𝑇𝑎

−1〈iℝ〉} et 𝐿 = {𝑀(𝑧)/𝑧 ∈ 𝑇𝑎(ℝ)}. 
 
Ex 3 Des fonctions de ℝ dans ℝ.  
1. Soit 𝑓: [0,1] → ℝ telle que 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 2√𝑥 + 1.  Montrer que ∀𝑥 ∈ [0,1], 𝑓 ∘ 𝑓(𝑥) = 𝑥. Qu’en déduit-on sur 𝑓 ?  

2. Soit 𝑓: ℝ → ℝ telle que∶  𝑓(𝑥) =
2𝑥

1+𝑥2 .  

4. Montrer que 𝑓 n’est pas injective. On utilisera encore la définition : 𝜑 est injective sur 𝐴 lorsque ∀(𝑎, 𝑎′) ∈

𝐴2, [𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑎′) ⟹ 𝑎 = 𝑎′].  
1) Montrer, sans étudier les variations de 𝑓, que 𝑓(ℝ) = [−1; 1]. 𝑓 est-elle surjective de ℝ sur ℝ ?   
2) Montrer que 𝑓 induit une bijection 𝑓| de  [−1,1] sur [−1,1] et déterminer une expression de 𝑔−1.  

 
 
 

 

 

 


