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Ex 1  Tracé de courbes  
A. Soit 𝑎, 𝑏 et 𝑐 des réels tels que 𝑎 ≠ 0 et ∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 .  

On pose pour tout réel 𝑥,  𝑃(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐⏟        
𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 𝑑é𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑝é𝑒

=⏟
𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠
𝑙𝑒 𝑐𝑜𝑢𝑟𝑠

𝑎(𝑥 − 𝛼)2 + 𝛽⏟        
𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 𝑐𝑎𝑛𝑜𝑛𝑖𝑞𝑢𝑒

 avec 𝛼 = − 𝑏

2𝑎
 𝑒𝑡 𝛽 = −

∆

4𝑎
 

1. On suppose 𝑎 > 0.  
a. Sans utiliser la dérivation, expliquer pourquoi 𝑃 atteint son minimum en 𝛼 et donner la valeur de ce minimum.  
b. Expliquer comment tracer la courbe de 𝑃 à partir de la courbe de (𝑥 ↦ 𝑥2).  
c. En déduire le tableau de variation de 𝑃.  
d. Quel est l’effet sur la courbe d’une augmentation (resp. diminution) de 𝑎 ? Même question avec 𝛼, puis 𝛽? 

1ere - Simulation de tir de basket (ac-paris.fr) 
e. Tracer la courbe de 𝑃 en distinguant les cas  ∆> 0, ∆= 0 𝑒𝑡 ∆< 0 et en indiquant  𝛼 𝑒𝑡  le  minimum ( avec valeur ) de 𝑃, les 

racines éventuelles  de 𝑃. 
2. On suppose 𝑎 < 0. Répondre aux questions précédentes en les adaptant à ce cas.  

B. Expliquer comment passer de la courbe de 𝑠𝑖𝑛 à celle de 𝑓: (𝑥 ↦ 3sin(2𝑥)) puis celle de 𝑔: (𝑥 ↦ 3sin (2𝑥 + 𝜋

4
)).  

1.a. ∀𝑥, 𝑎(𝑥 − 𝛼)2 ≥ 0 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑃(𝑥) ≥ 𝛽 = 𝑃(𝛼). Par conséquent, 𝑃 atteint son minimum 𝛽 en 𝛼 .  
1.b. Soit 𝑓: (𝑥 ↦ 𝑥2).  

𝐶𝑓

𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 
𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 𝛼𝑖

→           𝐶(𝑥↦(𝑥−𝛼)2)

𝑑𝑖𝑙𝑎𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑠𝑖 𝑎>1
𝑒𝑡 𝑟𝑒𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑠𝑖 𝑎<1

𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒
𝑑𝑒 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 𝑎

→                 𝐶(𝑥↦𝑎(𝑥−𝛼)2)

𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 
𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 𝛽𝑗

→           𝐶𝑃.  
1.c.  𝐶𝑃 est donc une parabole comme 𝐶𝑓 et son minimum est le point 𝐴(𝛼, 𝛽). Par conséquent, 𝑃 est strictement croissante sur [𝛼, +∞[ 
et strictement décroissante sur ] − ∞, 𝛼].  
1.d. Le paramètre 𝑎 fait varier l’inclinaison des pentes de la parabole : plus a grandit, plus la parabole monte vite vers l’infini.  
Les variations du paramètre 𝛼 font décaler 𝐶𝑃 horizontalement. Les variations du paramètre 𝛽 font décaler 𝐶𝑃 verticalement. 
1.c.  

      
 
 

Ex 2 Soit 𝑎 ∈ ℝ et ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑃𝑛(𝑎) = ∏ 𝑐𝑜𝑠 (
𝑎

2𝑘
)𝑛

𝑘=0 .  

1. On pose 𝑢𝑛 = 𝑠𝑖𝑛 ( 𝑎
2𝑛
)𝑃𝑛(𝑎). Montrer que la suite (𝑢𝑛) est géométrique.  

En déduire la limite de 𝑃𝑛(𝑎) quand 𝑛 → +∞.  (on utilisera la limite usuelle : lim
𝑡→0

sin (𝑡)

𝑡
) .  

 
1.  𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑛 ∈ ℕ∗.   

𝑢𝑛 = 𝑠𝑖𝑛 (
𝑎

2𝑛
)𝑃𝑛(𝑎) = 𝑠𝑖𝑛 (

𝑎

2𝑛
)∏ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑘
)𝑛

𝑘=0 = 𝑠𝑖𝑛 (
𝑎

2𝑛
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑛
)∏ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑘
)𝑛−1

𝑘=0 =⏞

1

2
sin(2𝑋)=sin(𝑋) cos(𝑋)

𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑋=
𝑎

2𝑛
 

𝑑𝑜𝑛𝑐  2𝑋=
𝑎

2𝑛−1

1

2
𝑠𝑖𝑛 (

𝑎

2𝑛−1
)∏ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2𝑘
)𝑛−1

𝑘=0 =
1

2
𝑢𝑛−1.  

Par suite, 𝑢𝑛 = (
1

2
)
𝑛
𝑢0 𝑖. 𝑒.  𝑠𝑖𝑛 (

𝑎

2𝑛
)𝑃𝑛(𝑎) = (

1

2
)
𝑛

𝑠𝑖𝑛(𝑎) cos(𝑎) = (
1

2
)
𝑛+1

𝑠𝑖𝑛(2𝑎).   

2. Ou bien 𝒂 = 𝟎 alors 𝑃𝑛(0) = ∏ 𝑐𝑜𝑠(0)𝑛
𝑘=0 = 1.  

Ou bien 𝒂 ≠ 𝟎. Alors , comme ∀𝑛, 𝑎
,2𝑛
≠ 0 𝑒𝑡  lim

𝑛→+∞

𝑎

2𝑛
= 0, pour 𝑛 assez grand , 𝑎

2𝑛
∈ ]−

𝜋

2
, 0[ ∪ ]0,

𝜋

2
[ donc pour 𝑛 assez grand, 𝑠𝑖𝑛 ( 𝑎

2𝑛
) ≠ 0 et par suite, 

pour 𝑛 assez grand, 𝑃𝑛(𝑎) =
(
1

2
)
𝑛+1

𝑠𝑖𝑛(2𝑎)

𝑠𝑖𝑛(
𝑎

2𝑛
)

=
𝑎

2𝑛

𝑠𝑖𝑛(
𝑎

2𝑛
)
×

𝑠𝑖𝑛(2𝑎)

2𝑎⏟  
𝑓𝑎𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟

𝑖𝑛é𝑝𝑒𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑛
𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑

𝑛→+∞.

.   

Or, lim
𝑛→+∞

𝑎

2𝑛
= 0 et  lim

𝑋→0

sin (𝑋)

𝑋
= 1 donc lim

𝑋→0

𝑋

sin(𝑋)⏟
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒 𝑑𝑒 

𝑠𝑖𝑛𝑋

𝑋

=
1

1
= 1  𝑒𝑡 par composition, lim

𝑛→+∞

𝑎

2𝑛

𝑠𝑖𝑛(
𝑎

2𝑛
)
= 1. 

J’en conclus qie lim
𝑛→+∞

 𝑃𝑛(𝑎) =
sin(2𝑎)

2𝑎
.  

Ainsi, lim
𝑛→+∞

 𝑃𝑛(𝑎) = {
sin(2𝑎)

2𝑎
 𝑠𝑖 𝑎 ≠ 0

1 𝑠𝑖 𝑎 = 0
. 

 

𝑎 > 0 𝑒𝑡  ∆< 0 

𝑎 < 0 𝑒𝑡  ∆< 0 

𝑎 > 0 𝑒𝑡  ∆> 0 

𝑎 < 0 𝑒𝑡  ∆< 0 

𝑎 > 0 𝑒𝑡  ∆= 0 

𝒂 > 𝟎 𝒆𝒕  ∆< 𝟎 

https://capytale2.ac-paris.fr/p/basthon/n/?kernel=python3&mode=assignment&id=4164886


Ex 3 
1. Trouver deux réels 𝑎 et 𝑏 tels que :  ∀𝑥 ∈ ℝ, 4𝑥4 + 1 = (2𝑥2 + 𝑎𝑥 + 1)(2𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1).  
2. En déduire la limite quand 𝑛 → +∞ de 𝑆𝑛 = ∑

𝑘

4𝑘4+1
 𝑛

𝑘=1 .  
 

1. ∀𝑥 ∈ ℝ, (2𝑥2 + 𝑎𝑥 + 1)(2𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1) = 4𝑥4 + (2𝑏 + 2𝑎)𝑥3 + (4 + 𝑎𝑏)𝑥2 + (𝑎 + 𝑏)𝑥 + 1.  Donc pour que ∀𝑥 ∈ ℝ, 4𝑥4 + 1 =

(2𝑥2 + 𝑎𝑥 + 1)(2𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1), il suffit de choisir 𝑎 et 𝑏 tels que { 𝑎 + 𝑏 = 0
4 + 𝑎𝑏 = 0

 𝑖. 𝑒.  {
𝑏 = −𝑎
4 − 𝑎² = 0

 𝑖. 𝑒. .  {
𝑏 = −2
𝑎 = 2

 𝑜𝑢  {
𝑎 = −2
𝑏 = 2

 .  

A𝑖𝑛𝑠𝑖, ∀𝑥 ∈ ℝ, 4𝑥4 + 1 = (2𝑥2 + 2𝑥 + 1)(2𝑥2 − 2𝑥 + 1).  
2. Posons 𝑓(𝑥) = 𝑥

4𝑥4+1
=

𝑥

(2𝑥2+2𝑥+1)(2𝑥2−2𝑥+1).
. D’après le cours, il existe a,b,c et d réels tels que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥

(2𝑥2+2𝑥+1)(2𝑥2−2𝑥+1).
=

𝑎𝑥+𝑏

(2𝑥2+2𝑥+1).
+

𝑐𝑥+𝑑

(2𝑥2−2𝑥+1).
.  

Alors, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥𝑓(𝑥) = 𝑥²

(2𝑥2+2𝑥+1)(2𝑥2−2𝑥+1).
=

𝑎𝑥²+𝑏𝑥

(2𝑥2+2𝑥+1).
+

𝑐𝑥²+𝑑𝑥

(2𝑥2−2𝑥+1).
. Donc, lim

𝑥→+∞
𝑥𝑓(𝑥) = 0 = 𝑎 + 𝑐. Donc 𝑐 = −𝑎.  

De plus, 𝑓(0) = 0 = 𝑏 + 𝑑. Donc, 𝑑 = −𝑏.  

Ainsi, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥

(2𝑥2+2𝑥+1)(2𝑥2−2𝑥+1)
= (𝑎𝑥 + 𝑏) [

1

(2𝑥2+2𝑥+1).
−

1

(2𝑥2−2𝑥+1).
] = (𝑎𝑥 + 𝑏)[

−4𝑥

(2𝑥2+2𝑥+1)(2𝑥2−2𝑥+1)
].   

Donc, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 = (𝑎𝑥 + 𝑏)(−4𝑥).  Donc 𝑎 = 0 et 𝑏 = − 1
4

 conviennent .  

Ainsi, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥

4𝑥4+1
= −

1

4
[

1

(2𝑥2+2𝑥+1).
−

1

(2𝑥2−2𝑥+1).
].  

Par suite, 𝑆𝑛 = ∑
𝑘

4𝑘4+1
 𝑛

𝑘=1 = ∑ −
1

4
[

1

(2𝑘2+2𝑘+1).
−

1

(2𝑘2−2𝑘+1).
] =  −

1

4
∑ [

1

(2𝑘(𝑘+1)+1).
−

1

(2(𝑘−1)𝑘+1).
]  𝑛

𝑘=1  𝑛
𝑘=1  

𝑆𝑛 =⏟
𝑒𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑎𝑛𝑡 

𝑢𝑘=
1

(2(𝑘−1)𝑘+1).

−
1

4
∑ [𝑢𝑘+1 − 𝑢𝑘] = −

1

4
[𝑢𝑛+1 − 𝑢1]

𝑛
𝑘=1 = −

1

4
[ 

1

(2𝑛(𝑛+1)+1).
− 1] . 

Ex 4 Montrer que les images ponctuelles des solutions de l’équation (𝑒) : (𝑧 + 1)𝑛 = (𝑖𝑧 − 1)𝑛 d’inconnue 𝑧 complexe, sont toutes 
alignées. Déterminer ces solutions. 

1. Soit 𝑧 une solution de (𝑒)  et 𝑀 le point d’affixe 𝑧.  Alors, (𝑧 + 1)𝑛 = (𝑖𝑧 − 1)𝑛 donc |(𝑧 + 1)𝑛| = |(𝑖𝑧 − 1)𝑛|   donc |𝑧 + 1|𝑛 =
|𝑖𝑧 − 1|𝑛. Comme    |𝑧 + 1| 𝑒𝑡 |𝑖𝑧 − 1| sont des réels positifs qui ont la même puissance 𝑛, il sont égaux ( car la fonction (𝑥 ↦ 𝑥𝑛) 

est injective sur ℝ+).   Alors,  |𝑧 + 1| = |𝑖𝑧 − 1| = |𝑖 (𝑧 − 1

𝑖
)| = |𝑖| |𝑧 −

1

𝑖
| = |𝑧 −

1

𝑖
| = |𝑧 + 𝑖|.   Introduisons les points 𝐵 d’affixe −1 

et le point 𝐶 d’affixe −𝑖. Alors 𝑀𝐵 = |𝑧 + 1| = |𝑧 + 𝑖| = 𝑀𝐶. Donc,𝑀 est sur la médiatrice de [𝐵, 𝐶].  
Ainsi, tous les points images ponctuelles des solutions de  (𝑒) sont alignées sur la médiatrice 𝐷 de [𝐵, 𝐶]. 

2. (-1) n’est pas solution de (𝑒). Soit 𝑧 ∈ ℂ\{−1}.  

𝑧 𝑠𝑜𝑙°𝑑𝑒 (𝑒) ⟺ (𝑧 + 1)𝑛 = (𝑖𝑧 − 1)𝑛⟺ (𝑖𝑧−1)𝑛

(𝑧+1)𝑛
= 1 ⟺ (

𝑖𝑧−1

𝑧+1
)
𝑛
= 1 ⟺

𝑖𝑧−1

𝑧+1
 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒 𝑛𝑖è𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑙′𝑢𝑛𝑖𝑡é 

⟺ ∃𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧/
𝑖𝑧 − 1

𝑧 + 1
= 𝑒𝑖

2𝑘𝜋
𝑛 ⟺ ∃𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧/𝑖𝑧 − 1 = 𝑒𝑖

2𝑘𝜋
𝑛 (𝑧 + 1)  ⟺ ∃𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧/(𝑖 − 𝑒𝑖

2𝑘𝜋
𝑛 )𝑧 = 1 + 𝑒𝑖

2𝑘𝜋
𝑛  

Or, 𝑖 − 𝑒𝑖
2𝑘𝜋

𝑛 = 0 ⟺ 𝑒𝑖
2𝑘𝜋

𝑛 = 𝑒𝑖
𝜋

2 ⟺
2𝑘𝜋

𝑛
≡
𝜋

2
[2𝜋] ⟺ ∃𝑝 ∈

ℤ

𝑘
=
𝑛

4
+ 𝑝𝑛 ⟺⏟

𝑐𝑎𝑟 𝑘 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑖𝑠
𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 0 𝑒𝑡 𝑛−1

𝑘 =
𝑛

4
 .  

De plus, lorsque 𝑘 = 𝑛

4
, (𝑖 − 𝑒𝑖

2𝑘𝜋

𝑛 ) 𝑧 = 0 ≠ 1 + 𝑖 = 1 + 𝑒𝑖
2𝑘𝜋

𝑛 . Donc 𝑘 = 𝑛

4
 n’est pas possible.  

⟺ ∃𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧\ {
𝑛

4
} , 𝑧 =

1 + 𝑒𝑖
2𝑘𝜋
𝑛

(𝑖 − 𝑒𝑖
2𝑘𝜋
𝑛 )

=
2 cos (

𝑘𝜋
𝑛
) 𝑒𝑖

𝑘𝜋
𝑛

𝑖 (1 + 𝑖𝑒𝑖
2𝑘𝜋
𝑛 )

=
2 cos (

𝑘𝜋
𝑛
) 𝑒𝑖

𝑘𝜋
𝑛

𝑖 (1 + 𝑒𝑖
𝜋
2𝑒𝑖

2𝑘𝜋
𝑛 )

=
2 cos (

𝑘𝜋
𝑛
) 𝑒𝑖

𝑘𝜋
𝑛

𝑖 (2 cos (
𝜋
4
+
𝑘𝜋
𝑛
)𝑒

𝑖(
𝜋
4
+
𝑘𝜋
𝑛 ))

=
cos (

𝑘𝜋
𝑛
) 𝑒𝑖

𝑘𝜋
𝑛

𝑒𝑖
𝜋
2 (cos (

𝜋
4
+
𝑘𝜋
𝑛
)𝑒

𝑖(
𝜋
4
+
𝑘𝜋
𝑛 ))

=
cos (

𝑘𝜋
𝑛
)

cos (
𝜋
4
+
𝑘𝜋
𝑛
)
𝑒−𝑖3

𝜋
4 =

cos (
𝑘𝜋
𝑛
)

cos (
𝜋
4
+
𝑘𝜋
𝑛
)
𝑒𝑖
5𝜋
4  

Ainsi, 𝑆𝑜𝑙(𝑒) = {
cos(

𝑘𝜋

𝑛
)

cos(
𝜋

4
+
𝑘𝜋

𝑛
)
𝑒𝑖
5𝜋

4 / 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧\ {
𝑛

4
}}. 

Remarque : Posons 𝑧𝑘 =
cos(

𝑘𝜋

𝑛
)

cos(
𝜋

4
+
𝑘𝜋

𝑛
)
𝑒𝑖
5𝜋

4 . On retrouve que tous les points 𝑀𝑘(𝑧𝑘), images des solutions de (𝑒), sont alignés sur 𝐷. En 

effet,  

Si 
cos(

𝑘𝜋

𝑛
)

cos(
𝜋

4
+
𝑘𝜋

𝑛
)
> 0 alors arg(𝑧𝑘) =

5𝜋

4
[2𝜋]. Donc, 𝑀𝑘 ∈ 𝐷. 

Si 
cos(

𝑘𝜋

𝑛
)

cos(
𝜋

4
+
𝑘𝜋

𝑛
)
< 0 alors 𝑧𝑘 = −

cos(
𝑘𝜋

𝑛
)

cos(
𝜋

4
+
𝑘𝜋

𝑛
)
𝑒−𝑖𝜋𝑒𝑖

5𝜋

4 = −
cos(

𝑘𝜋

𝑛
)

cos(
𝜋

4
+
𝑘𝜋

𝑛
)
𝑒
𝑖(
5𝜋

4
−𝜋)  donc arg(𝑧𝑘) =

𝜋

4
[2𝜋].  Donc, 𝑀𝑘 ∈ 𝐷. 

Si 
cos(

𝑘𝜋

𝑛
)

cos(
𝜋

4
+
𝑘𝜋

𝑛
)
= 0 alors 𝑧𝑘 = 0 𝑒𝑡 𝑀𝑘 = 𝑂. Donc, 𝑀𝑘 ∈ 𝐷. 


