SUP PCSI 2024-2025 Mathématiques Chapitre 7

Calcul intégral- Recherche de primitive.

1Définition : Soit f une fonction définie sur un domaine D de R et a valeurs complexes. Soit @ € D.
1. VxeD, f(x)= Re(f(x)) + iIm(f (x)) . On définit Re( f): (x - Re(f(x))) et Im(f): (x » Im(f(x)) les fonctions partie

réelle et partie imaginaire de f. Ce sont deux fonctions définies sur D et a valeurs réelles.

Soit f une fonction définie sur un domaine D de R et a valeurs complexes. Soit L un complexe et a un point ou un bord de
D non isolé.

f est bornée sur D lorsqu’il existe un réel M tel que: Vx € D, |f(x)| < M.

}ci_rgf(x) = L lorsque chl_l’)rtll Re(f)(x) = Re(L) et }CI_I)Itlz Im(f)(x) = Im(L) .

f est continue en a (resp. sur D) lorsque Re(f) et Im(f) sont continues en a (resp. sur D).

f est dérivable en a (resp. sur D) lorsque Re(f) et Im(f) sont dérivables en a (resp. sur D)

et f’ = (Ref) + i(Imf)". Autrement dit, Vx € D,Re(f'(x)) = (Ref)'(x)et Im(f'(x)) = (Imf)’ (x).

Une primitive de f sur D est toute fonction F dérivable sur D telle que Vx € D, F’(x) = f(x), ;autrement dit lorsque sur
D, Re(F) est une primitive de Re(f) et Im(F) est une primitive de Im(f).
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2Exemples a connaitre :
1. Soit @ un complexe et f: (t = e®). Alors f est dérivable sur R et Vt € R, f'(t) = ae®
etsia # 0 alors F: (t = %e“t) est une primitive de f.

2. Soit ¢ une fonction dérivable sur D a valeurs dans C et f: (t = e?®).
Alors f est dérivable sur Det Vt € D, f' (t) = ¢'(t)e?®.

| Généralités (Rappels

3Définition : Soit a et b deux réels tels que a < b. L’intégrale d’une fonction f : [a, b] - R continue sur [a, b] est I'aire
algébrique ®de la surface délimitée par la courbe de f , I'axe des abscisses , les droites verticales d’équation x = a et x = b.

Cette aire est notée f; f(®)dt ou f[a b] f (figl). Lafonction que I'on integre s’appelle I'intégrande.

4ANB : 1)L aire géométrique de la méme surface est f;lf(t)ldt .
2)lintégrale f:f(t)dt ne dépend pas de t, fab f(t)dt dépend de f de a et de b. La variable t est dite muette, f: f(O)dt =
f: fo)dx = f: fOdy = f:f(@)de. Cette intégrale dépend de I'expression de f, de a et de b.

2) D’ou vient cette notation (fig2): dx signifie une petite variation de x (ici sur I’axe des abscisses) .
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Figurel Figure2

Comme f est continue, f varie peu lorsque x varie peu . On peut donc approximer f par f(x) lors de la variation de x entre x
et x + dx et ainsi f(x)dx est une approximation de |aire algébrique hachurée. On va sommer ces aires algébriques pour

T T b s , . . .
obtenir |'aire globale : la somme est indiquée par fa qui signifie que I’on fait la somme de toutes ces petites aires quand x
prend (de maniére continue) toutes les valeurs entre a a b (on ne peut pas utiliser simplement le signe ) puisqu’ il indique

une somme sur des entiers donc « discontinue » par contre on écrira fa =lim}; Cf sommes de Riemann).

5Définition : Soit a et b deux réels. L'intégrale d’une fonction f : [a, b] — C continue sur [a, b] est aire :
[ f®de = [P Re(F)(©)dt + i [ Im(f)(©)dt .
Alors Re ([, f()dt) = J; Re(f)(B)dt et Im (f f(B)dt) = [} Im(F)()dt .




6Par convention, f:f(t)dt =0et fbaf(t)dt = — f;f(t)dt pour tous a et b réels tels que a < b.

9Définition de I'intégrale d’une fonction continue par morceaux :
1.Si f est continue sur ]Ja, b] et lim_f(x) = L finie (i.e. f est prolongeable par continuité en a ) alors f: (x -
x—a

f(x) six €]a, b] . P b _ (b7 _
{ Lsirea ) est continue sur [a, b] et par définition, fa f@®)de fa f@®)dt .1demenb~.

2. Soit ¢ € ]a, b[. Si f est continue sur [a,c[ et sur]c, b] et lim, f(x) = L* finie et lim f(x) = L™ finie (on dit que f est
xX—-C xX—C
continue par morceaux sur [a, b]) alors f+: (x > {f(x) Sl_x €le, b]) est continue sur [c, b] et f~: (x > {f(x)_Sl,x € [a,c[) est
Ltsix=c L six=c
continue sur [a, c] et par définition, f: f(odt = f;f‘(t)dt + fcb fHdt .

8
11Exemple : Calculons [ = f;%dt.
1 4
mz ?Slte [;,2[
¢ |Zsite [Z,E]
t e

Lef . 48 ] R N U R
. Donc(t g )est continue sur[e,e \{1} glgl_ o= 1 finie et tll)r{'gr T = 2 finie. Donc

fgf(t)dt = g%dt + f;%dt = [In (t)]g +[2In (t)]% =2m(3)-m(*)-m @ =3m@-1.

13Attention : avant de « séparer en deux intégrales », il faut vérifier que toutes les intégrales existent ce qui revient, pour nous

cette année, a vérifier que toutes les intégrandes sont continues (ou continues par morceaux) sur tout le segment d’intégration.

1 1 st . . 1
Par exemple, [ 0dt = [ %—% dt mais [, % dt n’existe pas donc on n’écrit pas [ 0t = ‘dr— 1

horreur

Q
N

15Ce théoréme permet notamment le controle qualité de votre résultat : par exemple je sais que f:/s sin?(t)dt = 0 donc je dois

trouver un résultat positif.

17Exemple : Vn € N*,[,, = fol t"sin (%) dt. Montrons que lirP I, =0.

n—-+oo
Tout d’abord, fixonsn € N*. f,;: < t - thsin (%))est continue sur ]0,1] et ltirr(} t™ sin (%) =0 car ( t— sin (%)) est bornée et ltin& th=0.
Doncfyest prolongeable par continuité en O et [, = folf;l(t)dt existe. De plus, Vt € [0,1], —t" < f,(t) < t™donc par croissance de

L 1
Iintégrale, [~ —

1z 1 1 1
n < < —tn i _—< < — A0re i =
o —thdt < fo f@®dt < fo t"dti.e. s I, < - Alors le théoréme des gendarmes permet de conclure que nl_l)r_'r_lm I, =0.



Il Propriétés utiles au calcul intégral et a la recherche de primitive

[ f®at

19NB :
e Si F estune primitive de f sur un intervalle I alors les primitives de f sur [ sont de la forme F + cste (réelle si f est réelle et
complexe si f est complexe .

e SiF estune primitive de f sur les intervalles disjoints I et ] alors les primitives de f sur I U J sont de la forme F +
csteysurl et F + cste, sur ] .

e Si F estune primitive de f et G est une primitive de g sur un méme intervalle I et @ et 8 sont deux constantes alors aF +
BG est une primitive de af + g sur unintervalle [.

20lllustration :

THEOREME FONDAMENTAL
t=15 4%
z= 14_5 aire hachurée=F(x0)

B ——— aire pleine=F(x)
’ aire damier=F(x)-F(x0)

Lorsque x tend vers x0, f(x) tend vers f(x0) et la surface damier peut étre assimjlée

a un rectangle de base x-x0 et de hauteur f(x0) , autrement dit F(x)-F(x0)~ (x-xQ)f(x0) .

Donc quand x=x0, le taux d'accroisg%rr ent de F en x0 est presque égal a f(x0).

21
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21Exemple : Calculons lim — [~ e’ dt.
x-1x—-17Y1

Posons f(t) = etz.f est continue sur R donc le théoreme fondamental de I'intégration assure que F: (x = flx etzdt) est la primitive de f sur

R quis’annule en 1. Alors Vx # 1x—i1f1x et’dt = x—il (Fo)-F(D) = % est le taux d’accroissement de F en 1 et comme F est

dérivableen 1 et F'(1) = f(1) = e, je peux conclure que : lquﬁflx etdt =e.
xX— -

23Exemples : Calculons I=f01 21— xdx
folx\/1—xdx =f1—(1—x— DV — xdx = fl—(l—x)v1—xdx+f01\/1 — xdx = fl—(l—x)gdx—fl—(l—x)édx =

0 0 0 0

u’ (x)u(x)g u' (x)u(x)z
5 3 2 2 _ 4
1 [—(1—)6)2—5(1—36)2 —;—E—l—s
Calculons I=[# cos(2x) sin (3x)dx
" LINEARISATION T Gin(5x)—sin(—x) |z
Ji cos(2x) sin(3x) dx = fo‘*fdx = Ef(f sin(5x) + sin(x) dx =

cos(a) sin(b)=

cos(x)F _Z_V2 3
0

sin(a+b)-sin(a-b)
2

[I—; cos(5x) —

1 1 3
2 20 2 T0tzTs T
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2 s e .
O Vvt € [e,e?],In(t) = 1donc, f est définie et continue sur le

Soit B un réel . Calculons I=f:2t(l:ﬁ. Soit f définie par: f(t) =

segment [e, e?] et I existe bien . On a alors :

1 _p1¢ . 1
— (@) # 1 (L(1-2Bysig#1
f:; t(l:(tt))ﬁ = f:; % (ln(t))_ﬁ dt = [1_ﬁ( n(®) ]ez stp = {1_3( )sip# .

o w0 weo | (@))% sif=1 (@ sif=1
avec a=-p s'integre en
et u(t)=In (t) {%ﬂu(t)“*‘lsi a#—1
Inju(t)| sia=-1
x3 et - 2e® _ e
Montrons que H: (x SN Tdt) est dérivable sur R* et Vx € R*, H'(x) = 3x* — — —.

Posons f(t) = e?t.f est continue sur R*donc sur chaque intervalle R** et R™*. Par conséquent, le théoréme fondamental assure que f admet
une primitive F; sur R**et une primitive F, sur R**.

Prenons x > 0. Alors x3 > 0 donc le segment d’extrémités x et x3 est inclus dans I'intervalle R**. Par conséquent, H(x) existe et d’aprés le
théoréme fondamental de calcul intégral, Vx > 0, H(x) = F; (x3) — F;(x). Comme Fjest et (x = x3) sont aussi dérivables sur R** et Vx >

0,x3 >0, (x = F;(x3)) est aussi dérivable sur R** et j'en conclus que, H est aussi dérivable sur R** et Vx € R**, H'(x) = 3x2F/) —
3
(x) _ _ e* e*
Fl —3x2f(x3)—f(x)—3x2F—?

Prenons x < 0. Alors x3 < 0 donc le segment d’extrémités x et x3 est inclus dans l'intervalle R™*. Par conséquent, H(x) existe et d’apres le
théoréme fondamental de calcul intégral, H(x) = F;(x3) — F; (x).
Comme Fjest et (x = x%) sont aussi dérivables sur R™ et Vx < 0,x3 < 0, (x = F;(x3)) est aussi dérivable sur R™* et j’en conclus que, H

x3 X
est aussi dérivable sur R™ et Vx € R™, H'(x) = 3x2F,'(x3) — F{(x) = 3x%f(x3) — f(x) = 3x? ‘;—3 -

X

25NB : u et v jouent le méme rdle : on a aussi f: u(t)v'(t)dt = [u(t)v(t)]h - f: u'(Hv(t)dt .

26Exemple : Calculons I = f: t%sin (t)dt. Soit f définie par : f(t) = t? sin(t). f est continue sur [0, 7] donc I existe. Et,

T

I= f: tj sin(t) dt = [tz (—cos(t))] - f: 2t (—cos(t))dt =m?+2 f: tcos(t)dt .

o PP e ¢ —_—

u(t) v'(t) W)=t PP coS(E) u(t) v(t) 0 u'(t) v(t) 7
u'(£)=1,v' (t)=sin(t)
T
De méme, | = f: ¢t cos(t)dt = [ ¢ sin(t)] - f: 1 sin(t)dt = —f: sin(t) dt. Donc, J = [cos (£)]F=(—-1—1) = -2
a(t) B'(t) a(t):t,[li’F(,S=SlN(t) a(®) gy Iy a'(t) B

a'(t)=1,B"(t)=cos(t)
et I =m?—4. «Contrdle gualité » : Vt € [0,7], t?sin (t) = 0 donc par la propriété de positivité , I > 0 OK !! ....

27Application a la recherche d’une primitive de In : [n est continue sur R** . Donc, F: (x » flxln(t) dt) est une primitive de In . Soit
x € R**. Calculons F(x) =f1x In(t) dt (pour obtenir une expression de F sans intégrale)et pour cela, appliquons le TIPP avec u(t) = In(t) et
v(t) =t.u et vsontdeclasse C! sur R**.
X X
F(x) = f In(t) dt = f 1 In() dt = [¢ x In()]f - f
1 1

IPP 1
F(x) = xin(x) — x + 1. Ainsi, H : (x = xIn(x) — x + 1) est une primitive de In sur R**.

Donc G = F — 1 est aussi une primitive de In.Ainsi, IG : (x > xIn(x) — x) est une primitive de In sur R*™. I

Vérification : G'(x) = In(x) + x X — 1 = In(x) OK !

X

1 X
£ x ¢ dt = xln(x) - ] 1dt = xin(x) — [£]
1

-1
29NB : souvent @ est bijective et ff f(x)dx = ff_l(g)f(tp(t))go’(t)dt .

\_/
x=¢()et t= @ 1(x)
dx = ¢'(t)dt etdt = (=) (x)dx
x=aot=¢ Y (a)
x=Bet=90"(B)




30Exemple: Calculons [ = fo h( 5

.Vx € R,ch(x) = 1 donc ch(x) # 0.Donc f est continue sur [0,1] et I existe . Alors,

en effectuant le changement de variable t = e*

Soit f définie par: f(x) =

h( )’
_ 1l dx _ 1 2dx _ 1 e*dx _ e dt _ e _ =
= = Jy pn s Jy i s I =7 = 2lArctan(D)]f = 2Arctan(e) — 3.
x=In(t)i.e.t=e*
dx=%dt i.edt=eXdx
x=0ot=1
x=1ot=e
Calculonsfo1 V1 —u?du
™ ™ ™ LINEARISATION
f01V1 —u2du = fOE 1 — (sinf)? cos(6) d = [2+/cos? cos(0) d = fg cos?(0)do = f‘% do
u=sin(0) ' cos(268)=2cos?(0)—-1
du=cos(0)d6
u=060=0
u—lc»é):"
2L T
= [51n(26) + 0] = Sm( )+ z =2 |lustration !l
2 2 4
o B . A 1 1 1
31Application a la recherche d’ une primitive de (x — m) ,(x > T (x> \/ﬁ) telquea > 0

1 _1x 1

x
Vx,f_ e dt =) (5)2+1 dt z, @l u2+1 adu = —Arctan (a) + cste . Avec le méme principe : Vx €] — a; a[,
a u:;
adu=dt
t=0=u=0
t=xou=—
x 1 x 1 1.2 1
——dt =) ——=dt = -—|a =adu = Arcsin )+cste
-[ /az—t2 f a 1_(5)2 \-Jl a’. Vi-u (
a u=—
adu=dt
t=0cu=0
t=xeu=—
X 1 1 x
Ethf \/Z_Hd =] ——=dt = ~Ji==adu=1In <—+ (;) +1>+cste
a 1+(E) u=t
adu=dt
t=0=u=0
t=xou=,
vx € [-1;1], [*VI—uZdu = fArcsm(x) 1 — (sinf)2 cos(f) df = fArcsm(x) cos*0 cos(0) do =
’ u=sin(0) ' '
du=cos(0)do
u=060=0
u=x&0=Arcsin(x)
. . Arcsin(x) i ; 2 i
J-Arcsm(x) Cosz(e)dezf/lrcsm(x) cos(226)+1 do=1 [sm(z@) 9] _sm(ZAr:sm(x)) + Arcszm(x) + cste = xy1—x +2Arcsm(x) + cste
x xy a>—x*+aArcsin(
Alors, Vx € [—a; a], fx a? —tdt = afx 1-— (E) 2dt = g2 an\/1 —u?du = —@+ cste.
. . a ujﬁ 2
adu=dt
t=0=u=0
t=xeu=>

31bisApplication aux intégrales de fonctions paires, impaires ou périodigues :

Si f est continue sur I'intervalle I et impaire sur [ alors pour tout réel a € I, f_aaf(t)dt =0
Si f est continue sur I'intervalle I et paire alors pour tout réel a € I, fa f)dt =2 faf(t)dt
Si f est continue sur R et T-périodique alors pour tous réels a et b f f(t)dt = fb+Tf(t)dt et f f®)dt = |,

Supposons f impaire et continue sur [ et a € I.
[o f@®dt = [° f@©dt+ [ f©)dt = [7f(-u)(—du)+ [ fO)dt = [ —f@)(-du)+ [} f(t)dt
cv car

X=-u

a+T

f®)dt

F I

impaire

=fﬂmw+LGMM=—L?mw+L3mm=u

2. Supposons f paire et continue sur [ et a € I.

f_aaf(t)dt = f_(;f(t)dt+ Laf(t)dtxguf f(—w)(—du) +f f(®)dt ;E:;‘t -Lof(u)(—du) + foaf(t)dt = foaf(u)du + foaf(t)dt = Zfoaf(t)dt.
paire

3. Supposons fest continue sur R et T-périodique. Soit deux réels aet b .

[fwde = [PUfa-nde = 2T fGdu et f) f(0)de = [ F©de+ (ST F(©de+ [ f(0de = [ fOde - [T (e +
cv car f

u=t+T est T—-périodique
du=dt
a+T a+T

LT fwde= [T f(t)ae

=0d'apresce quiprécede



Il Méthodes de calcul intégral

32Nous cherchons a calculer I = f: f®)dt

A. ustifier que I existe ....

Si f est continue sur le segment [a, b] alors I existe.
Si f est continue sur le segment ]a, b] et f a une limite finie en a alors I existe.
Si f est continue sur le segment ]a, b[ et f a une limite finie en a et une limite finie en b alors I existe.
B. Observer la forme de fet travailler en conséquence ....
33FORME SIMPLE QUE L'ON PEUT INTEGRER DIRECTEMENT :

Expression de f

Une Primitive usuelle de f

Exemple

exp(ax + b)

1
—exp(ax + b)
a

exp ((ai + b)x)

exp((ai + b)x)

ai+b
! 11 |ax + b|
ax+b a n (jax )
In(x) xIn(x) — x
1
cos(ax +b) - sin(ax + b)
i -1
sin(ax + b) 7cos(ax +b)
1
ch(ax + b) Esh(ax +b)
1
sh(ax + b) ; ch(ax + b)
1 1 X
i d aArctan (E)
tan (x) —In|cos (x)|
2 __ 1 t
1+ tan“x (= Cosz(x)) an(x)
x%telque ¢ €ER xa+l
sia+—1
a+1
In(|x]) sia=-1
1 In (x +x% + 1)
x2+1
1 In(x++/x2-1)
x2—1
1 Arcsin(x)
V1 —x?
1 Arctan(x)
x2+1
! a+1l 2
u'(u)*tga # -1 u(x) (x - ln(zx) ) est une primitive de (x - M) sur R™*
a+1 . x
u'x) _ u(x)~ ¢+ 1 L sh(3x)
e = U u)™ @ tqa #1 Ea)+ - (x - 73(1“}1(3;‘))) est une primitive de (x - 7(1“}1(3)‘))2) sur
R.
u'(x) In (Ju()1) —In|cos| est une primitive de tan sur ]—g,g[
u(x) ] ]
u'(x)e™ e (x = cos(x) es"™¥)) est une primitive de e sur —%,g .
u' (x)sin (u(x)) —cos (u(x))
u'(x)cos (u(x)) sin (u(x))
u'(x) sh(u(x)) ch(u(x))
u'(x) ch(u(x)) sh(u(x))
u'(x) tan (u(x))
——— = ()(1 + tan?
ot () — O+ tan? (u(x)
u'(ax + b) u(ax + b)
a
u'(x0) X v'(u(x)) v(u(x))




34 FORME PLUS COMPLIQUEE POUR LAQUELLE ON DOIT TRAVAILLER :
» Transformer I’expression (linéarisation, décomposition en éléments simples , « bidouilles »)

» Faire une ou des IPP

» Faire un changement de variables ....

f(x) Méthode pour intégrer f Exemple
sin?(px) ou cos?(px) OBIJECTIF : faire apparaitre des termes de la forme cos(mx). o , (T
p réel Pour cela : Linéariser avec la formule de trigo : 0 stn (Ex) dx
cos(2a) = 1 — 2sin*(a) = 2cos*(a) — 1
cos(px) cos (mx) OBJECTIF : faire apparaitre une somme de termes de la forme cos(mx).| (" (vx) d
p,mréels Pour cela :Linéariser avec la formule de trigo : i sl sk ek
cos(a+ b) + cos(a—b 2
cos (a)cos (b) = ( ) > ( ) 61 G ) E 1Y
sin(px) sin(mx) OBJECTIF : faire apparaitre une somme des termes de la forme cos(x). Pour
p,mréels cela :Linéariser avec la formule de trigo :
i ; cos(a —b) — cos(a + b)
sin (a)sin(b) = >
sin(px) cos (mx) OBIJECTIF : faire apparaitre une somme des termes de la forme sin(mx).
p,mréels Pour cela :
Linéariser avec la formule de trigo :
i sin(a + b) + sin(a — b)
sin (a)cos (b) = >
cos*(px) sin'(px) OBJECTIF : faire apparaitre une somme de termes de la forme u’ (x)u(x)?. * 5(6)dt
Avecp réel Pour cela : _ st

k et | entiers naturels et
k = 2n + 1 impair (ou [ impair)

Ecrire cos?™*1(px) = (cos?(px))™ cos (px)

Utiliser la formule de trigo cos?(a) + sin?(a) =1 :

f(x) = sint(px) (1 - sin®*(px))" cos (px)

Développer avec la FBN et reconnaitre une somme de termes de la forme
u' ()u(x)?

Sil = 2n + 1 alors idem en échangeant sin et cos.

cos®(px) sin' (mx)
avec p, mréels
k et | entiers naturels

OBJECTIF: faire apparaitre une somme de termes de la forme
cos(dx)ou sin(dx).
Linéariser avec les formules Euler et binome de Newton :
eipx+e—ipx k eipx_e—ipx l

—) (=) =
Développer dans chaque parenthése avec la formule du binome de Newton
Développer le produit des deux parentheses

Regrouper les exponentielles imaginaires deux a deux conjuguées

cos*(px) sint(mx) = (

ch*(px) sh!(mx)

p, mréels avec k ou [l entiers nature]

OBJECTIF : faire apparaitre une somme de termes de la forme e?*. Pour
cela : remplacer ch et sh par leur expression en fonction d’exponentielles
réelles et tout développer.( on peut si k ou | impairs appliquer la méme
méthode qu’au 5)

1
f ch(3x)sh?(x)e *dx
0

P(x)In(x) OBJECTIF : faire apparaitre une fraction que I’on sait intégrer . Pour cela : %
P(x) Arctan(mx) IPP en intégrant P(x) et dérivant I'autre facteur In(x) , Arctan(x) f (1 — 3x?)In*(x)dx
le:u'(x) = P(x) et v(x) = In(x) 3
P(x)Arcsin(mx) IPP en intégrant P(x) et dérivant I’Arcsin(mx) 3
P(x)Arccos(mx) le:w'(x) = P(x) et v(x) = Arcsin(mx) f x%Arccos(2x)dx
(P polynomiale, m réel) OU BIEN CV : u = sin(x) (resp.ou u = cos(x)) pour se ramnener a une o
forme ci-dessous f xArcsin(x)dx
-1

P(x)e™
P(x)cos(mx), P(x)sin(mx)
P(x)ch(mx), P(x)sh(mx)
(mréel, P polynomiale)

OBIJECTIF : faire baisser le degré du polyndme jusqu’a obtenir une
constante.

Des IPP en dérivant P(x)etintégrant I'autre facteur

exp(mx), cos(mx)ou ...

Autant d’IPP que le degré de P jusqua obtenir un polyndme constant .

1
j (2x% — x + 3)e dx
0

sin(px)e™*
cos(px)e™*

OBJECTIF : obtenir une relation de la forme I = al + b. Pour cela:
Deux IPP en dérivant le sin (ou cos)et en intégrant l'exponentielle
Retrouver I'intégrale de départ et résoudre I = b + al

OBJECTIF : obtenir une intégrande de la forme e(“*d*, pour cela :

Passer en complexe sin(px)e™* = Im(e™*®)*) donc une primitive de
e(m+ip)x e(m+ip)x>

sin(px)e™* est Im( ) . Il reste a trouver Im(

m+ip m+ip

T
f sin (4x)e3*dx
0

sinP (x)e™*
cosP(x)e™*

On linéarise sin?(x) puis on applique la méthode précédente




sh(px)e™* On peut tout mettre sous forme exponentielle ! (ou faire comme
shP(x)e™* précédemment avec sin et cos)
ch(px)e™*
chP(x)e™
D 2 e Q polynomiale On décompose en éléments simples puis on intégre chaque élément 0
o) simple comme suit ... 1= 2x
X
_t Reconnaitre la forme - d
u(x) Frr— L
() e+ 6t —
J 343t— 1
, t24t + t
1 Reconnaitre la forme u'(x)u"(x).
avecn = 2 (x) ) J ————dt
(x— a)" 9t2+6t+1
1
. avec a®— 4b < 0 OBIJECTIF : faire apparaitre1:7 a intégrer . Pour cela :
X +ax+b ) x+/3’2 it +t+1
Ecrire x% + ax + b sous sa forme canonique a[(T) + 1]
Faire le changement de variable t = #
cx+d x+a 1 1 1-3t
e T— OBJECTIF : écrire f(x) souslaforme A X --———+ B X ———— . f _ dt
aveca®* —4b <0 u' (x) une des ot +2t+2
u(x) formes
précédentes
Pour cela, écrire cx + d = %(Zx +a)+ (d — %)
Distribuer le dénominateur sur ces deux termes.
1 OBIJECTIF : Obtenir une relation entre I,, = f —dxetl, ; =
EEn 1 el e
z . n z 0
OU n entier naturel supérieur a 2 fwmdx pour obtenir une relation entre I,et I, = fwmdx
Dé (1+xH)—x* 1 _x % 2x
CCOMPOSEr = ainyn = Gzepyn1 2 @Epn
u(x) vi1(x)
Faire une IPP pour intégrer u(x)v’(x)
Faire apparaitre une relation I, = A X I,,_4 + B X [, .
En déduire I,, en fonctionde I,,_,.Puis I,,_sen fonctionde I,,_, (...)
EXEMPLES

,ou a, b, c réels et a non nul.

35Méthode pour intégrer les fonctions de la forme f(x) = m

Posons Q(x) = ax? + bx + ¢

1°"cas: Ag= 0 i.e. Q est un carré . Cherchons une primitive de f:x » ———
9x“+6x+1

f est continue sur Df = R\{— %} ; donc sur tout intervalle inclus dans Df, f admet des primitives. Et, sur chacun de ces

intervalles, on a:

1 1 1 3 1 -1
| ———dx=] > dx = =f sdx >+ cste.
xX“+6x+ X+ X+ +
9 6x+1 3x+1 3 3x+1 T 3(3x+1
Pt - -
de la forme u' (x)u(x)~2 je fais appariatre ce facteur
aun facteur cst pres. et je compense

2%"cas : Ap> 0 i. e. Q se factorise en deux facteurs de degré 1 a racines réelles distinctes. Cherchons une primitive de f : x —
1

x2+6x-7

f est continue sur Df = R\{—=7; 1} ; donc sur tout intervalle inclus dans Df, f admet des primitives.

1 1 1
Vx € Df, 2+6x = oD 8 [(x—l) (x+7)] Donc, sur chaque intervalle inclus dans Df, les primitives de f sont les

fonctions de la forme (x - lln |x—_1 + cste).
8 x+7

surlR.

, . . o 1
2°"cas : Ag< 0 i.e. Q n’a pas de racines réelles . Cherchons les primitives de f : x - rarta

f est continue sur Df = R ; donc sur tout intervalle, f admet des primitives et F: (x ~ f ————dt) est la primitive de f sur R qui

t2+3t+4-
s’annule en 0.

weR,tugtH:(t+;)2_g+4=(t+;)2+g=g[§(t+g)2+1]=§[(%(t+g))2+1] [(% +1]



2x+3 2x+3 2x+3

S O s P R = AT L T2 =2 V7
Donc,VxE]R,F(x)—fOzﬁ2 1dt—7f0 o 1dt = -Js u2+12dt_ﬁfi 2+1dt [Arctan(u)]i
4( V7 ) + ( N ) + cv V7 V7 7

_2x+3

s

Arctan( NG ) + cste.
Les primitives de f sur R sont alors toutes les fonctions de la forme (x = —Arctan( 7 ) + c) tq c cste réelle.
ux+v

36Méthode pour intégrer les fonctions de la forme f(x) = ,oua,b,c u,vréels et a, unon nuls et

Q(x)=ax2+bx+cthQ=b2—4ac<0

ax?+bx+c

Cherchons les primitives de f : x = —— JsurR.
2x
Ay< 0.Par conséquent, f est continue sur Df = R ; donc sur tout intervalle, f admet des primitives et F: (x + fox thz__stil dt)
5 5
L o _2-5¢t 2= (4&t-D)-7 5 (4t-1) 3 1 .
est la primitive de f sur R quis’annuleen 0. Vt € R, f(t) = et = aroril = aziz—ian T azzoa - Done, puisque g et
g(®) h(t)
h sont continues sur IR
x (4t—1) 3x 1 __5 2 3
Vx €R,F(x) = o e dt i) s dt = —;nl2x® —x + 1] + S H(x).

H(x)
Ensuite pour calculer H(x) , il faut appliquer la méthode illustrée précédemment . Ici, A< 0.

VtER,ZtZ—t+1=2[t2—§+ﬂ =2[(t—i)2—g+ ]—2[(t—i)2+%] =%[<%(t—%>>2+1] :g[(%)2+1].

4x
Donc, H(x) = fo th —d —f o= 1) ” ——dt = —fi u2+17du = fArctan (4’\‘/_1) + \/_Arctan (\/—)

o _ s _ 3.2 ax-1\ , 3 2 1
Ainsi, F(x) = 4ln|2x x+1|+4xﬁArctan( N )+4><\/_Arctan(ﬁ).

Les primitives de f sur R sont toutes les fonctions de la forme : (x - ——ln|2x —x+1|+—= Arctan( NG ) + cste)

247

P(x)

—rbeie ,0u a, b, c réels et a non nul et P polynomiale de degré

37 Méthode pour intégrer les fonctions de la forme f(x) =
supérieur ou égal a 2
Posons Q(x) = ax? + bx + ¢ . Quel soit le signe de Ay, on commence par décomposer f en éléments simples puis on integre
chaque éléments simples :

e unélément simple de premiéere espéce s’integre directement ( on en connait une primitive)

e un élément simple de deuxieme espéce s’intégre avec les méthodes précédents

-1 1-2t*
Caleulons | = [ ——
f(®
vt € R,Q(t) = t? — 2t — 15 = (t — 5)(t + 3). Par conséquent, f est continue sur Df = R\{—3,5} donc sur [-1 ;1]. Ainsi,

I existe.

—2tt 41 t2 — 2t —15
—(=2t*+4t3 + 30t | —————— 1-2¢%  _ (¢2-2t-15)(-2t2-4t-38)-136t-569 _ _, 5 . :
: 4t3 —30t%2 +1 ) —2t? —4t—38 Alors,vt € [-1;1], (1) = tz 2t-15 t2-2t-15 = -2t 6t — 48 +
- - _ 1249 161
—(—4t3 + 8t2 + 60¢t) F(t) = —2t2— 4t — 38— =855 _ 42438 |2 — 5|,
(t=5)(t+3) t-5 t+3
—38t2 - 60t +1 -1
—(—38t2 + 76t + 570) Donc, I = [—§t3 —38t—@ln|t—5|+£ln|t+3|]
—136t — 569
Ainsi, [ =2 -2 +38 - 22 | |+ﬂz || By, ||+ﬂl | |=E+1361n(2)—ﬂln(3)+2721n(2)

IV Méthodes pour trouver une primitve

38Nous cherchons une primitive de f sur I'intervalle I (ou toutes les primitives de f sur I):une primitive de f est est souvent
notée [ f(x)dx. Vous trouverez des calculs de primitives utilisant cette notation. Pour ma part, je vais revenir a un calcul
d’intégral classique en suivant la méthode suivante :
A. lustifier que f admet une primitive sur cet intervalle I .... Si f est continue sur l'intervalle I , alors f admet des
primitives sur I.
B. Regarder laformede f:
» Ou bien je reconnais dans I'expression de f une dérivée usuelle (tableau 1).



» Ou bien je peux transformer f ( par linéarisation ou « bidouille » ou décomposition en éléments simples) afin de
I’écrire f comme une somme de fonctions dont je connais une primitive . Dans le tableau 2, cela correspondant
aux cas ne nécessitant ni IPP ni de CV .

» Ou bien le calcul d’'une intégrale de f nécessite IPP ou CV (cf tableau2). Dans ce cas,

= Je choisis un élément a dans | et j'introduis F: I —» R, définie par: F(x) = f;f(t)dt.
= ) invoque le cours pour affirmer que F est une primitive de f sur| .
= Jecalcule F(x) avec les méthodes du tableau précédent .

In (x)
x(1+(n(x))?)’
f est continue sur I =]0,+o[ donc f admet une primitive sur I'intervalle I.
foy =1 e

= @)D — 2 TRy " . Donc les primitives de f sur I sont les fonctions de la forme : (x =

;ln(l + (In(x))?) + ¢) tq c constante réelle.

39Exemple : Cherchons une primitive de f(x) =

Exemple : Cherchons une primitive de f(x) = \/%

f est continue sur [ =] 2 , +oo[ donc f admet une primitive sur I'intervalle I.

_( )(1 3x)+
= e VI +§W

=leaa- 3x)z — le3)a- 3%)7z.

u’(x)u(x)% u’(x)u(x)_%

vx el f(x) =

3 1
Donc F: <x - é (1_§x)2 - (1_fx)z> est une primitive de f sur I.

3 9 1
2 2

Exemple : Cherchons une primitive de f(x) = x2Arctan(x) sur R.

f est continue sur R donc f admet des primitives sur R.
_x® *t(t?+1) -t

x t3 N
2 — | — - e —
f t?Arctan(t)dt = [3 Arctan(t)] J’ 30+ t2) =3 — Arctan(x) — 3 a+od dt

_F prctan() 1fxt L2t ® ctanto - L[E 1(1+ 2)| 4 est
—3 rctan(x 3 2(1+t2) —3 rctan\x 3 2 n X cSste.

3
Les primitives de f sur R sont les fonctions de la forme (x » %Arctan(x) - %xz + %ln(l + x2) + ¢) tel que ccste réelle.

2x3+3x—1
x24+x+1 "
Notons N(x) = 2x3 +3x —let D(x) = x?2+x + 1.Ap< 0. Donc Df = R et f est continue sur |' intervalle R. Par conséquent,

f admet des primitives sur Ret F: (x » foxf(t)dt) est celle qui s’annule en 0. Cherchons une expression de F en calculant

Exemple : Cherchons une primitive de f(x) =

x 2t3F3t-1
FQ) = f t2+t+1
e Effectuons la division euclidienne de N par D :
—(2t3 + 2t2 + 2¢) ot
—2t24¢t—1 Donc, 2t3 +3t—1=(t>+t+ 1)(2t—2) + 3t + 1.
—(—2t?2-2t-2)
3t+1
Et par conséquent,
(t2+t+1)(2t-2)+3t+1 _ 3t+1 _ 3(2t+1) _ 3(2t+41) 1 1
VEER, f(t) t2+t+1 =Q@t-D+7 t2+t+1 =2t -2) + t2+t+1 w+ 2824041 2 (24t+1
e 9(t) n(t)
*(Q, g et h sont continues sur R donc, Vx € R F(x) = fx Q(tdt + gf_xg(t)dt - %fx h(t)dt
H(x)

3 1
F(x)=x%— 2x+§ln(x2 +x+1) —EH(x).

«Calcul de H(x): Vt € R t2 +t+ 1= (t+l)2—%+1 = (t+%)2+%=z[§(t+%)2+1] =2[(%)2+1]

H@) = [ ote—dt =2 [ de L B 2 E gy
: %[(2%1) +] : [(2t+1) +1] 7 37 [u?+1] 2 V3o [u?+1]
v

-2 ]
du—\/gdt et dt= 2 du

Ll

2x+1

H(x) = % [Arctan(u)] V3 [Arctan( ) + cste [Arctan( ) + cste]

V3 ] V3 V3



eAinsi, Vx € R,

Arctan 2xtl
F(x) =x?—-2x +§1n(x2 +x+1) —%%[Arctan(%) + cste] =x?—-2x +§ln(x2 +x+1)— \/é ¥3 ) + cste .
3 Arctan(zf/il)
*Ainsi les primitives de f sur R sont toutes les fonctions de la forme (x » x% — 2x + Eln(x2 +x+1) - TS + cste).

40 Méthode quand le théoreme d’IPP ou le CV ne peut pas s’appliquer partout : deux exemples
Recherche d’une primitive d’Arcsin

Arcsin est continue sur [—1,1] . Donc, F: (x » fox Arcsin(t) dt) est une primitive de Arcsin .

Calculons F(x) = fox Arcsin(t) dt. Je souhaite appliquer le TIPP avec u(t) = Arcsin(t) et v(t) = t . u’ n’étant définie et

continue que sur] — 1,1[, je vais fixer x €] — 1,1[ . Alors, F(x) = fox 1 X Arcsin(t) dt = [t X Arcsin(t)]f — f; dt . Donc,V

t
1-t2
-2t
Vi1-t2

F(1) = lir{l_ F(x) = 111{1_ xArcsin(x) +V1—x2—1= g— 1.l1dem en—1.
X— xX—
Ainsi, V x € [-1,1], F(x) = xArcsin(x) + V1 — x2 — 1.
Posons G = F — 1. Alors, G : (x - xArcsin(x) + V1 — x2) est une autre primitive ( plus simple) de Arcsin sur [—1,1].
Rque : G étant une primitive de Arcsin sur [-1,1], G est alors dérivable en —1 et en 1 (ce qui n’est pas évident lorsqu’on regarde

son expression contenant Arcsin et Vx2 — 1 non dérivables nien 1 et nien -1) et G'(1) = Arcsin(1) = %et G(-1) = —%.

Calcul de [ = [ tin(t)dt .

dt = xArcsin(x) + V1 — x2 — 1. De plus, F est continue en 1 et en -1; donc,

x €] — L1, F(x) = xArcsin(x) +% flx

tin(t)sit €]0,1]

O0sit=0
Calcul : la méthode préconisée pour intégrer le produit d’un polyndme et d’un logarithme est I'intégration par parties en posant
u(t) = une primitive du polynéme et v(t) = In(t). Mais v = In n’est pas dérivable sur [0,1], donc je ne peux pas appliquer le
TIPP sur [0,1] mais je peux I'appliquer sur [x, 1] avec x €]0,1] .

Existence : Posons f: (t - { ) f est continue sur [0,1] ; donc, [ = folf(t)dt existe .

Posons F: (x = flx tin(t)dt) une primitive de f sur [0,1] (d’aprés le théoréme fondamental).
Alors I = F(1) — F(0) = —F(0) . Or F est continue en 0 ; donc, F(0) = lirglJr F(x). De plus,Vx €]0,1],
X

x t2 x xt?2 1 x2 1 x x2 1[t2]*
F(x) = [*tn(D)de = [Ein (t)]1 — [FEx2dt =ZIn() - 1 [Ftde =L In(x) - 5[?]1~
u(t)=§ et v(t)=In(t)
Clsur [x,1]et
u’(t):tetv’(t)=%

x? x% 1 . x? x? 1 1, . 1
Donc, Vx €]0,1], F(x) = 71n(x) -tz Alors, F(0) = xll,%l+?ln(x) - t; =3 Ainsi, I__Z'
Contrdle gualité : sur [0,1] ,tin(t) <0, donc ] < 0. OK!!
41POUR ALLER PLUS LOIN :
VxZ+1ouP(x)VxZ +1 Fairele CV: x = sh(t)
ou P polynomiale. Appliquer les formules de trigo hyperboliques ou remplacer par des exponentielles.
/xz_loup(x) [x2 —1 Fairele CV: x = ch(t)
ou P polynomiale. Appliquer les formules de trigo hyperboliques ou remplacer par des exponentielles

[1— 2% ou POOVI—x2 Faire le CV : x = sin(t) puis linéariser

ou P polynomiale.
2 b . 2 x+B 2
Vx?+ax+ Ecrire x° + ax + b sous la forme [(T) +1]
FaireleCV: t = % pour se ramener 3/t + 1

2
V—x?+ax+b Ecrire —x% + ax + b sous la forme [1 — (ﬂ) ]

14
FaireleCV: t = # pour se ramener ay/ 1 — t2
1 . . 1 1 .. ..
OBIJECTIF : faire apparaitre a intégrer
Vx2+ax+b Ire apparaitre e ot Ja ot eE
2
avec a, b réels Ecrire de x* + ax + b sous la forme canonique [(#) 1]
Faire le changement de variable t = x;—ﬁ
1 . . N s
OBJECTIF : faire apparaitre a intégrer
> PP Vi @ 'Me8
V=x?+4+ax+b B2
avec a,b réels,a* + 4b > 0 Ecrire —x* + ax + b sous la forme [1 — (T) ]

FaireleCV: t =#




; L, . 1 . p
42Méthode pour intégrer les fonctions de la forme T ,oua,b, créels et a non nul.
ax“+bx+c

Suivant le signe de a, en mettant /|a|, on se raméne a intégrer une fonction de la forme g : <x - Tﬂi) ouaetf
X ax

constantes. Ensuite on reconnait une dériver usuelle ou on fait un bon CV.

Calculons I = flz ;2 dx.
4x—x
=9(x)

Donc, I = |

Z;dx:lf;zdx = 1% —Zdu—fl *du—[Arcsm(x)] 1=
' 4[1—(’2—‘—1)2] 2 \11—(’2—‘—1) ui{/_l P g

2
g est continue sur [1,2] donc I existe. 4x —x2 = —[x2 —4x] = —[(x —2)2 —4] =4 [1 - 1(x - 2)2] =4 [1 - (g— 1) ]
T
6

du:%dx
dx=2du
x=lsu=——
x=2u=0
2 1
Calculons I = [ ——dx
YETE
=g(x)
g est continue sur [1,2] donc I existe. Vx € R, x2+ x = (x +-) — [4 — 1] =1 [(Zx +1)? — 1]. Donc,
2 1 2 1 105 1 1 5+2v6
I=[——dx=2[——dx = ff——lau=1f = [In (u+VuZ = D3 = In (32
11 1 /(2x+1)2-1 w293 Juz_12 3 ﬁ 3= 312v3
Z[(2x+1)2-1] &
* u=2x+1
du=2dx
.dx:%du
x=1leu=3
x=2&u=5

43Méthode pour intégrer les fonctions de la forme \/ +x2 4+ 1. (fait en cours)
Recherche d’une primitive de f : (u ~ V1 — u?).

f est continue sur I'intervalle [—1; 1] donc admet des primitives sur cet intervalle et F: (x — fo"vl — u?du) est la primitive sur
cet intervalle qui s’annule en 0.

Arcsin(x)

x Arcsin(x)
vx € [-1;1],F(x) = f V1 —u2du = f V1= (sinB)2cos(0) do = f v cos?6 cos(0) do
0 0 0

comme u€e[—-1,1],
on pose u=sin(0)
T
avec 96[—7 7
ie.0=Arcsin(—x)
du=cos(8)do
u=060=0
u=xe0=Arcsin(x)
_ fArcsin(x) Arcsin(x) cos(26)+1 do=t [

0 s?(0)do=

sin(26) H]Arcsin(x) sin(24rcsin(x)) N Arcsin(x) _ xy1-x*+Arcsin(x)

. o 4 2 2
car cos(8)=0

quand 66[—%%]

x X 1—(E 2+Arcsin(£) \/?‘*‘ 2 gresin(®
Alors, Vx € [~a;a), [, Va2 —t?dt =a [} 1- (2) dt = a Jgvi-utdu _ 28— IaTr e resin(c) .
t

2

a
adu=dt
t=0ou=0

X
t=xou=—
a

Recherche d’une primitive de f : (u = V1 + u2).

f est continue sur I'intervalle R donc admet des primitives sur cet intervalle et F: (x » fox V1 + u?du) est la primitive sur cet
intervalle qui s "annule en 0.

[1+x2
Vx € R,F(x) = [ VI+ w2du = LD T (shO)? ch(B) df =
u=sh(0) i.e.6=In (u+y1+u?)
du=ch(6)deo
u=00=0

u=xe0=In (x+y1+x2)

/ 2 / 2 / 2
fln (x+/1+x2) fln (x+v1+x )Chz(e)d9=fln (x++v1+x%) ch(20)+1 de
0 0 0 2

ch?0 ch(6) do

Donc, f VI 2du = [sh(ZB) + 9]“‘ et 1+x2)=5h(21n (x:\/ 1+x7)) 4 (x+x2/1+x2) _ x\/1+x2+ln2(x+\/1+x2).
0

Recherche d’une primitive de f : (u » VuZ — 1).

f est continue sur les intervalles | — o0, —1] et [1, +oo[ donc admet des primitives sur chacun de ces intervalles et F: (x

f_x1\/u2 — 1du) est la primitive de f sur ] — oo, —1] qui s’annule en -1.



Vx €] -0, —1], " VuZ — 1du = “ ) ohadgy = 1(—sh(0))do =
Comme us<—1,on peut poser u=-ch(6) avec GGJR"
ie. 9:1n(—u+ u2—1)

du=-sh(8)d6
u=-16=0
u:x:)B:ln( x+y/x2— 1)
_foln(—x+\/x2—1)msh(9) do : _ fln( x+/x2-1) hz(e)dﬁ fln( —x+/x2-1 )ch(zzé)) 1d9
car ln(—x+\/x2—1)<0
donc sh(8)<0
In (—x+vx2-1) h(2 In(—x+y/x2- In(—x+v/x2—
=_%[sh(229)_9]n X+ x =_s (2 n( J;+ x 1))+ n( x+2x 1) _ —(x\/3c2—+ln(—x+\/362—))
0 \-vJ
car

sh (ln ((_x +y/x?% — 1)2)) - %(eln((iﬁm)z) - eiln((iﬂm)z)) = % (—x +/x2% — 1)2 - eln<(_x+m)z>

(( x+\/xz—) -

1-x2

)= D) - () ) (4T - (T4 = 2L

44Méthode pour intégrer une fonction de la forme f : (x — vVax? + bx + c).

Suivant le signe de a, en mettant /|a|, on se raméne a intégrer une fonction de la forme g : (x o /tx? + ax + ﬁ) ouaetf
constantes

Calculons I = fol Vx —x2dx.

=g(x)
g est continue sur [0,1] donc [ existe.
2 [v2_ ] EASEEY P __ _ __2 1M1= (25 —
x—x?=—[x —x]——[(x—z) 4]—4 (x [1 x )] J[1—(@x-1)?%]
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Calculons I = fol Vx? —3x +5dx.

=g9(x)
g est continue sur [0,1] donc [ existe.
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