Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques
TD 7 Calcul intégral et un peu plus!

Ex 1 A. Calculer les intégrales I ou primitives F suivantes : @ € R, (n,m) € N?, x € R.

_ In(2) _x 2 1 L
1. I=[_ @ (3e™+ + 1)%dx 9 = flﬁmdx 17. I = [¢ cos (2D)tan (t)dt
Py - X
2. I=flze“(%+ln(u))du 2 s 4 18. F(x) = [~ ch(3t)sh(t)dt
_ fez . 10. F(t) _f. c0s?(32) 4 19. [ = flAriiatrzl(t) dt
@ € xin%(x) 1. I = [3(cos®y +4cos®y — 7) sin(y) dy 20 I—f et sin(et) dt
4. I=[5—2 an 1= o
%f HnInno) 12. [ = [z* (sin(t)°dt 21. 1(x) = [* xsh(tx)dt
5. 1= (1+-x)3%dx * 1,
PP 13. I = [#(sin(3t))2dt 22. 1= [; e*sh(t)dt
6. F(x)=f_\/§+\/—§d9 0 23 I_J-l LA
7. Iy = [ eede 1= fosGomt@os 0o,
8 = fl te3t dt 15. [ = fonsin(nt) sin (mt)dt B )
’ 16. 1 = f;m% ¢ 25. [ = ff% 2 +1In (t)dt
Jcos(2t)+1

B. Idem. On pourra utiliser la parité de Uintégrande et/ou simplifier son expression sur l'intervalle d'intégration.
3 3

1
6. 1=f e—luldu —_ (3 L
» 27. 1= f ln (3+cos(tan (x))) dx

Ex 2 Calculer les intégrales suivantes en appliquant le théoréme d’intégration par parties ou passage en cpxe (ou rien ?)

1. 1= [(5u* + 3)ch(2w)du 6. I=[ t?In(4t)dt
s . 7. 1= [2(3t — t3)sin (4t)dt 1.0 = [] a’e™"/%da
2. I = [%(5t—1)sin®*(2t)dt T E 2
23 5 8. I= fO"/A‘”e‘(sin(t) —cos (t))dt 12.1= f cos (ln(t))dt
3. I= fl In“(y)dy 7 13. 1 = fz @ In(w) dw (on écrira
9. F(y) = [ Arccos(t)dt 1 (1tw?)? €

4. 1= foncos(Zt)e‘tdt

e 10. 1 = [T tsin(t)etdt v = o+ ivas OR b C cstes)
5. 1= [, 2tArctan(t)dt
Ex 3 Calculer les intégrales suivantes :
_ (2.3 _ ¢3 - [t
1. I=[] ;_14tdt 7. 1= [ ——adt 18. 1= fi ot
_ 21-x _ (0 1 2
2. I= f—4 3x—2 dx 8. I= f—S/\/§25+9t2 dt 14. 1= f_ollt_:;d
3. I=[" d 0_x? =
fO (-2 ** 9. I= fl P +1dx 15. I = fo 1 5
a4 1=[""ax 10. 1 = [/ —*—dx ey
: 0 1+2x ’ 1 (x +1)3 16. I = J~0 2—t+t? dt
301 .
5. I= —dt — 1 ¢2-
fz t(:iz :2 5 n= fo 1+t @ 7. 1= fO 2§2+t3-|t-1 dt
R _ — 1 1 3
6. F(0) =" dr 12 1= [ ot 18. 1= [[ 2t
Ex 4 Calculer a ’'aide de changements de variables les intégrales suivantes :
T T[
o 4 o _ _ x 1+t
1. 1= [Ftan*(t)dt CV:x = tan(®) 6. 1= [ eVt =tan(5). 1. 1= fl/z At (CV:t = cos’(x))
— 4 xIn(1+x2) L 5 _(rm dx L
2. 1=, 71\7—2 dx(cv:t=1+x? 7. 1=, Treosign GV £ = tan (@) 12. F(y) = fo —
3. I=J" eV du (cv:x=vu) = [ZLu/i+t
1/2 8. I= fl N dt 13. I, = fo 1+Smxdx (CV:u= tan( ))
4 I—f x*Arccos(x)dx o |1t
9. [= fl/z 1_—tdt (CV: t = cos?(x))
5. I= fE sm(x) (CV: £ = cos(x)) 10. I = f1 ax
0 1+ch(x)

Ex 5 Calculer a 'aide de changements de variables ou pas les intégrales ou primitives suivantes :

1 2t+1 1-5t 1
1. 1= 5t2+t+1dt 6. f"m_ 1. I= [/ V1-1t2dt(CV:t=?)
2
o = 21 7. = fl 01— 0do 12. Ix= Jo V2 —1dt (vt = cha))
3. I=[ (1_2a)7da 8. I=[ (1+30)Y3—2tdt 13. [TV4t> +9dt (CV:t =77)
. - 1
4 1= at 9. 1=f0t\/1—t2dt 4. 1= [21- 4%t

V1 1
t 10. 1= ﬁ 15. 1= [2t%/1 — t3dt
szZﬁdt fO

o



16. I = fl \/de On fera pour cela un bon changement de variable aboutissant a intégrer

1
Py
17. 1 = f_f v —x — x2dx. On fera pour cela un bon changement de variable aboutissant & intégrery 1 — u?.
2

18. I = fab,/(x —a)(b —x)dxoua,b réelstels que a < b. On pourra effectuerleCV: u = x — aTer.
19. [ = [[VeZ—t+ Ldt.
Ex 6 Trouver une primitive des fonctions f suivantes :
1. fi(xw \/x2 - x) 6. f:(x — xArcsin(x)) 1. fi(x o M)
7. f:(x > xcos(2x)e™)
2. fi(x )
(3+2x+x )2017 8‘ f: (x N 1 2) 12 f (x (1+X2)3)
3. fi(xwm m) x(1+ln ) 13. f:(x > e(’”e )
- 9.
b fem B2 o= coswﬁ 18 f:(r e )
5 f_(th—t+1) 10. f:(x Sm( )) 15. f:(xl—>2x)
) 2+t+t2

Ex 7 Avous de jouer, de tenter! 0) Calculer] = fol gArecos(X) gy,

_ dx _ 12 du -
1) Soit I = fn/3 —Smﬂsm @ - Montrer que | = Js o ezy - En déduire lavaleur de .

2) Montrer que f04 In(cosx)dx = [#In (cos (% - x)) dx). En déduire lavaleur de J = [*In(1 + tan (x)) dx

3) Soit f une fonction continue sur [a, b] et telle que : Vx € [a, b], f(a+ b — x) = f(x) . Calculer] = ff xf (x)dx en

J«n xsinx

fonctionde ] = f;f(x)dx .Application : Calculer I, =

!
—dx (CV: u =77 ou forme connue -2 )
0 1+cos*x 1+u?(x)

4) Déterminer une primitive de f: (x = cos(x) In(1 + cos(x))) sur]—m, 7r[ On pourra faire une IPP.

5) Soit ] = fl (1 + )Arctan(x)dx Montrer, en effectuantle CV u = —,que I'=> 12 1:; du — I. Endéduire I.

6) Déterminer toutes les primitives de f : (x On pourra effectuer le CV : u = tan(x).

1
b))
2+sin?(x)

14712 In (v5-2) ch?(t) 1 V5-2 1 2

7) Soit I = f_ ~——dr .Montrerque I = fln(ﬁ—1) o dt=-[s  1-5+—= —u—du En déduire I .
o . 4 f(9-x)
8) Soit f:[5,7] —» R continue . Calculer I = fz DG
z cos (t) dt = g sin (u) du = T
9) Montrer que fﬁz cos(t)+sin (t) t= 0 sin (w)+cos (u) u= 4
* _ 1 1

Ex8Vvn € N* ,onposel, = Nerran dt.

1. Etablirunerelationentrel, et I, ;4.

1 1 1
2. Endéduirel = fO m t,] = fO (1+t2)3 ———dt etK = fO mdt

3.

Ex9Vn € N, on pose J,, = f;z_r cos™tdt. INTEGRALE DE WALLIS
a. Montrerque: (n + 2)J,2 = (n + 1)J,,. En déduire une expression de J,, a ' aide de factorielles.
b. Montrer que (J,,) est décroissante et minorée donc (J;;) €St .....ceeeveeeeeenen.. .On note L sa limite finie.
c. Montrerque Vn,(n+ 1)/, Jpi1 = g
d. Endéduirequel = 0.

Ex10Vvn € N,on pose I,, = fol(l —t2)"de.
a. Déterminer une expression de [, a l'aide de la formule du binbme .
b. Exprimer I, en fonction de I,,_; . En déduire une autre expression de [,.
c. Donner alors une formule sommatoire .
d. Montrer que (I,,) est convergente .

1 "
Ex 11 Pourtoutn € N ,onpose I, = fo ﬁdt.

a. Calculerly, I;etl,.
b. Etudier la monotonie et la convergence de (I,,). Trouver sa limite.

c. Déterminer la limite quand n — +oo de (nl,,) grace a une IPP. En déduire un équivalent simple de

I, en +oo,

d. Exprimer I, enfonction de I,, et vérifier la cohérence avec les limites obtenues aux questions b et ¢



Ex 12 Pour toutn € N, On pose [, = flex(lnx)ndx.

a. Calculer Iy, I et],.
b. Etablir une relation de récurrence entre I, et I, .
c. Montrer que la suite (I, ) est convergente.

Ex 13 Dérivation de fonctions définies par un intégrale. Limite par taux d’accroissement.
1. Déterminer lim— [*e~tdt .
x—1x-171

2. Soit f une fonction continue sur[0,1]. Calculer lim lfx f(t)dt.

3. F: (x X dt) est une primitive de quelle fonction sur R ?

11+ 5t2
4. MontrerqueF: (x = ffidt> est définie et dérivable sur R*et donner sa dérivée.

X sin (xt)

5. Montrer que la fonction (x v—>f dt)est dérivable sur R et déterminer cette dérivée.

6. Montrerque f: (x - fo Arcsin(\/?)dt + fowszx Arccos(\/f)dt) est constante (par deux méthodes).

Ex 15 Limite par encadrement d’une fonction définie par un intégrale.

1. Déterminer lim f e

x—+o0x—1

2. FEtude de la limite en 0 des fonctions (x > f;x%(t)dt) et (x - f;th(mdt) .

et f(x) = f dt.

Ex 16 Fonction définie par une intégrale Soit ¢(t) = . ln(t)

In (t)
1. Déterminer le domaine de définition et celui de continuité de ¢.
2. Monter que Vx €]0,1[, f (x) existe. Monter que Vx €]1, +oo[, f(x) existe. Ainsi, Dy = D¢ =]0,1[U]1, +oo[.
3. Justifier que ¢ admet une primitive G sur Uintervalle ]0,1[ et une primitive H sur Uintervalle |1, +oo.
4. Soitx €]0,1[. Exprimer f(x) a Uaide de G, x et x. En déduire que f estde classe C* sur]0,1[ et exprimer f'(x) a 'aide
de @, x et x. En déduire les variations de f sur]0,1][.
Faire de méme sur l’intervalle ]1 +oo[.

o (x) <flx) < m En déduire les limites de f en 0.

7. Soitx €]1,+oo[.Montrer que: o (x) <fx) < m En déduire les limites de f en +oo.

8. Soitx €]1,+o[.Montrer que Vt € [x,x2],0 <

6. Soitx €]0,1[.Montrer que:

LI
ln(t)_ Z

En déduire la limite de f en 1*.

9. Fairede mémeen 1~ etconclure.

Ex 17 Un autre fonction définie par un intégrale.

4. Soit f lafonction définie sur R* par: f(x) = f;xmgﬁz).
a. Montrer que f estimpaire.
Etudier les variations de f.
Montrer que : lir(r)1+f(x) =+ et lir+n f(x) =+ .
xX— X—+00

2x et

5. Soit f lafonction définie sur R*par: f(x) = f —dt Montrer que f est strictement croissante sur

R*"et déterminer sa limite en 0 et sa limite en +oo.

Ex 18 Une derniére fonction définie par un intégrale trés différente.
1 e-(1+t?)x

Soit @ la fonction définie par: @(x) = [ —

a. Déterminer Dget calculer @(0).
b. Montrer que :Vx > O,Ee‘zx <P(x) < %e‘x .En déduire la limite de @ en 4o et la branche infinie

Cy en + oo,
c. Faites de méme en —oo,
d. Etudier les variations de @ et représenter son graphe.



