CORRIGE TD Calcul intégral.
Vous pouvez télécharger MAPLE sur vos iphone ou bien utiliser, en ligne, Géogébra
pour vérifier vos résultats .

Ex1
In(2) X In(2) _x _ _x X In(2)
1. =J, @ ( 4+1) =J, @ %€ S+ 6e ++ 1dx = [—18e™2 — 24e ™+ + x]; 10
I=-18 ‘@ 24e 5 +1 () [ 18e 72 — 24052 4 21 (2)] 18 24,18, 20, )
=—18e —24e n(2) — |-18e —24e n =———-——+4+—+——-In
NN
I= —In(2).
\/_ \/_
2. I= flz et (i + ln(u)) du = [In(u) e*)? = In(2) e2.
je reconnais ((p(u)+<p'(u))e"
qui est la dérivée de p(u)et
3. IL=[ —L_ 4
) a— Je xIn%(x) x.
je reconnais
u'(x)u(x)~«
; —rt —a+1 z__1 —a+1 _
Sia # lalorsi, = [_a+1ln e = v [27% 1].
Sia=1alorsl; = [lnlln(x)l]eZ = In(2).
4. I=[% —  dx=[lln{n @)% = Inlln (2)| - In|In(3)| = 1n(””‘2)')
: e3 xIn(x) In(In(x)) 33 ltn(3)|/°
1;(;)) avec u(x)=In(In(x))
_ Lvdr =4 11+ 03 de = 4 1+ 1t = (B)
5. I=[l1+i0%dr=4[110+in dy =4[t (1+10) ]O =) -1
u’ (x)u3(x)
3 1
6. F(x)= fx\/§+id6 = ZxE + 2x2 + cste.
x? eXdt = e* x x2+1 X 241 x2+1
7. I(x)= [ t“e*dt=e* [t dt—e[ t ]Zx x+1( — (2x)**1)
— 3¢ g, — 1 3¢? 11,31 =1 —
8. I—fote dt—6f0 6te dt—6[e ]0—6(e 1)
u!(t)en®
\% 1 d | . v% 1 |Arcsin(\%)| l 1—‘ l 3
S I= f% V1-x2Arcsin(x) x = [In (IAT‘CSlTl(X)D]; =m |Arcsin(§)| = (?) S (E)
1;((;)) avec u(x)=Arcsin(x)
5 ==
10. F(O) = [* cosz(3z) = —f wsz(m dz = tan(3t) + cste
21
11. = [ (cos®y + 4cos®y — 7)sin(y) dy = — fo? (—sin(y) cos5(y) + 4 (—sin(y)) cos®(y) + 7sin(y)> dy = — [%G(y) + 4%4@) -
wMut) u' (Mu3 ()
21T
s___t 1 7,1 — 7 — S
7COS(Y)]0 = —exes 16 21 s 177 = e
31 31 3
12. I = [ (sin(6))°dt = [z* (sin(t))*sin(t) dt = [* (1 - c:osz(t))2 sin(t) dt
a 2 n n
4
2 1 33
I = f sin(t) — 2 sin(t) cos2(¢) + sin(t) cos* (£)dt = [— Cos(t)+§cos3(t)—§coss(t)]n
I s
o1 11 117 1 1 _ o[e0-2043] 1 _
] (B N ERY L5 lz=Ela:
(T 2 _ (>1-cos(6t) _ __51n(6t) +_m 1
13. I = f04(51n(3t)) dt = f0472 dt = [2 - ]0 =St

14. I = [z cos?(2x) sin®(2x)dx = [z cos (2x)cos?(2x) sin®(2x)dx = [z cos (2x)(1 — sin?(2x)) sin®(2x)dx =

%fog 2co0s(2x) sin®(2x) — 2cos (2x)sin®(2x)) dx = %Esiﬂ (2x) — %sing(Zx)]; =0
£EOSReL) SR et o
u’ (0)us (x)

15. [ = fon sin(nt) sin (mt)dt = fon% [cos(nt — mt) — cos (nt + mt)]dt
in= = ("1 =3¢ = L T_=m
Sin=m# 0alors] = fo 2 [1—cos (2nt)]dt = (2) [t 5, sin (Znt)](J =7
Sin=m=0alors = [ 0dt =0.
. 1 1 . 1. "
Sin#malorsn+m#0etn—m=*0etl = (—) [—sm ((n—m)t)) — -sin ((n+m)t))] =0.
2/ ln-m 0

1=fnT Jﬁ% = f,, Zi;nst(t _f ;Zwts(t) [ln(lcos(t)l)]
I= [ln(cos(2 >|>—1n(|COS(7T)|)] \/—[ln( )_l (1)] ln(Z)




sm(t)
os(t)

dt = [sin?(t) + In (|cos (t)|]§ = % +In (‘/_5) =14

2 T
17. 1= fﬁ cos (2t)tan (t)dt = fﬁwdt = J£ 2 cos(t) sin (t) — . Z

cos(t)
Eln(3) —1n(2)

18. F(x) = [* ch(3t)sh(t)dt = f (3t +e 3) (et —e t)dt = fx A4 g2t — g2t oMt = (1 4x _ —gm2x —%ezx + %e““‘) + cste
1 Arctan(t) _ 2 _1(m 2 _nm
19. I = | o odt= [ Arctan (t)]0 = 2(4) =8
u' (H)u(t)
20. | = foletsin(e‘) dt = —fole‘ (—sin(e)) dt = —[cos(e")]} = cos(1) — cos(e).
u'(t)cos'(u(t))
21, J(x) = f01 xsh(tx) dt = [ch(tx)]|iZ5 = ch(x) — 1. Et, I(x) = flx xsh(tx) dt = [ch(tx)]tZ¥= ch(x?) — ch(x).
u'(E)ch! (u(®) u’()ch! (u(t))
_ 2t 1ose_ tg_L[toae_ ¢t _1,3_ 1 _1,1_1.3 1 1
22. I = fe sh(t)dt == f etdt = [e e]O—Ge se—c+ty=ze 2e+3
_ 11 _ L1t 12t 1,1 2 i)
23. I=; o dt = N adt = fo 1+t2dt+—l b Topdt = [Arctan(®)]g + EL[ln(l +tHi==-+i—= .

24. [ = fl e~ gy =f° e lulgy +f e lulgy = fo evdu + fie‘”du =1 _Z_E+ 1=2 —;ou bien on utilise la parité de I'intégrande.
25, [=[Mgy -? ly‘dy+f2/“”dy Le dy+f2/eo = )k=-m(*)=1-2m@).

4/e y 4/e y
z e g z X’ e~ 0 ex’ e R . .
26. I = __md fO m dx + f_gmd% Or, | mtegrande f est impaire. Donc
f(x)
0 eX’—e=¥° = eX’—e=¥° . _
f_gmdx = - 03mdx . Et par conséquent, [ = 0.

Ex 2

IPP
1 ~ | (5u+3)sh(2 1 10ush(2 1
1 I=[ 5u*+3)chu)du = (Sud ;S @) _ N usz( W gy = 4sh(2) =5 [, u sh(2u)du

W g “Fwew ),  Faew £ gt
I = 4sh(2) 5 {[ ch(2u)] [ gy } 4sh(2) - Sch(2) +3 [S"(Z”)] = 45h(2) - 5ch(2) + 2sh(2)
I=2(11e? - 31e7?)
2. I= f?E(St — Dsin®(2t)dt
Linéarizsons sin3(2t) avec les complexes :

3 eit—g-2ity3 1 sit 2t —2it _ ,—6it 1o i 1 3
sin®(2t) = (T) =—g5 e’ = 3e*" + 3e —e ) = —E(ZLsm(6t) — 6isin(2t)) = —Zsm(6t) + Zsm(Zt).

Donc, | = if_gz (5t—1) (3 sin(2t) — sin(6t)) dt
3 () v'(t)

= ( ){[(5t - 1) C05(6t) - —COS(Zt))] - f_" (%cos(6t) - %cos(Zt)) dt}

=(3 SE 1cos(n)—icos V) -(-5Z-1 cos( 2n)——cos —Z)) - isin(61&)—Esin(2t) %n
4 6 6 2 3 3 3 -z
= (%) {( o )(-é =)= (53 1) (G +3) ~ (GsinGm = Fsin (5)) + (FsinC—2m) — Lsin (- 3))}
Q- R )
=B+ () + V3 =+ s FACRE™
3. I=['In*(ydy=[ 1 .In’(y)dy = [yznz(y)]%—ff Y, ZIn()dy
Wl o) u) 755

1 =2In%?(2)-2 flz In(y)dy = 2In?(2) — 2[yln(y) — y]? = 2In?(y) — 4In(2) + 2.

4, |= fon cos(2t)e~tdt = f” Re(e?te~t)dt = Re(fone(”_l)tdt) =Re ([ﬁem_l)t]n) =Re [2:’1 < @i-Dm _ 1)]
= . =
I= Re["2 (e2me ™ — 1)| = Re [ (e — 1)) = 12
5. = f_l 2t3Arctan(t)dt = [gArctan(t)]_l - _f';ljtz dt = - %ff t2—1+—dt

car
t4=(t2-)(t*+1)+1

1| 1 1 4
SlEplogomoiyt,
213 3 4 3 3

3
1=35+1f—1[t——t+Arctan(t)] =24
23 24 2

n
8
2
6. I=[t?In(4)dt =— [’ ln(4t)dt— [ ln(4t)] 2%%dt——gln(8)+§ln(4)+§f12t2dt
u(f) v(t)

22 11312 7 22
I = —?11’1(2)4';[;]1 =;—?ln(2)



(3t-t3)cos (4t)]0
4 T

7. 1= fzo (3t — t3)sin (4t) dt = [_

a2
- fzo —Gostcost) yy 3, 13 %fzo(tz —t) cos(4t) dt.
P v W 2

> 4 8 32

=]
(02 et O o@t-1sin@e) . Z(2t-1)sin(4t)
J= fg (t? —t) cos(4t) dt = [—4 sm(4t)]E fg —, —dt= Jz St

i

_[_@t=1 2cos(4t) (m-1) 1 11 _. 2_ _ T
= [ —cos(4—t)] fz dt = —————+< [4 51n(4t)]0 =-=
DoncI——n—in3+3n 2711—1113
32 416 64 32

8. I=J; ™/* et (sin(t) — cos (t)) dt :f0"/4e‘(lm(e”) — Re(ei))dt = fon/4(lm(e(1+i)t) — Re(e*Dt))dt =Im [fo%e(“i)tdt] -

ks

el 1 = 1 1-i T 1-i  1-i (V2 . T 1-i_ V2 T o1-i

(1“)5]4 =2y _ L el - —(—(1 + l))e4 —— =>"¢s ——, Donc
o 1+i 14i 2 2 2 \2 2 2 2

Re [ﬁe(“i)tdt]. or, ﬁe(l”)‘dt = [Le

1+i
1=1-Leliilon Bl

9. F(y) = fy Arccos(t)dt? Arccos est continue sur [—1,1] donc admet des primitives sur cet intervalle et G: (y — foy 1. Arccos(t)dt) est
la primitive Arccos qui s’annule en 0. Soit y €] — 1,1[.

y
-2t
F(y)=[Y 1 .Arccos(t)dt = t Arccos(t)| — fy = yArccos(y) ——fy — dt
’ u;-(t) v uetlfiont u\a') v(®) 0 ’ J

u’(t)u(t)_%

de classe C*
sur]-1,1] donc
sur So.y

y
F(y) = yArccos(y) — E 2V1 — t2]0 = yArccos(y) —/1 — y? + 1. Comme F et (y = yArccos(y) — /1 — y? + 1) sont continues en 1 et

-1, vy € [-1,1],F(y) = yArccos(y) — /1 — y? + 1. V’en déduis que (y - yArccos(y) — /1 — y? + ¢) tel que c constante réelle est la
forme de toute primitive de Arccos sur [—1,1].

10. | =|[Fesin(®)etdt = Im([) te@+D dr).

IPP 2 T
or, fn t (Dt gy = [L,e(l”)f]n_f” LoDt gy = ™ p(4im _ [(L) e(“i)f]
0 v\(tl) 7,“—)/ 1+i 0 0 1+i 1+i 1+i 0
- _ra-y Tr_(l_‘i)z_fr_ =m0 g i m_qy— _T,m '(E n_1 n_l)
= S € ) (" -1 = e to(e" -1 =—Ze"+i(Je"—Je" —2)
eIt —pmoin—_em
Ainsi, [ =Ze™ —lem 1L
2 2 2

a ) 1 a2  IPP 221! 1 e 1 21! .
11. 1 =[fa’e *Pda=— [ a®> (-a)e zda = — [aze_?] + [, 2ae"2da = —5t+2 [—9_7] =Es=
— e
v(a) u'(a) 0 0
12.1=f 1 1, - cos(n(®) dt = [tcos (n(®)1; - f° t:(— sin(In(t)))dt = 2 cos(In(2)) = 1+ f 1 sin(in(t))dt
u'(t) v(0) 1PP uw'(t) v
I = 2cos(In(2)) — 1 + [tsin (In(£))]? f t= (cos(ln(t)))dt.
15P
I =2 (cos(In(2)) +sin (In(2))) -1 -1
Par conséquent, I = (cos(In(2)) + sin (In(2))) — %

=

Ex3
2 -4 3, (7
Lo 1= dr =2 = ——[ln|1—4t|]1———ln(5).
e e LR S U R R I PR _ ]‘2__3 U (%)
2. I= —4 3x-2 _f 3x-2 _f +33x2 _f +93x de— 3x+9ln(|3x Zl)_4_ 3+9ln 7)
— (" _ _ (1- 2x) ] 111
3. I= J‘0 (1- 2x)7 dx = ( Z)I (1- 2x)7 dx = ( 2)[ 0 T 37 3
P - 2x+1
u/ ()u(x)~7 x_ll 1, 1“_'_13 1 2_'_1 1
6_ 6, 2,5 |[cxP——xt4oxd-——xPt—x——
a. 1=f01x Dx = flﬁlxs—lx4+lx3—ix2+ix—1)—ﬁ( 2 )dx 4oxt PRGN NTe 152 ea
142x o 0\2 4 8 16 32 64/ 128 \2x+1 1
division euclidienne <« —Zx5-1
de x6—1 par 2x+1 12 1
6 5 4 3 2 —— x5 -yt
I= ——"—+"——"—+"——i——1n(|2x+1|)] 2 A
12 20 32 48 64 64 128 T,
I=X-1 14l Sy(3) - EEEEENE 4
12 20 32 48 64 64 32 160 128 g
-3 1 -3 1 - 1,11
5. 1= = S e S LG ettt S
décomposition 8
en éléments _lx31 - ixz
simples 8
1=[—1n(|t|)+§1n(|t—1)|)+§1n(|t+1)|)]_§=—1n() Zin(%)+2In(2) Lo
1 1 5 Ly
—In(3) +In(2) +In(2) — Eln(3) + Eln(Z) = Eln(Z) — Eln(3). lo 327
—%x—l
11
32" 6
1
]
e Ll 1, 1. 1,1 1
x —1—(52: -2 +§x =" +3—2x—a)(2x+1)—a
Pone, £ = (52 = '+ e - et 4 = 2) — 2 ()




6 _ fl 4t-5 _ 113 9
: “Jo (t+1)(t+2) e Jot+2 t+1
décomposition
en éléments
simples
3
I=[13In(|t +2]) = 91In(Jt + DD} = 131n (—) ~91In(2) = 13In(3) — 22In (2)
St(5+3t2)—2t 5 6t 1., 5 241°
7. T J-1s43¢2 t_f—l preveamtL f— _t_Es+3t2dt_[Zt (G +3t )]_1
5 5\ 1
1==5m()-%
_ (0 1 _ 10 1 _ _1 1 5, 1 0
& 1= '\/%ZSJ'%zdt 25 '%1+(3c)2 a p 25]‘?1+( t)’ dt = o [ ara s du = 5 [ArctanW)] 5
u=t
dt=2du
t=0=u=0
t——%@u:—\/—
T
(0 Arctan(— \/_)) 3T
_ 0 XG4 -x 12 [ 1y 2 ]0__1 1
% I= fl el f x2+1 _f EEroTia [2 G741 1 3 7312
_ (0 x _ 100 2x _1[1, 5 2% 1,1 3
10. I_fl (x2+1)3dx_ f1 (x2+1)3dx_2[ =+ 1 ] - 4+16_ 16
11+£2-1 1
11. I = fo 1szt Js e dt=[f1- szt [t—Arctan(t)]O— 1——
101 11+t2—¢ 101 t 2t
12. 1=, (1+£2)2 = (1+£2)2 =, e arer =l 1+r2d __fo L G @t
u'(t)
I’PP[At ; [( )]1+1f1 1 g 1 1[At o1 T 1 1r = 1
= [Arctan | ———dt=——-—= rctan =—F4-—-—=—+4—
() 1+t2 2J), 1+t2 4 4 2 (®) 474 24 8 4
1
— (o_¢t? _0& —(01_1 — _1p0_1 - _1_1 (l)
13. I_f% 1+4t2dt_f% 1+4t2 dt_f;/; 41+4t2dt f 4% 1+(2t)2dt E_i'/ 1 1+u2 \2
u=2t
Sdu=dt
t=0=u=0
t=seu=1
—_1_1 o__1_1 _E)zl_l
I = . [Arctan(u)] . s( " P
0 t2+t (- 4fz)+f+4 0 1 1 -8 1 1
14. I'= —i1—4t2 fi 1-4t2 dt_f—i_z_&—uz 11-4t2
_ 0_1_1 -8t 1 -2 1 2 1, 1 21, 1 1+2t]°
I o f—i 4 81-at? 16(1—2t)+16(1+2t)dt_[ t ln|1 4t |+ PO P
décomposotion
en éléments simples
11 1 11
1-4t2" 2(1-2t) ' 2(1+2t)
1,1, 3 1, 1
I= —E+§1nz—gln§— —R—Zan +—ln3
1
- _ -1 1 - _ 407F 1 N7,
15. I'= f 2+t+t2 dt - ) fo Z[(ﬂ) +] _f [(zt+1) +1] Tz 74t C;V 7 % [u2+1]7du \/_[Arctan(u)]ﬁ
R G e T v _2t+1
2 v
(o S
2
e oo
2
:E[(L;) +1] t:O@u:—%
e [ = & e
Ainsi, [ = ﬁArctan (ﬁ)
1 2t-1 _ _ 2011 _
16. 1= [, —pdt=[n2—t+5 =0
u'@®
u(t)
17 I—fl t2-3t _f1%(2t2+t+1)—§t—% _ 111 7t41 _ 11_12(4”1)—% _(li_7 Gy 3 1 o
© 0 T o 2ez4e41 T T Yo 2024+t+1 T o2 22t24t+41 T Jo 2 2 2t24t+1 “Jo 2 satz4r+1 | 82124641
P
P(t)
— [~ Znp2e2 '3 1_7
I —[Zt SIn|2t +t+1|]0+ fo 2t2+t+1dt_ 1 4) + ]
= 8t 1 ge=8 f 1 _7 -2 S _ L
Or, ] = 2 Jo [(4”1) ] f_ i1 W[Arctanﬁ Arctanﬁ].
2t24t+1=2(t24+3) V7
1 2
=2[(f+z) +;]
7[rat+1\2
:g[(—J +1]
0111(2)+—[At—At]
onc,I == —7In retan retan




Ex 4

=

— (3 it _ 1_ut _ _ S —ma2
I = [rtan*(t)dt = ) Jo Trdu - f W -1+ —du= [ u+ Arctan(u)] i
u=tan(t) avec tE[O,Z] wte (u2+1)(u2 1)+1
donc t=Arctan(u)
1.dt=ﬁ.du doncrzy 2+1) =G 1)+(u2+1)
t=0=u=0
t="ou=1
4
_ raxin(1+x?) 17 In(t) 1 _ 1017 1 _ l[ln(t) ] _1 2 2
I= f3 i dx ) 5’, ] f10 3 dt = 2f10 B 1&@ dt = 2 4[(ln(17)) (In(10))?]
=1+x h
dt=2xdx u'(t) u(®)
donc %dt:xdx
x=3t=10
x=4<t=17
1 1 1
I=fleldu = [ief2tdt =25 tetdt = 2{[tef 9 —fgefdt}—Z{——ex/_f— [et]ol}= 2{—ie\/_7—1+e\/_5}
2 t=vu V2 V2 IPP vz vz z \a
u=t2 u(t)=tu'(t)=1
du=2tdt v(t)=ety'(t)=e"
u=%<=>t=% uetvC!sur [0,%]
u=0=t=0

1=(2—\/§)e%—2.
1=}

x%Arccos(x)dx

[ cos?(8)Arccos(cos (8))(—sin(0))d6
x=cos(0) 2

6=Arccos(x)

dx=-sin(6)d6

x=0<=>9=§
x=1<6=0
I=7 0 cos’(6)sin(0)do = [9 ~cos “’)] f‘ws “® g0 = 0+1 7 cos(8) (1 — sin?(8)) 6 =1 2 cos(8) — sin?(8) cos(6) d6
V(B) u'(6) 1PF
1=1 [sin(e) LA (9)]2 =1 [1 -i=2
0
ﬁ V2
_ sm(x)dx 2 sin(x)dx _ 0 —du _ - du _ —li 11 = 1—_1 11
I_f sm(x) - fz sin?(x) _f 1—cos?(x) ) f 1-u? 0 1-u? - 0 21— u+21+udu f 21-u 21+udu
cv décomposition
u=cos (x) en éléments simples
1 11 1 1
1o 21-u 214w
—[-1 _ L 1 2| _1 2+‘/E)
I—[ 2ln|1 u|+zln|1+u|] —Zln = _zln(z—ﬁ .
2
I = Z_dx _ fg dx _ l Z  (1+tan ( ))dx 1 (1 2du _ 4 fl du
~Jo 2+sin(x) — 0 ztan(}) o (1+tan?(Z))+ tan 2 70 1+u4u - 3 70 (r2ut1
sin(x)=2 sin(;—‘) cos(’z—‘) 1+tan2% ) ( ) ( ) u= tan(g) u2+u+1=( +§)2+§ (( V3 )) +1
so=mosty et (o Sl
2tan(3
sin (x)= Z donc 1+tanZ =) )dx=2du
1+tan2(7) ( x:O@uZzz) _%[((21\4/;1)) 1
x=Seou=1
= f [Arctan(\/—) Arctan( )] i[ﬁ_ﬁ] =Ltz R
5 = t2+1 V3. V3l 6 V33 9
=(57)
doncu:‘E;_1
dt:%du
du:ﬁdt
2
u:O@t:\%
u=1t=y3

Attention, ici, je ne peux

faire le changement de variables u = tan(x) sur [0, 7] car la fonction tan n’est pas définie sur [0, ]. je dois donc travailler

1 /2 1 . y 1
I=] ——— = 2 —_— = 2lim |7 ———dx
fO 1+cos?(x) o J‘0 1+cos?(x) o y_,Efo 1+cos?(x)
car l'intégrande f car 2
f(x) est paire f est continue
sur Rdonc
Fi(yef) f)ay)
est dérivable donc
continue sur R.
Alors F(g):}lll_x};nl F(y)
2
2 tan(y)
or Vy c [0 E[ fy 1 0y dx _ fy (1+tan (x))dx _ ftan(y) du _ lftan(y) du — lf 2 V2dt
’ 7217 Yo 1+cos?(x) 0 14—~ 2+tan?(x) - 0 2+u2 270 1+(1)2 - 270 1+t2
1+tan2(x) u=tan(x) V2 t:%
du=(1+tan2(x))dx \/Edt—zd
x=0=u=0 =020
x=yeu=tan(y) u—tan(y)c»t—tanm
= =z
1 1 o tan(y) tan(y) 1 1
y VZ an(y . an(y . . y T
———dx = = [Arctan(t = —Arctan (—).Alors lim =4owet lim Arctan(X)=- ,lim |  ———dx=—=-.
0 1+cos*(x) \/7[ ( )]0 A A T oE 2 + X—>+00 *) 'y_,E 0 1+cos?(x) V22
2

y=3

. . T
Ainsi,] = Nex



13.

9. I=f12\1/¥zdt = f‘/—ﬁZudu—Zf\/‘/——iT = 2[\}/—Z§u+2+ﬁdu
‘/F eudciﬁgii:‘r:lne
du= 2‘/ﬁdt donc dt=2udu uz+u 9 (u-1)(u+2)+2
t=1su=2 donc —u+2+—
t=2ou=3
u? B3 V3-1
I=2|>+2u+2nu-1]| = (——1+2(\F V2) + 2|3 -1| - 2In|V2 - 1|)—1+4(\/” V2) + 4in
" V-
10. I=[ 1+tdt = 2 itzzzix;( sin(x))dx = fn : 8 sin(x) dx = fn ( )sm(x) dx =
3

comme tE[O,ﬂ,on peut poser t= cos(x)=¢(x)
1 nr
avec ¢ de classe Ctsur [4,2].

Alors,x=Arccos(t)
dt=-sin(x)dx
t=0<:)x=§

1 s
t=—=x=—
2 3

=2f§::851n( )cos( )dx=2f§cosz(g)dx=ngcosz() x—2f,, (cos(x)+1)dx—[sm(x)+x]§ P

1 dx 1 dx e 1 dt e -11¢ 1 1 2
1. I= =2 = 2 =2 =2 t=2[—] = (———):1——.
fo 1+ch(x) fo 2+eX+ex o fl 24t42 t fl r2+2r+1 fl (t+1)2 1+tlq 2 1+e 1+e
t=e*i.e. x=In(t) t
. 1 '(t)u(t) 2
dt=e*dxi.e. dx=;dt

x=0=t=1
x=1t=e

_ sh™l(y) __sh3(t) sh™l(y) sh3(t) s ) ;3 _
2. F) = J; Wd = N T ® ch(t)dt = | W) ch(t)dt = |} sh3(t)dt =

x=sh(t)
dx=ch(t)dt
x=0=t=0

x:y(:)t:ln(y+\/y2+1)=sh‘1(y)

B sh(e) (eh? (0 - Dde = [0 —sh(e) + sh(t)ch () dt =~ ch(t)+”l3(”]o
u' (Hu(t)?

)

Orch(sh™1(y)) =1+ shz(sh‘l(y)) =1+~
—(‘/?) +1- W (A+y)—-3)+3

Le changement de variable u=tan (’Z—C) ne peut se falre pour x € [0,7] car tan (’2—() n’existe pas pour x = m. Mais I'intégrande f: (x I 1+Slinx)

vérifie Vx € [0, ], f(r — x) = f(x). Dong, la courbe de f est symétrique par rapport a la droite d’équation x = E. Par conséquent,

=

Donc, I = —\/1+y2 + _Vl;fyz(yz_z)_g_

dx et par suite, | = Zfz dx . On maintenant faire le CV : u= tan( )pourx € [0 2]

1+sinx 1+sinx 1+sinx
= P S _
=2 fz L+sinx - 2 fz 2tan(3 dx =2 fz 1+tan2( )+2tan( )(1 + tan® ( ))dx = 2 fo 1+u? +2u2du -

sin (x)= 2tan(§) 1+tan2( ) u= tan(;()

1+tan2( ) (1+tan2(£))
2

donc (1+tan2 z )dx:Zdu
x=0=u=0
™

x=sou=1

4f0 (1+u)zdu— —E _—2+4-=2




Ex 5 Calculer a I'aide de changements de variables ou pas les intégrales ou primitives suivantes :
1 11
1 2t+1 _|uost E[ 2 _ ]
L I= e dt= [——éﬂ ] =231
—_———— S 0
u' (O (u®) s

avec u(t)=t*+t+1

L q-1
-1 1 _ 1,1 -3 __tumz 2 _
2. I= f—z e dx = 3[_2 — dx = 3[—_§+1 ] ] = 3[\/5 V8]

1
u' (x)ux)"2

avec u(x)=2-3x

4 -1 4 1-1
-1 4 1 -1 4 1|(1-2a)7"* 1| (1-2a)7** 7 11
3. I=['A-20)yda=-1], (—2)(1—2a)7da=—5[—4“ ] =—;[—4“ ] =-5;[37-1]
0 0

241 2+1
4 7 7
u()u(a)7
_1/2 t-3 _ /2 _1 -2t _ 1 | 1Q- t)z 3_,m _4._ 3 =
4. I=J mdt =5 I 3 i dt = [ P 3Arc5m(t)] \/; 3c+1=1---2
Arcsin'(t)

u’(t)u(t)_%
avec u(t)=1-t*

5. 1= F=dt= [ ar= [} yi=1 +

3 113
dt = [—“‘j)z + —(t‘f)z]

il

I 5 _1 2 3 2
a:e(cti((lz)(i)t)jl uw' (£)(u(t)) 2
[2(.2 . » o
B )2 (2 (o0 2
~h= 2& = 131 _2(_s5 —q1 _3 2
6. 1=[ltdx= [l =t—dx = [V - 1 -l =dx = [ (-F) x WETT ix g w
u’ () (u(x))? u’(x)(u(x))-%

avec u(x)=2x-1

3 112 2
_ 5 @x-1)2 3 (2x-1)2 _[_s _ 3_3 _ 1 __5 E_ 3 l_ _B 7
I= [_ : E ]1 - [ 6 (2x—1)2 2 (2x 1)2]1 T 6 (32 1) 2 (32 1) =-—4/3+ 3

2 2

4

7. 1= ["tVT—tdt = [0 - (1 - OWT—tdt = [* = =1 = )% | + (= (1—t))dt—[——(1—t)z+ (1—t)] =-2+2=88
u’ (t)u(t)% u (t)u(t)z

B(-2) G20+ @3- 20t = [} (-2) 32695 + 2 (3 - 200t

8. I=[/(1+30)¥Y3—2tdt =

1+30)=(-3)3-20)+1+3
R Fatn

1(3 2 1 L 11 8 6 22 6 L 22
1= () 26-20:- 2 (-2)3 —2t)sde = 2. 2 (3 - 2t)s — .23 20)s ] (5-Z)+=30 ~23
9 1
w(©)(u®)® w () (u()?
(6 22 6 22\ 51 2122 320
= (;—?)-’-(59—?)38 =510 5w
) 0
9. 1=f10t\/1—t2dt=( )f (- Z)t\/l—tzdt—[ 1a-t )z] =-3
() (D)2 P
10. I —f J_
11. I= fo V1 —t2dt = J&J1—sin(6)?cos(0) dO = [z/cos(8)? cos(6) d6
tel0a]
donc on peut poser
t=sin(6)
et G:Arcsin(t)e[og]
dt=cos(6)dé
t=0=60=0
t=126=7
z I 1. 11
1= [Z(cos())*do = J75 (cos(26) + 1) d6 = [Zsm(ZQ) + E9]; =z
on linéarise
avec cos(2a)=2cos%(a)-1
Ex 7 A vous de jouer, de tenter ! 0) Calculer [ = fol eArccos(X) gy
1) Soit I = fn/zL. Montrer que I = fl/Zd—u. En déduire la valeur de I .
/3 sinx+sin (2x) 0 (1-u)(1+w)(1+2u)

2) Montrer que [#In(cosx) dx = [*In (cos (% - x)) dx). En déduire lavaleur de J = [#In(1 + tan (x)) dx
3) Soit f une fonction continue sur [a, b] et telle que : Vx € [a,b], f(a + b — x) = f(x) . Calculer I = ff xf (x)dx en fonction
deJ = fabf(x)dx .Application : Calculer I, = [

0 1+cos’x

T Xxsinx

dx (CV: u =?? ou forme connue 1:‘1(:‘())‘)).



4) Déterminer une primitive de f: (x — cos(x) In(1 + cos(x))) sur]-, n[ On pourra faire une IPP.

5) Soit I = ff (1 + x—lz) Arctan(x)dx. Montrer, en effectuant le CV u = —, que: [ = E 12 1:? du — I. En déduire 1.
2

6) Déterminer toutes les primitives de f : (x On pourra effectuer le CV : u = tan(x).

)
H .— .
2+sin?(x)

In (V5-2) ch?(t) ,, _ 1 (V5-2 1 2 2 2
dr . Montrer que | = fln(ﬁ—1) ) dt = Sha 1 —atog mdu. En déduire ] .

1+712

7) Soit I = f_‘f

8) Soit f :[5,7] = R continue . Calculer I = f;% X

s s .
ol cos (t) — (z sin (u) _T
9) Montrer que fO cos(t)+sin (t) dt 0 sin (u)+cos (u) du 4"
10) Soit a un réel strictement positif. Calculer I(a) = [i* llnfiz dx en effectuantle CV : x = %

5= fi dx _ f? dx B fi dx B fz sin(x) dx
T % sinx + sin(2x) % sinx + 2sin(x)cos (x) g sinx(1 + 2 cos(x)) ,3, sin®x(1 + 2 cos(x))

3 7 sin(x) dx B fl/z —du B fl/z du
u (1 —cos?x)(1 + 2 cos(x)) R C uH(1+2w) J, QA-w@+w@+2u)’
du=-sin(x)dx

T

X:E@u 0
T 1

X=§@u—z

, _ 1 ) . . L ) PR
Décomposons F(u) = R maizs en éléments simples. Il existe trois réels A, B et C tels que : Vu € R\ {1, 1, 2},

1 A B C
Fw) = (1-w)(1+u)(1+2w)  (1-u) + (1+u) + (1+2u)

; - _1. p_ — —_1 = =L _*
AIors,A=11}_r}}(1—u)F(u)—2x3 =2 B = hm(1+u)F(u) 2><( 5= etC = ullﬁl_(l+2u)F(1¢) TIT5
2
Donc,
1
_Jil 1 1 1 4 1 Jz( 1) -1 1 1 +2 2 J
_06(1—u) 2(1+u) 3(1+2u) o 6 (1—w) 20+wu) 3(1+2uw
1
z 1 /\ 1 /3 1 1 2 1
—[——lnll—ul——ln|1+u|+—ln|1+2u|] ——gln<§>—§ln<2> —ln(2) <6 3 §>1n(2)—§1n(3)
4 1
I = EIH(Z) —Eln(S)
_ri/2 du Ly
Montrer que | = fo EET T En déduire la valeur de |

8. Soit f :[5,7] = Rcontinue .Vx € [2,4],9 — x € [5,7] et 3+ x € [5,7]. Comme fest continue sur [5,7] et (x = 9 — x) est continue sur

[5,7] et (x = 3 + x) est continue sur [5,7], (x = f(9 — x)) est continue sur [5,7] et (x » f(3 + x)) est continue sur [5,7] donc I existe.

4 f(9-x) _ 2 f(3+0) N A fB+D _

- fz FO-x)+f(3+x) dx - f4 f(3+t)+f(9—t)( )= fz FG+O+f(0-t) L
9—xZ3+t
iet=6—x
dx=-dt
x=2ot=4
x=4ot=2

_ 4 f(9—x) 4 f(3+x) _ 4 f9-x0)+f(3+x) _ 4 _ .. .
Dong, 21 = [, oy eve iy S, ommrrarn X = b fomorra T J, 1dx = 2. Ainsi, I = 1.
. — . ™ . = . = _ sin(t) _
9. 1+ 2sin(t)cos(t) =1+ sin(2t).0r,Vt € [0, 2] ,sin(2t) = 0 donc 1 + sin(2t) = 1 donc f(t) N TORTO] et g(t)

L()exlstent. Alors f et g sont continues sur le segment [O,E] puisqu’elles sont constituées de fonctions continues sur leur
/142 sin(t) cos(t) 2

propre domaine de définition. Ainsi, I et J existent.

_ sin(t) z cos(t) - sin(t) cos(t)
I+]= fo V1+2sin(t) cos(t) dt fz 1+2sin(t) cos(t) dt = o J1+2sin(t) cos(t)  /1+2sin(t)cos(t)

_ sin(t)+cos (£) _ (= sin(®)+cos (t) _ d _n
I+J= fO Jcos2(t)+sin?(t)+2 sin(t)cos (t) dt = fOZ J(cos(t)+sin(t))2dt - foz ldt = 2

car vte[o]
cos(t)+sin ()20

= 4sin(t) 0 sin(g—u) _ _ cos(u) _

or, = 0 1+2 sin(t) cos(t) dt fg ( du) =g ————— =]

1+2cos (u)sin (u)

ol 1l

—t \/1+2 sin(g—u) cos(g—u)

u



Ainsi, 21 = g Et finalement, [ =] = g.
In(x)

. 1 * U
10. Soita > 0. AIors => 0donc f: (x ) étant continue sur R**, est continue sur le segment d extremltes = eta.

1+x2
In(x) 2 n 2 —Inw) 1 ( )
Calculer I(a) = ﬁa 1n+x2d 31 Ja E; ( ) =Ja 2n+1; (=Ddu = fa o Tdu = —I(a).Donc I(a) = 0.
u==

Etude d’une suite d’intégrales

Pour tout entier naturel n, on pose J,, = fol x™ 1 — x%dx.

1. Justifier que pour tout entier naturel n, J,, existe.
2. Calculerj,et];.
3. Montrer que la suite (J,,) est convergente.
4. Démontrer, par encadrement, que lilll Jn=0.
n—+oo
5. Démontrerque:Vn €N, ], ., = %1;]"'
6. En déduire une expression de /5, et 5,1 en fonction de p (p € N) et a I'aide de factorielles .
1. Soitn € Net f,:(x » x™V1 — x2). f,, est continue sur [0,1] donc J,, existe.
2. Jo= fol 1-xdx = [2{/1-sin®(t)(cos(t))dt = fz cos*(t)dt = [2 ILS(Zt)dt = E— Si:ﬂ]z = %
. 0
t=Arcsin(x) vte[o,ﬁ],cos(t)zo
x=sin(t) 2
dx=cos(t)dt donc
X=0et=0 cos(t)=+/cos*(t)
x=1<:>t=g =\/1-sin?(t)

1

J1 =f01x\/1—x2dx=— f( 2x)V1 — x?dx = [(1 xz)z] =§.
0

2
3. Soitn€N.J—Jp = fol X1 — x?dx — fol x™1—x2dx = fol(x’“r1 —x")V1 — x%dx = fol(x — 1)x™V1 — x2dx
Or, Vx € [0,1], (x — 1)x™V1 — x% < 0. Donc, par positivité de I'opérateur intégral, fol(x — 1)x™V1—x2dx < 0 et par
conséquent, la suite (J,,) est décroissante. De plus, Vx € [0,1],x™"V1 — x? = 0.Donc, par positivité de I'opérateur

intégral, fo x"V1—x2dx = 0. La suite (J,,) est donc minorée par 0.J’en déduis que la suite (J,,) est convergente.

4. soitneN.Vx € [0,1],0<+V1—x?2<1donc 0 <x"V1-—x?< 3&’: et par croissance de l'intégrale (f, et g,
In(x)
. . 1 1 - . .
étant continues sur [0,1]),0 < fo Xx™V1 —x%dx < fo x™dx. Ainsi, vn € N,0 < J, < ﬁ Comme les deux suites qui

encadrent J,, tendent vers 0, la suite (J,,) converge vers 0.
5. Soitn € N.

Jurz = fy AT = adx = [ 201 (31— 22) dx

1 1—x2)3/2 1t 1 — x2)3/2
:f x”+1<x\/1—x2>dx = [ "+1—( ) ] f (n+ Dx™ [ a-xy" ]dx
0 —_— - o 3
v(x) u’(x) {u(x):—(l_x )3/2
3
v(x) X+
n+1 1 n+1
: f 21— )1 - e dx = —f (=) 02— e =[], - 1,,.)
n+1 ) +1
Donc, (1 + T) Joiz = T J,-Yenconclus que : Jpip = Z—+4 T
6. Soitn € N.
1er cas n pair i.e.n = 2p.
_2p-—1 _2p—12p-3 _2p—12p—-3 2p-5 _ 2p—12p-32p-5 1
]2"_2p+2 ]2”‘2_2p+2 2p P T 2p+2 2p 2p—2 Jop-6 = T2p+2 2p 2p—2"'4]°
Jpy = @p)(2p-1)@p=2)(2p-3)-43@81 T _ (2p)! T _ (2p)! n
2 (2p+2)(2p)?(2p-2)°..4°@ 4 (P+DEHP(P(-1).42)°4  (p+1)(AP(@H* 4
lercasn impair i.e.n=2p+1.
2p  2p-2 _ . 2p  2p-2 2p—4 2 _ 2p(2p-2)(2p—-4)..2 _ 4P(phH?
Jop+1 = 2p+3 Jap-1= 2p+3 2p+1 Jap-3 = = 2p+3 2p+1 2p-1 "5]1 T @p+3)@p+1)(@2p-1)..53  @p+3)@p+l)



Ex 8 Justifier que :
1. Sif est continue sur R et impaire alors pour tout réel a, f_aaf(t)dt =0
2. Si f est continue sur R et paire alors pour tout réel a, fa f)dt =2 faf(t)dt

3. Sif est continue sur R et T-périodique alors pour tous réels a et b f f)dt = fb+Tf(t)dt et f f®)dt = |,

a+Tf(t)dt
Soit f une fonction continue sur R
1. Supposons f impaire.

| Zf(t)dt= f_if(t)dt+ fo o f Pl () + fo e = f —f () (~du) + f F(tydt

-
cv car
X=-u f est
impaire

0 a a a
faf(u)u+f0f(t)t fof(t)t+f0f(t)t 0
2. Supposons f paire.

[ rwac= [ roae+ [roa = [ reocans [ roa = [rwea [ o

o
cv a 0 car
X=-u f est
paire

a a a
=f f(u)du+j f()dt =2f f(®)dt.
0 0 0
3. Supposons f T-périodique. Soit deux réels aetb .

Prwde = [MTfu-nde = [P f@du
cv car f

u=t+T P
est T-périodique
du=dt p a

et [ f(®)dt = [ f@de+ [T f@©de+ [, fOde = [ fO)dt — [T f0)de + [T f0)de = [T f(e)de

=0 d’ aprésce qui précéde

4. Pourtoutn € N, On pose I, = flex(lnx)"dx.

a. Calculer Iy, I; et I, .

b.Etablir une relation de récurrence entre I, et I, .
c. Montrer que la suite (I, ) est convergente.
d.Déterminer la limite de I,,.

Ex 9 Trouver des relations de récurrence en appliquant le théoréme d’intégration par parties :

dt .Etablir une relation entre I, et I,,,;. En déduire [ = fl dt.

1. vneN*  onposel, = 0 (1493

1 1 1
fo (1+t2)" dt et] fo (1+t2)4

1

1
L = j i dt = Arctan(1) — Arctan(0) = —

0
2 _$2 —$2
Soitn € N*.lpyy = [ o dt = [~ dt = [t ———dt = [ ——dt — [ t —2——dt

A+t2)nt1 0 (1+t2)n+1 1+t (1+t2)nHt (1+tH)n 270w (1+t2)nH1
2 _
u'(t)
! 1
1 (1+t>)™ (1+¢t)™ 1 1 1 2n—1 1

= L,—= t ———| — 1 —————dt =1, —={——=+—-I,( = L, + .

o 2| = -n e —n 2( n2n 2n n2nti

IPP v(t) ————— 0 ! (t) —————

Comme n>0 ,0n pose u(t) 0 u(t)
u(p=H T
v(t)=t
uetvsont Cl
sur [0,1]
o 2n—1 1
Ainsi, I, = n L, +n2"+1'
icati _lpgi_mo
Application: I, = 2I1 +L.=31;
et 1, 2512 izi(2+1) +i=3_”+l
4 16 4\8 4 16 32 4
et]:]4_ [3 2(3_n+1)+;:5_ﬂ+2
3x16  6\32 ' 4 3x16 64 48
11+t2 1, 1 1 1 T 1 3m 1 T

[ = fo (1+t2)3 t=J, (1+t2)3 =k 1+t)2  (1+)3 dt=lL —ly=g+;~ (5 + Z) il =

s
2. Vn€N,onpose], = foz cos™tdt. INTEGRALE DE WALLIS

a. Montrer que: (n + 2)J,,,, = (n + 1)J,,. En déduire une expression de J,, a |I' aide de factorielles.



b. Montrer que (J,,) est convergente.

T
aVneN,J, = foz (cos(t))™ dt. Comme f; est continue sur le segment [O, g],]nexiste.
fu(®)
T
2

Juss = f (cos())+2dt =

0

T
2

(cos(t))*(cos(t))?dt = f(cos(t))"(l — sin?(t))dt

O\NIN

0

= fg(cos(t))”dt - fg(cos(t))"sin2 tdt =7, + f07 (cos(t))™(—sin(t)) sin (t) dt
car fn et (t—(cos(t))sin? (1)) u'(t) v(t)
sont continues sur R
Z =z
2
(cos(t))™** (cos(t))™**
= Jn + TSII’I(O - f TCOS t)dt
(cos(e)™1 u(®) o 0 u(t) v'(®
wO="—1— 0
v(t)=sin (t)
Jniz =Jn+0— n__|_1]n+2
1 .
Donc, Jp40 + n—+1],1+2 = Jp.Etainsi, m+ 2)/p0o = (0 + 1],
Alors, VN = 2,]y = "=]y_5 (++).
1°" cas : N pair.Posons N = 2p.
2p—1 2p—1 2p-—-3 2p—1 2p—3 2p-5
]Zp (:;,) Zp ]2p—2 (:::) Zp Zp_ZJZp—4- (\::) Zp 2p—2 Zp_4]2p—6
avac N=2p avac N=2p—2 avac N=2p—4
Y
2
2r—1 2p—3 2p-5 1 j L 8
= X X X = = | ldt=[t]> ==
J2p 20 -2 2p—4 2]0 et Jo dt = [t]g >
0
B (2p—1)x(2p—3)x(2p—5)x...Xlxrt
Jap = Cp)xCp-2)x2p—4)x..x2 2
I = (2p)><(2p—1)><(2p—2)><(2p—3)><(2p—4)><(2p—5)><...XZXIXE
2 2p)2x 2p—2)2x 2p —4)? x ....x 22 2
B (2p)! o T
Jop = 22p2 x22(p—1)2 x 22(p — 2)? X ....x 2212 " 2
B (2p)! o 7
Jap = HP[p2x (p—1)2x (p—2)2 x ...x12] " 2
_ (Cp) T
Jop = v X 5
2%™¢ cas : N impair.Posons N = 2p + 1.
_ 2p _ 2p ><2p—2 o 2p ><2p—2>< ><2
]2p+1 (E) 2p + 1]2p—1 (:—:) 2p+1 2p— 1]2p—3 == 1 2p—1 3]1 avec
avac N=2p+1 avac N=2p-1
T
2
T
= J. cos (t)dt = [sin (t)]2 =1
0
2p 2p—2 2 (p@p-2)2p—4)...2 (2p)2(2p — 2)?*(2p — 4)?.....2%

Done, Jopi1 = o % 0 13T T apr D2p =D 3 @+ D@2 - D@Zp=2) .3 x2

2% (2p)!

]2p+1 = o0 a1

@2p +1)!
bV, Jyiq = Jp = J2(cos(®))™ 1 dt — [2(cos(t))"dt = [Z(cos(t))™** — (cos(t))"dt = [Z(cos(t))™(cos(t) — 1)dt.
Or,Vt € [0,%] ,(cos(t))™ = 0 et cos(t) — 1 < 0 donc (cos(t))™(cos(t) — 1) < 0.)en déduis que Vn, J,,1 — J,, < 0.
La suite (J,,) est décroissante.
De plus, Vn, Vt € [0,%] , (cos(t))™ = 0. Ven déduis que Vn, J,, = 0. La suite (J,,) est minorée par 0. Ainsi, la suite (J,,) est

convergente.

3. Vn€eN,onposel, = fol(l —t2)"dt .
a. Déterminer une expression de I,, a I'aide de la formule du binéme .
b. Exprimer I, en fonction de I,,_; . En déduire une autre expression de I,,.



c. Donner alors une formule sommatoire .
d. Montrer que (I,,) est convergente .

3.aSoitn€Netl, f (1 t?)™dt . f,, est continue sur le segment [0,1] donc I,,existe.

ARG
-y =3 (e = D () e
k=0 k=0
Done, Iy = IOI ZE:O (Z) (_tz)k de > k=0 (Z) (_1)k fol t2 dt = ( ) (- 1)k [2k+1] Z ( ) 2k1-:ll('

- .
car toute fonction
(t-t2k)est continue

sur [0,1].
b.Soit n € N*.
= [, —t)rde = [](1 - )" (1 - t2)dt
= [ (1=t = £2(1 - 2"t = Loy — f, £2(1 = )" 1dt
car fp—q et (t-t2(1-t2)n-1)
sont continues sur le segment[0,1]
1
_2\n _2\n
=L +ifl e x(2oA - tde = Loy +ad| g N -t 1 x g
v(t) u'(t) ”(’11’ tz) 1f(t) u(t) o v T
u(t)="—"—
v(t)= t
uetvsont Cl
sur [0,1]
1 1
=l 1+ 3 9_, - ;In—l
car n>0 donc
on=0
Donc, I, = I,_4 —iln etainsi, Vn > 1, (1 +i) I, = I,_; .Conclusion: VN > 1,1y = %qu (*%).
2n _ 2n 2(n-1) _ 2n 2(n-1) 2(n-2) _ ...__2n 2(n—-1) 2(n-2) 2
Alors, I = 2y Tnma (:) 2n+1” 2(-1)+1 "2 (:) 2l 2D+ Nz 3 T et S 2nena1 2t 3% lo-
avec avec
N=n-1 N=n-2
2n)(2n—-2)2n—4)....2
n = car [, = 1.
2n+1)2b-1)(2n-3)...3
L= (2n)?2(2n —2)2(2n — 4)? .....22
T 2n+1)2nR2n-1)R2n—-2)2n-3)(2n—4)...3x 2
(@) - 1DH (R (n - 2)%) .....22
m 2n+1)!
L 2*M)[nn-1)n-2)..2]*> 4"(n!)?
m (2n+1)! R
, A n (M (=DF _ 4™nn?
c. Yen déduis que X7, (k) o = il
d.vt € [0,1], (1 — t?)" = 0 donc I, = 0. La suite (I,,) est donc minorée par 0.
Deplus, I, = I,_4 =1, — (1 + i) I, = —% I, £0. Lasuite (I,,) est décroissante.
J’en conclus que la suite (I,,) est convergente.
Ex 10 1. Calculer, par taux d’accroissement, limifxe‘tzdt puis, par encadrement, l1m fo e tdt.

x et
(x - — m ?
2.F: (x fl o 1+t9 dt) est une primitive de quelle fonction

3.F: (x > X flxe‘tzdt) est une primitive de quelle fonction ?
X

1. Posons f(t) = e . f est continue sur l'intervalle R. Donc le TFI assure que F: (x - fle(t)dt) est la primitive de f
sur R qui s’annule en 1. Donc F est dérivableen 1 et F'(1) = f(1) = 3

Comme Vx # 1, ﬁflxe‘tzdt = ﬁ (F(x) — F(1)) est le taux d’accroissement de F en 1 et que F est dérivable en 1, je peux

conclure que :

1 o, 1
lim f e Udt=F'(1) =-.
1J; e

x-1X —

Soitx > 1. Vt € [1,x],0< et <e~t donc0 < flxe‘tzdt < flxe‘tdt =1—e*.



1 1-e* . . 1
Donc,Vx >1, 0 < ;flx e dt < ﬁ Comme les deux fonctions qui encadrent ;flx e~ dt, tendent vers 0 quand x —

+00, je peux conclure que

1 x
lim f e tdt=0.
x>+oox — 1 a

t
2. F: (x - flx 1:’5t2 - 1“9 dt) est une primitive de quelle fonction ?
F) =[]

Posons h(t) =

1+5r2 1+rg
etg(t) =
1+5r2 g() 1+tg

h et g sont continues sur l'intervalle R donc le TFI assure que H: (x - flx h(t)dt) est la primitive de h sur R qui s’annule en

dt.

1 et que G: (x - flxg(t)dt) est la primitive de g sur R qui s’annule en 1.
Alors F(x) = [ h(t) — x*g(t)dt = JUR(®) =2 [ g(®)dt = H(x) — x*G(x).

car hetg

sont continues
sur le segment
d'extrémités
letx.
Comme H, G et (x » x?) sont dérivables sur R, F est dérivable sur ]R

etVx ER F'(x) = H' (x) — ZxG(x) +x2G'(x) = h(x) — 2xf dt + x2g(x) =

—2x

X
1+t’9 1+5x2 1 1+t'9

x 1
*h 1+t9 dt)'

2
X
1+5x2 + 1+x°

Ainsi, F est la primitive de (x =

3.F: (x > X flxe‘tzdt) est une primitive de quelle fonction ?
X

Posons h(t) = et .
h est continue sur I'intervalle R donc le TFI assure que h admet au moins une primitive H sur R .

Soit x € R**. Alors % > 0etx > 0donc lesegmentd' extrémitésiet x est inclus dans l'intervalle R**et par conséquent,
i e~t*dt existe et le TFCI assure que [i e~ t*dt = H(x) — H G) Donc, F(x) = x [H(x) —-H C—C)]
X

x
De méme sur R™".

o _ (L
Ainsi, Vx # 0,F(x) = x [H(x) H (x)]
Comme H, ( - l) et (x » x) sont dérivable sur leur propre domaine de définition, donc F est dérivable sur R* et

e £ 0,F () = H@) —H (2) +x[H' ) - (- 5) ' (2)] = e dr +x[neo + S0 ()]

1
F'(x) = [fetdt +x [e"‘ + Fe_x_z]. Ainsi, F est la primitive de (x o [fetdt +x [e"‘z + xl—ze_x_z]).
x X

Ex 11 Fonction définie par une intégrale Soit ¢(t) = = (t) et f(x) = fx ln(t)

1. Déterminer le domaine de définition et celui de continuité de ¢.

2. Monter que Vx €]0,1[, f(x) existe. Monter que Vx €]1, 4], f(x) existe. Ainsi, D = D¢ =]0,1[U]1, +oo].

3. ustifier que ¢ admet une primitive G sur I'intervalle ]0,1[ et une primitive H sur I'intervalle |1, +oo[.

4. Soit x €]0,1[. Exprimer f(x) a l'aide de G, x et x%. En déduire que f est de classe C* sur]0,1[ et exprimer f’(x) a I'aide de
@, x et x*. En déduire les variations de f sur]0,1].

5. Faire de méme sur I’intervalle] +00[
Soit x €]0,1[.Montrer que : o (x) < f(x) < m En déduire les limites de f en 0.

7. Soitx €]1, +oo[.Montrer que : = (x) <fx) < m En déduire les limites de f en +oo0.

8. Soit x €]1,+oo[.Montrer que Vt € [x,x?],0 <= lnl(t) < 7 En déduire la limite de f en 1.
Faire de méme en 1~ et conclure.

1. Domaine de définition : Soit ¢ : ( - (t)) De =]0,1[U]1, +oo] et ¢ est continue sur Dg.

2. Soit x €]0,1[. Alors x*€]0,1[ et x? < x donc, [x?, x] c]0,1[. Ainsi, @ est continue sur [x% x] et f (x) existe .

Soit x €]1,+oo[. Alors x*€]1, +oo[ et x < x* donc, [x, x*] c]1, +oo[. Ainsi, @ est continue sur [x%, x] et f(x) existe. Ainsi, Df =
Do.

3. @ est continue sur l'intervalle ]0,1[. Donc, ¢ admet une primitive G sur ]0,1[.De méme ¢ admet une primitive H sur
I'intervalle ]1, +oo|.



2
4et 5. Vx €]0,1[,x* €]0,1[ donc le TFCI assure que f(x) = fxx G'(t)dt = G(x?) — G(x).

2
De méme, Vx €]1,+o[,x* €]1,4+0o[ donc le TFCI assure que f(x) = fxx H'(t)dt = H(x?) — H(x).

Comme G et (x — x?)sont dérivable sur ]0,1[ et Vx €]0,1[,x* €]0,1[, (x - G(xz)) est dérivable sur ]0,1[ et par suite, f est
1 x-1
dérivable sur]0,1[ et Vx €]0,1[, f'(x) = 2xG'(x?) — G'(x) = 2xp(x?) — p(x) = m(_xZ) e = oo

De méme, f est dérivable sur ]1,4oo[ et Vx €]1,+oo[, f'(x) = 2xH'(x?) — H'(x) = 2x¢(x?) — p(x) =

ln(x)

5.x — 1 et In(x) ont le mémel signe donc f” est toujours strictement positive et par conséquent, f est strictement croissante sur
chaque intervalle ]0,1[ et ]1, +oo[.

Limites aux bords de son domaine de définition.

5 Cpi 2 2 1 1 1 .

6.En 0 ? Soit x e]0,1[. Alorsvt € [x2,x],In(x?) < ln(t) < In(x) < 0 donc, v < — S 5] < 0 et par croissance de
x 1
Ioperateurmtegral T ( sdt < I zln(t) <[ 21n(x2) dt <0.
Z
- ( 5= S —f() =S5 ( 5 <0. Or, Ll_rp e = 0. Donc par encadrement, llmf(x) =0.

Mais, —— A ) .Donc, llm—z— —1 et alors lim= X 1 Donc cet encadrement ne permet pas de

In@x) “In@ l"(") 11n (x) x—1 2In (x) 2 " P P

-1
conclure sur la limite def enl”.

7.En +00 ? Soit x €]1, +00[. Alorsvt € [x xz] 0< ln(x) <In(t) < In(x?) donc, - L

E >
Inx) — In(t) — ln(xz)

> 0 et par croissance de

x*—x

’In ()_f( )_Zln(x)>0' Or'zln(x)=

Ioperateurmtegralf _f 1n(t) _f = ( 5
2

X 1 1 a . .
(— — —) . Et grace aux croissances compareées, lim
In(x) \2 2x x—+00 2In (x)

Mais ce deuxieme encadrement ne permet toujours pas de conclure sur la limite de f en 17.
8.En 1 ? Soitx €]1,+oo[ et t € [x, x2].la fonction In est continue et dérivable sur [1,t].

= +o0 . Donc par encadrement, 11m f(x) = +oo.

, < ln(t) ln(l) _1
Alors d’apres | EAF , Acey €]1,t[ tel que : ————= = In’(c)
théoreme
vu dans un chap.
ultérieur
Or, ¢ €]1,x?%[ donc, iSlS 1 et alors,0 <i<m(tz;lln(1) 1:(? <1.
Alors, Vt € [x,x%],0 <= ml(t) < 7= Donc par croissance de I'opérateur intégral, f —dt <flx) < fx —dt
e. [In]t —1]1¥ Sf(x) < x*[In|t — 1|]§§ ie. In |—| <flx) < len|—| Alors Vx €]1,+oo[,In|x + 1] < f(x) <

x?In|x + 1]. Or, liI{lJr Inlx+1=In(2) = lir{l+ x%In|x + 1|.Ainsi, llr{1+ f(x) =1n (2).1demen 17 : il faut travailler avec x €
xX— xX— xX—

2
10,1[ et t € [x?,x] < [x?,1] et intégrer entre x%et x ,on obtient fxxzﬁdt < —f(x) < fxxztx—ldt et finalement liI{l_ fx) =
Z _ |
In(2).

@ doit étre
) @B 1 continue sur
Ex 2 Soit f: (x = [ o 40 tout le
. S ) Segment
1) Domaine de définition : Soit ¢ : (t = m) Dy =]0,1[U]1,+0o[ et ¢ est continue sur Dg. d'intégration
Soit x €]0,1[. Alors x*€]0,1[ et x? < x donc , [x?,x] <]0,1[. Ainsi, @ est continue sur [x% x] et f(x) existe . pour que
Soit x €]1,+oo[. Alors x*€]1, +oo[ et x < x* donc, [x, x*] c]1, +oo[. Ainsi, @ est continue sur [x%, x] et f(x) existe. in:e:c::Ie
Ainsi, Df = De. existe.

2) Dérivabilité et monotonie : Sur I'intervalle ]0,1[, ¢ est continue et admet donc une primitive G. Alors,
vx €]0,1[, f(x) = G(x*) — G(x).
G et (x » x?) sont de classe C* sur ]0,1[ et Vx €]0,1[,x* €]0,1[, alors par composition, (x = G (x?)) est de classe C* sur]0,1[.

Il en découle que f est de classe C! sur]0,1[ comme somme de fonctions de classe C* sur]0,1[. De plus,
1 X 1 x—1

vx €]0,1[, f'(x) = 2xG'(x?) — G'(x) = 2x¢ (x*) — ¢ (x) = ]n(xz) e e e = e 0. Jen déduis que f est

strictement croissante sur I'intervalle ]0,1[.Idem sur |1, 4+oo[ : f est strictement croissante sur l'intervalle ]1, +oo.

3) Limites aux bords de son domaine de définition.
En0? Soitx €]0,1[. AlorsVt € [x?, x],In(x

1 1
— <

1 <
‘In(x) T In(t) T In(x2)

< 0 et par croissance de

I’'opérateur intégral f t< fxzﬁdt <0.

x 1
mfﬁfzm

<—f(x) < zln( ) < 0. Or,lim=—= = 0. Donc par encadrement, llmf(x) =

In () x-0In (x)
Mals — a-x _ l_ .Donc, llm— = —1et alors lim==2— = —1  Donc cet encadrement ne permet pas de
In (x) In (x) n(x) 11In (x) x—1 2In (x) 2

-1
conclure sur la limite def enl™.
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? Soi 2 1

En +oo ? Soit x €]1, +oo[. AlorsVt € [x x%],0 < ln(x) < In(t) < In(x?) donc, ln(x) > ]n(t) > 1n(x2) > 0 et par croissance de
x —-X
Ioperateurmtegralf > ln(t) _f ln( 5 dt > 0. Ainsi, Vx €]1, +oo[, — o ) > f(x) = 21n(x) e
x2 (1 1 A . . =
v (E - ;) . Et gréce aux croissances comparées, xgrpw o (x) = 400 . Donc par encadrement, hm f(x) + 0.
Mais ce deuxiéme encadrement ne permet toujours pas de conclure sur la limite de f en 1.
En 1% ? Soit x €]1,+00[. Alors [x, x2] c]1,+0o].
2

Alors, Vt € [x,x%],t > 1donc,t —1 > 0 etIn(t) > 0 et par conséquent, t—% < ]nl(t) < ti—lcbtx In(t) <t-—1.
e Posons g: (t Sl In(t)). g est dérivable sur [x x2],etVt € [x xz] Lg'@®) == —% < 0. Donc g est strictement

décroissante sur I’mtervalle [x,x%].0r, g(x) = 7 —In(x) = ; - x_Z —In (x).

1 2-x-x?

e Posons h: (x — 1 — i —In (x)). h est dérivable sur [1, +oo[ et Vx € [1,+oo[,h'(x) = —xiz + x% —L=—=
w <0. Donc h est strictement décroissante sur I'intervalle [1,+oo[. Or, h(1) = 0. Donc, Vx €]1,+o, h(x) < 0.

Il en découle que g(x) < 0.Comme g est strictement décroissante sur l'intervalle [x, x2], je peux conclure que : Vt € [x,x?],

g(t) < 0 et ainsi, tx_—zl < In(t).

e Pour prouver l'autre inégalité : ln(t) <t —1,onétudie m: (t » (t — 1) — In(t)).

2
Alors, Yt € [x,x2%],0 < —< ]ntt) <— Donc par croissance de I'opérateur intégral, f —dt <fx) < fx Tldt

e, [Inlt —1]]¥ < f(x) < x[In|t — |]gg ie. zn|71| < f(x) < x2in |xT|.AIors vx €]1, +oof, Inlx + 1| < f(x) <
x%In|x + 1]. Or, lim In|x + 1] = In (2) = lim x*In|x + 1|.Ainsi, lim_f(x) =In (2) .
x-1t x-1t x—1t
En 1~ ? Soit x €]0,1[. Alors [x2,x] <]0,1].
Alors, Vt € [x2,x],t < 1donc,t —1 < 0etln(t) < 0 et par conséquent, t— <

! 1<1n(t)<t—1

ln(t) -
e Posons g:(t N In(t)). g est dérivable sur [x ,x], et vVt € [x?, x] Lg®)==—- > 0 Donc g est strictement
croissante sur I’mtervalle [x2,x].0r, g(x*) = —In(x?*) =1—-=-2In (x).
e Posonsh:(x » 1—=—2In (x). hest derlvable sur]O 1] et Vx E]O 1] hx) == —; 2(1x3x ) - 2(1+J;)3(1_x) > 0. Dqn
est strictement cr0|ssante sur l'intervalle ]0,1].Or, h(1) = 0. Donc, Vx €]0,1], h(x) <0. Attention |
Il en découle que g(x?) < 0. Comme g est strictement décroissante sur I'intervalle [x2, x], Vt € [x2, x], g(t) < 0 et ainsiEFTINES
t—1 , T , . de
< . <t . _ _
= < In(t). Pour prouver 'autre |negaI2|te :In(t) <t —1,onétudiem: (t » (t— 1) ln(t)) Vintégrale
Alors, Vt € [x2,x],0 <= 1n1(t) < x— Donc par croissance de 'opérateur intégral, f dt < —f(x) < f doivent
étre
e, [In|t —1[]%: < —f(x) <x [lnlt -1l ie. In |—| < —f(x) < x%In |—| croissante
pour
Ale_ 21, | R — 210 || Ainsi Tim — = :
Alors, Vx €]0,1[,In |x+1| < —f(x) <x%ln |x+1|.0r xll_)r‘{l In e In(2) = 11m x%in |x+1|.A|n5|, xlg{l_ fx) appliquer

la propriété
de
croissance.

—In (2) i. e.xli_)r{l_ f(x) =1n (2) . Et finalement ngr} f(x) =1n(2).




