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Exercice 1 Une suite d’intégrales 
 ∀𝑛 ∈ ℕ, on pose 𝐼𝑛 = ∫ (1 − 𝑡2)𝑛𝑑𝑡

1

0
 .  

1. Soit 𝑛 ∈ ℕ.  Déterminer une expression de 𝐼𝑛 à l'aide de la formule du binôme . 

2. Soit 𝑛 ∈ ℕ. Montrer 𝐼𝑛+1  = 𝐼𝑛 −
1

2(𝑛+1)
𝐼𝑛+1.  

3. En déduire que : ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝐼𝑛 =
2𝑛

2𝑛+1
×

2𝑛−2

2𝑛−1
×

2𝑛−4

2𝑛−3
× … .×

2

3
𝐼0.  

4. Ecrire alors 𝐼𝑛 à l’aide de factorielle.   
5. En concaténant les résultats 1. et 4. Donner une formule sommatoire . 
6. Montrer que (𝐼𝑛) est convergente.  

 
Exercice 2 Une fonction d’expression intégrale 
Soit 𝜑(𝑡) =

1

ln(𝑡)
 𝑒𝑡 𝑓(𝑥) = ∫

1

ln(𝑡)
𝑑𝑡

𝑥²

𝑥
.  

1. Déterminer le domaine de définition et celui de continuité de 𝜑. 
2. Monter que ∀𝑥 ∈]0,1[, 𝑓(𝑥) existe.  Monter que ∀𝑥 ∈]1, +∞[, 𝑓(𝑥) existe. Ainsi, 𝐷𝑓 = 𝐷𝜑 =]0,1[∪]1, +∞[. 
3. Justifier que 𝜑 admet une primitive 𝐺 sur l’intervalle ]0,1[ 𝑒𝑡 une primitive 𝐻 sur l’intervalle ]1, +∞[. 
4. Soit 𝑥 ∈]0,1[. Exprimer 𝑓(𝑥) à l’aide de 𝐺, 𝑥 𝑒𝑡 𝑥². En déduire que 𝑓 est de classe 𝐶1 sur ]0,1[ et exprimer 𝑓′(𝑥) à l’aide 

de 𝜑, 𝑥 𝑒𝑡 𝑥². En déduire les variations de 𝑓 sur ]0,1[.  
5. Faire de même sur l’intervalle ]1, +∞[. 

6. Soit 𝑥 ∈]0,1[.Montrer que : 𝑥2−𝑥

2ln (𝑥)
≤ 𝑓(𝑥) ≤

𝑥2−𝑥

ln (𝑥)
. En déduire les limites de 𝑓 en 0.  

7. Soit 𝑥 ∈]1, +∞[.Montrer que : 𝑥2−𝑥

2ln (𝑥)
≤ 𝑓(𝑥) ≤

𝑥2−𝑥

ln (𝑥)
. En déduire les limites de 𝑓 en +∞.  

8. Soit 𝑥 ∈]1, +∞[.Montrer que ∀𝑡 ∈ [𝑥, 𝑥2], 0 <
1

𝑡−1
≤

1

ln(𝑡)
≤

𝑥²

𝑡−1
. En déduire la limite de 𝑓 en 1+.  

9. Faire de même en  1− et conclure. 
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Exercice  
A. Soit 𝒇 une application de ℝ dans ℝ , continue sur ℝ et telle que : ∀(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ², 𝒇(𝒙 + 𝒚) = 𝒇(𝒙)𝒇(𝒚).(*) 

1) Donner un exemple d’une telle application. 
2) Démontrer que 𝑓(0) ∈ {0; 1} 𝑒𝑡 ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) ≥ 0.  
3) Démontrer que si 𝑓(0) = 0 alors ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 0 . 
4) Démontrer que si 𝑓(0) = 1 alors ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) ≠ 0 .  
5) En déduire, grâce à la continuité de 𝑓,  que si 𝑓(0) = 1 alors ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) > 0.  

Dans la suite de la partie A, on suppose que 𝒇(𝟎) = 𝟏.  
6) Démontrer que ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(−𝑥) =

1

𝑓(𝑥)
 .   

7) Démontrer que ∀𝑥 ∈ ℝ, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑓(𝑛𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑛. 
8) En déduire que ∀𝑥 ∈ ℝ, ∀𝑛 ∈ ℤ, 𝑓(𝑛𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑛. 

9) Démontrer que ∀𝑛 ∈ ℕ\{0}, 𝑓 (
1

𝑛
) = √𝑓(1)𝑛 . 

10) Démontrer que ∀𝛼 ∈ ℚ , 𝑓(𝛼) = 𝑓(1)𝛼. 
11) Soit  𝑥 ∈ ℝ. et ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 10−𝑛⌊10𝑛𝑥⌋. 

1. Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝑥 <  𝑢𝑛 + 10−𝑛  
2. En déduire que 𝑥 est la limite de  (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ suite de nombres rationnels . 
3. On a donc ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑓(𝑢𝑛) = 𝑓(1)𝑢𝑛 = 𝑒𝑢𝑛 ln[𝑓(1)]. 
4. En déduire que  𝑓(𝑥) = 𝑓(1)𝑥. 

B. Conclure :  
12) Déterminer toutes les applications continues sur ℝ telles que : ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ², 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦). 
13) Tracer les allures des courbes solutions.            

 

 


