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Exercice 1 Une suite d’intégrales

vn € N,onposel, = fol(l —tAndt.
Soitn € N. Déterminer une expression de [, a l'aide de la formule du binéme .

. 1
Soitn € N. Montrerl,,,; =1, — 2(n—+1)1n+1'
En déduire que: Vn € N, [, = — x 2072 24
2n+1 2n-1 2n-3

Ecrire alors I, & aide de factorielle.
En concaténant les résultats 1. et 4. Donner une formule sommatoire .
Montrer que (I,) est convergente.

2
X 0. X =1j.
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Exercice 2 Une fonction d’expression intégrale

Soit p(t) = = (t) et f(x) = fx ln(t)dt

1. Déterminer le domaine de définition et celui de continuité de ¢.

2. Monter que Vx €]0,1[, f (x) existe. Monter que Vx €]1, +oo[, f(x) existe. Ainsi, Dy = D¢ =]0,1[U]1, +oo].

3. Justifier que ¢ admet une primitive G sur Uintervalle ]0,1[ et une primitive H sur Uintervalle |1, +oo.

4. Soitx €]0,1[. Exprimer f(x) a Uaide de G, x et x* En déduire que f est de classe C! sur ]0,1[ et exprimer f'(x) & laide

de ¢, x et x. En déduire les variations de f sur ]0,1][.
Faire de méme sur Uintervalle |1, +oo[.

o

. xz—x xz—x
6. Soitx €]0,1[.Montrer que : o= (x) <flx)< e ).

7. Soitx e]l +oo[Montrer que: 2In (x) f( )

1 1
8. Soitx €]1,+oo[.Montrer que Vt € [x,x2],0 < == 5o = < - En déduire la limite de f en 1%,

9. Fairedemémeen 1~ etconclure.
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Exercice

A. Soit f une application de R dans R, continue sur R et telle que : V(x,y) € R? f(x + y) = f(xX)f(y).(*)
1) Donner un exemple d’une telle application.
2) Démontrerque f(0) € {0; 1} et Vx ER, f(x) = 0.
3) Démontrerquesif(0) =0alorsVx €R,f(x)=0.
4) Démontrerquesif(0) =lalorsVx €R,f(x) #0.
5) Endéduire, grace a la continuité de f, quesi f(0) = 1 alorsVx € R, f(x) > 0.
Dans la suite de la partie A, on suppose que fo)=1.
6) DémontrerqueVx € R, f(—x) = f(x)

)
7) Démontrerque Vx € R,vn €N, f(nx) = f(x)".
8) EndéduirequeVx € R,Vn € Z, f(nx) = f(x)™.
)

9) Démontrer que Vn € N\{0}, f (%) =1/f@ .
10) Démontrerque Va € Q, f(a) = f(1)%.
11) Soit x € R.etVn € N,u, = 107"[10™x].
MontrerquevVn € Nu, <x < u, +10™
En déduire que x est la limite de (u,,) ey SUite de nombres rationnels .
OnadoncVvn € N, f(u,) = f(1)¥n = etnnlF (D],
En déduire que f(x) = f(1)*.

Pobd=

B. Conclure:
12) Déterminer toutes les applications continues sur Rtelles que: V(x,y) € R? f(x +y) = f(x)f ().
13) Tracer les allures des courbes solutions.



