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Corrigé duDL 5

Ex 1 Des composées d’applications
A. Deuxrésultats de cours

Soit f:1 - J et g:] = K des applications.
1. Quelle information sur f et/ou g permet de justifier Uexistence de g o f surl ? Que signifie cette information ?
2. Montrer que si g o f estinjective sur I alors f estinjective sur I. On utilisera la définition de Uinjectivité suivante : ¢ est
injective sur A lorsque V(a,a’) € 42,[p(a) = p(a’) = a = a'].
3. Montrer que si g o f est surjective de I sur K alors g est surjective de J sur K.
Les deux informations permettant de justifier le fait que g o f est définie sur I sont "[f{est a valeurs dans J" et "g est définie sur
J" . f est avaleurs dans [ signifie que "VXIEFE)IE]" et "g est définie sur J" signifie que "Vt € I, g(t) existe".
2. Supposons g o f injective surl .
Montrons qu’alors f est injective surl en prouvantque : V(a,a’) € I%,[f(a) = f(a') = a =ad'].
Je consideére donc deux éléments a et a’de I tels que f(a) = f(a’).Alors, f(a) et f(a’) sont un méme élément de J . Donc,
g(f(a)) = g(f(a’)) i.e.gof(a) =gof(a). Comme g o f estinjective et que a et a’ ont la méme image par g o f, je peux affirmer
que a = a'. Ainsi, tous éléments de [ ayant la méme image par f, sont nécessairement égaux. Je peux ainsi conclure que f est
injective.
3. Supposonsicique g o f est surjective de I sur K . Montrons qu’alors g est surjective de J sur Ken prouvant que tout élément
de K admet au moins un antécédente par g.
Je considére donc un élément z de K. Comme g o f est surjective de [ sur K,z a au moins un antécédent x dans I.
Alorsx € I et g o f(x) = z.Doncz = g(f(x)) et f(x) € ]. Donc f(x) est un antécédent de z par g. J’en déduis que tout élément de K
admet au moins un antécédent dans J par g. Ainsi, g est surjective de J sur K.
B. APPLICATION :
Soitf:1 - J, g:] = K et h: K — L des applications telles que : h o g bijective de ] sur L et g o f bijective de I sur K. BUT : prouver que
f, g et h sont bijectives.
1. Montrer, en utilisant 4, que g est bijective de J sur K. Nous en déduisons que g~! existe et g~! est une bijection de ....... sur
2. Ecrire f alaide de g o f et g~1. En déduire, par un résultat de cours, que f est bijective de I sur J.
3. Faire de méme pour h.
1. hog estbijective de] surL donc he g estinjective sur]. Alors d’apres A., g bijective surj.

g ° f estbijective de J sur L donc g o f est surjective de J sur L. Alors d’aprés A., g surjective surde J sur K.
J’en déduis que g est bijective de de ] sur K et par suite, que g~ ! existe et g~* est une bijection de K surJ.

2. Aors, f=idpof = (g log)of = g to(gef).Comme g o f estune bijectionde IsurK etg~!estune
car car la composition
g teg=idp est associative

bijection de K sur ] et que la composée de bijections est une bijection, j'en déduis que f est bijective de I surJ.
3. Alors, h=hoidgy =ho(gog™)=(hog)og '.Commeh o gestune bijection de J sur L et g~! est une bijection de K surJ et que
la composée de bijections est une bijection, j’'en déduis que h est bijective de K sur L.
Ex2 _Soit a € Cet Ta Capplication définie sur C\{a + 3i} et a valeurs complexes par : T, (z) = %
1. Montrer que T, est constante si et seulement si a € {1 — 2i, —i}. Déterminer le cas échéant, la valeur de cette constante.
Désormais, on suppose que le complexe a est distinct de 1 — 2i et de—i. Autrement dit, T, n’est pas constante.

2. Montrer que T, réalise une bijection de C\{a + 3i} sur C\{d}, ol d est un nombre complexe a préciser et décrire T, L.

3. Montrer qu’il existe un complexe b tel que : Ta_1 =T, .Vous exprimerez b en fonction de a.

4. Onprendicia = 2.U est ’'ensemble des complexes de module 1.

Décrire géométriquement D = {@ eT, ! (U}} etK = {@ € Ta_l(iIR)}

5. Onprendicia = i. Décrire géométriquement L = {M(z)/z € T,(R)}.

1. T, est constante =T,(0) =T, (3i) = 2{1__? = (1_:).3'-”?(_1_[.) = (2-2i)(—a) =(—a—30)(-3ia+2+1i)
==l I=ia=3I
=3ia? - (9+3Da+3-6i=0=ia’—B3+a+1-2i=0 = a=a oua=das.
A=2i=(1+i)2
q,=3i=0t0_2
) 1__ 2i T
a, =2 B 2 tp=1-20
Réciproquement,
;s o 140y z42H e
sia = a, alors vz, T, (z) = Lrz20-0 _ ( ][_ Lt | = (1+ )220 = (1 + 1).Donc T, est constante.
1 z+i-31 Z+i-3i - z=20 1
I - U 4 Lo | R
Car—red T wiE |z St
@nzez(1-p _ @02+ z-1-1
Sia = a, alors vz, T, (z) = = —r = (2i)—— = 2i.Donc T,_est constante.
2 z=1-i z2=1-i . ] Zz=1-i e
car(l;!)=—i(l—i]=—1—i

J'en conclus que T, est constante si et seulement sia € {1 — 2i, —i}.



2. Désormaisa €& {1 — 2i,—i}etT,n" est pas constante.
Soit w € C. Cherchons tous les antécédents de w par T, en résolvant I'équation T,(z) = w d’inconnue z complexe.
Soit z € C\{a + 3i}.
l—a)z+2(1—1i
%=wﬁ 1-a)z+2(1—-1i) =w(z—a—3i0)
=(l-a)z-—wz=-2(1-i)—wla+3i) =[l-a—wlz=-2(1-1i) — wl(a+ 3i)
—2(1-i) - wla+30) . 1 —2(1-1) — w(a + 2i)
Zi= si —-a =
= [1-a-w] ® 17 l-a—w §
0==-21-D—-(1—-a)a+3i)siw=1—a a2+ @Bi-1)a-2-i=0siw=1-a

en multipliant

z estun antécédent de w par T, = T,(2) = w &

iw#+l—a

la 2éme ligne — — i) = i
pari —2(1-i) —w(a+30) g2 -wla+3) . _
= z= rE— siw#*1l—a — l—-a—w
a=q,oua=a, siwm=1—a

ia?+(~i—3)a—2i+1=0siw=1—a el el JAll Sl

impossible

-2(1—1i) —w(a + 3i
Zi= ( ) ( )simil—a

A l-a—w

impossiblesiw=1—-a

—-2(1-)-wl(a4+3i)
T1—a—m

conclus que T, est bijective de C\{a + 3i} sur C\{1 — a}. Et Yo € C\{1 —a}, T, *(w) =

3. b+3i=1-ae=b=1-3i—a. Posonsbh=1-3i—a.
Alors,a =1—-3i —betVw € C\{b+ 3i},w e C\{1 —a}et

-1 _ =20 -i)-wla+3i) _ -201-D-w(1-3i-b+30) _ -201-i)-w(1-b) _ wll-b)+2(1-i) _ - 5l _
T (@) = 1-a-w - b+3i-w - b+3i-w T w—(b+3D Ty(@). Ainsi, Tq™= =T,

4. D={M@)/z€T, " (U)} = {M(2)/Ta(2) € U} = {M(2)/ITo(2)| = 1}.

_ —z+2(1-0)| _ |—z+2(1-D)| _ lz-2(1-0)| _
Onlle@l =1 2557 =1 2 1 lz—(2+30)|

Donc tout complexe w # 1 — a admet un et un seul antécédent par Ty. Mais @ = 1 — a n'a pas d'antécédent par T,.)'en
—2(1-D)—w(a+30)

1-a-w

< %: 1 & MA = MB & M € med[A, B]. Donc, D =
Aff(A)=2(1-1)

Aff(B)=2+3i
med[A, B]
K ={M(2)/z € T, (iR)} = {M(2)/T.(2) € iR}.
. —z+2(1-0) . —z+2(1-)\ _ — =N T
Or, T,(2) € l]R@mE Re —z+2(1-10) = Oouarg(m) ZE[T[] S M =Aou(MA,BM) =;[n:]
= M=AouM € C.Donc,K =CU{A}.
en‘rﬁ?ant

C le cercle de diamétre [A,B]

L={M(2)/z € Tu(R)} = {(M(2)/z € To(R)} = M@)/T, 7 (2) eR} = {M(2)/T, " (2) ER} = (M(2)/T, (2) ER}
car Tyest biejctive b=1-3i-a
b=-1-3i

(24+3i)z+2(1-i0) ER & (243i)z+2(1-0) — ((2+3l)2+2(1—1)) - (243i)z+2(1-i) — (2—3i)_z‘+2(1+i)
z+1 z+1 zZ+1 zZ+1 Z+1

o [2+30z+2(1 = D[z+1] = [(2 =307+ 2(1 + D][z + 1]
1
T, 2)ER® 6izZ+iz+iz—4i=0 6|z|>+2Re(z) —4=0 e 3x2+3y2+x—2=0<=)3(x2+§x)+3y2—2=0

en posant
z=x+iy

onT, (z2)ER&s

T, ()e]Ru:)S( +1)2 1+32 2—04:)( +1)2+ Z—ZS@QMZ—ZS@QM—S(:»MEC(QS)
b XTe) 12T 74T *Ts) TV 36 ~ 36 ~5 ')

Ainsi,L = C (ng)

Ex 3 Des fonctions de R dans R,
1. Soit f:[0,1] » Rtelle que f(x) = x — 2v/x + 1. Montrer que Vx € [0,1], f o f(x) = x. Qu’en déduit-on sur f ?

2. Soitf: R - Rtelle que: f(x) = 2x

14x2 "

4. Montrer que f n’est pas injective. On utilisera encore la définition : ¢ est injective sur 4 lorsque V(a, a’) € 42, [p(a) =
pl@)=a=al.

1) Montrer, sans étudier les variations de f, que f(R) = [—1; 1]. f est-elle surjective de R sur R ?

2) Montrer que f induit une bijection fj de [—1,1] sur [—1,1] et déterminer une expression de f|_1.

1.S0itx € [0,1].f(x) =x —2Vx+ 1= (Vx — 1)2 € [0,1] donc f(f(x)) existe et

) =(x-1)"-2)(Vi-1)"+1=(Vi-1)"-2Vi-1/+1 = x-2Va+1-2(1-VQ)+1=x.

car 1-Vx=0
Ainsi, Vx € [0,1], f © f(x) = x. Il existe donc une application g(= f) de [0,1] sur[0,1] telleque: f o g = id[g 1) et g o f = id[gq). J’en
conclus que f est bijective de [0,1] sur[0,1]etf~1 =g = f.

2x

3. Soitf:R - Rtelleque: f(x) = o Df =R.
5. Montrer que f n'est pas injective i.e. 3(a,a’) € R?/[f(a) = f(a') et a # a']. Soit (a,a’) € R2.




1

!
fla) =f(d) e 2a =2L,24:) L - osatad?=d+dal=a—a +ad(@—-a)=0

1+a? 1+a 1+a? 1+a

e (@a—-ad)[l-ad']=0=a=a ou a’=%.

Ainsi, pour tout réel a non nul, f(a) = 1).En particulier f(2) = 1) et 2 # . Donc f nest pas injective sur R.
a 2 2

2)

f est continue sur Uintervalle R donc le TVI assure que f(R) est un intervalle. Montrons que 1=maxf (R) et —1=minf(R).

Tout d’abord, f est impaire donc s’ils existent minf (R) = —maxf(R).

2_ a2
VxeR1—-f(x)=1-— 132 = % = % >0et1—f(1) = 0.Donc 1 majore f(R) et1 = f(1) € f(R).Jen conclus que
1 = maxf(R). Alors —1 = minf(R) et f(R) = [—1;1]. Donc tout réel n' appartenant pas a [—1; 1], n'a pas d' antécédent
par f qui n’est donc pas surjective de R sur R.

f est continue et dérivable sur R car son expression n’est constituée que de fonctions dérivables sur leur propre domaind e

2\ _ 2 2 —
définition. Et Vx € R, f'(x) = 2(1(;;)2);” = ?ﬂx’:)z) = 2(1(13(21):@- Ainsi, Vx € [-1;1], f'(x) = 0 et f'ne s' annule qu' aux points

isolés 1 et — 1. f est donc strictement croissante sur [—1; 1]. Comme f est continue sur ce méme intervalle, le TBCSM assure
[-1;1] = [-1;1]
que f([-1;1]) = [lirPf ;li{nf] = [~1;1] et f induit une bijection f; de [-1; 1] sur [-1; 1] telle que f;: o 2 et
- 1+x2
fl_l est continue et strictement croissante sur [—1,1], bijective de [-1,1] sur [-1,1], Comme f| est impaire sur [—1,1],f|_1 I

est aussi. Cherchons I'expression de f|_1: fixons y € [—1;1] et considérons x 'unique antécédent de y par f .

2x
Alorsx € [-1;1] et el

Siy=0alorsx=0,siy=1alorsx =1etsiy=—1alorsx = —1.

2 Aiyz 1—y2
Siy ¢ {0,1,—1} alors yx? — 2x + y = 0 eten posant A= 4 — 4y? = (2 1- yz) , hous obtenons x = 2122; y_ 1 ; yz.

or -1 <1 1—y2<1‘:}{—ys1+w/1—y2SysiyZO@{—l—ySwll—yzSy—1<Osiy20
y y<14+,1-y2<-ysiy<0 y—1<1-y2<-y—-1<0siy<0

. . 1-1,/1-y2 ., . 1-/1-y?
Donc, nécessairement, x = fy Etainsi, f] Yy = )

y
1- [1-y2
PP 1-/1-y2 2 2 1-J1-)? 2y% 1-/1-y2
Vérification :f( Y ): S = Y =2 Y_ =y 0K I

. ==
y 1= [1-y2 Y y24141-y2-2 [1-y2 y 2-2{1-y?
1+ - .z

& impossible.

¥ y*



