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Dérivées niemes. Comparaison des fonctions et développements limités.
| Dérivées d’ordre supérieur.

Ex 1 Soit a, b, c et d constantes réelles et a non nulle. Justifier I’existence et calculer la dérivée n'®™ de chacune des fonctions
suivantes sur un domaine a préciser :

1) f':(x N cx+d)‘

ax+b
2) f~:(x = x3+2z2—x—2)'
3) f(x) = (3x% —x + 5)sin (xV/3)e*
2/ (x - 55)
5) f:(x » (4x% — 3x + 1)sin?(x)) (expression sous la forme H(x) + P(x)sin(2x) + Q(x)cos(2x) ou H, P et Q polynomiales)
6) (x = x™e3*) puis calculer f™(0).

PN 2
Ex 2 Soit n € N. Calculer de deux maniéres la dérivée n®™ de f: (x — x?"). En déduire Y7_, (Z) .

Ex 3 Soit f € D*(R*",R) . VneN", on définit g, par:Vx >0, g,(x) = x"" 1 f G)

_1\n
Justifier que g,, € D™(R**,R) et montrer ,par récurrence sur n, que :Vx > 0, g,(ln)(x) = %f(n) (i)
Application : déterminer la dérivée n*™ de (x— x" 1in(x))

. 1
Ex 4 Soit f: (x Hm).

a) Justifier que f est de classe C*® sur R.
b) Montrer que pour tout entier n.>1, la dérivée n®™ de f peut se mettre sous la forme :
F™(x) = % , ou P, est une fonction polynomiale. Donner une relation entre B," , P, et P11 ?
(1+x2)""2
c) Déterminer et démontrer (conjecture puis récurrence) le degré et le coefficient du terme de plus haut degré de B, .

R\{1} - R
Ex 5 Soit f: N n—)ie% .
1-x

a) Justifier que f est de classe C*® sur R\{1}.

b) Montrer que pour tout entier n>1, la dérivée n*™ de f peut se mettre sous la forme :

1
f™x) =P, (i) e1-x , ol P, est une fonction polynomiale. Donner une relation entre P, (t), B, (t)et P, (t) .

c) Déterminer, par conjecture puis récurrence , le degré et le coefficient dominant de B, .

d) Montrer que f est solutionde : (1 —x)%y’ = (2 — x)y.

e) En déduire que :¥n € N, Vt € R*,P,,.1(t) = [2n + 1)t + t2]|P,(t) — n?t?P,_,(t).

Ex 6 Soit (E): x2y" + 4xy’ + 2y = sin (x) Soit g une solution de (E) sur R de classe C*.
1) Démontrerque: Vn € N,vx € R, x2g™*(x) + 2n + 4)xg™ VY (x) + (n? + 3n + 2)g™(x) = sin (x + ng)

2) Endéduire le polyndme de Taylorde gen O derangn tqn € N.
3) Résoudre (E) sur R™ en posant 8(x) = x?*y(x) . Faites de méme sur R™ .
4) En déduire g et retrouver la valeur de g’(0) .

Ex 7 Trouver une relation entre Arctan™*?, Arctan®™tVet Arctan™.

Ex 8 Soit f(x) = ﬁ
1. Calculer le plus efficacement possible ) (0).
2. Soitn € N. Déterminer f™ (x) pour |x| # 1.

Ex9
x% .
1 -5 six <0
A) Montrer que la fonction :f:| x » px? est de classe C3 sur R mais n'est pas de 4 fois dérivable sur R..
i x >
2(1+x2) stx =0

x™In(x)six >0
Osix=0
dérivable sur R*et Vk € [0,n — 1], ¥ (0) = 0. Que peut-on en conclure sur les ensembles D™ (R,R) et C" *(R,R) ?

B) Soit n un entier naturel non nul . Soit f: (x - { ) . Montrer que f est de classe C™~! mais pas n-fois



Il Comparaison des fonctions et développements limités

VRAI ou FAUX
1. (x - sin (i)) admet un DL, (0). Vn+1—+n~, L\/—
2. (x v Vx+1)admet-elle un DL, (—1). 11. xl—i>r-Poo (1 + ;)BX = eé
3. Lafonction (x = vx%) admet un DL,(0). 12, &5 x
4. Lafonction (x » \/F) admet un DL;(0). ) e_zx_l ) 0 11
5. f~qgetfetgdérivables au voisinage de a = 13. sin ( 2) +o Tz
f'~a9' 14. Il existe un réel a strictement positif tq : xin(x) = 0y(x%).
6. f(x) =0,(x) = f(2)* = 0q(x") 15. Pour tout réel a positif, 7t = 0-((1 — x)%).
;' {(El:lo)h(x) 2 X ()~ (x + Dh() 16. Il existe un réeI a strictement positif tq : e V¥ = oJr (In ®(x)).
9: i ::;exz 17. %I (%) Ko s Ko xIn (x) Ko X Ko 1 Ko "2 n? T8« “‘x%

Ex 10 EQUIVALENTS
A. Déterminer un équivalent simple au voisinage de 0 de f(x) . Que peut-on en déduire sur f ?

x*—tan® (x)3 1—x-1 8 f(x)=In(2 _x31+ e®)

1. f(X) - sm( ) —=In (x) 9. f(x) = (1 - ZXZ)X_3
2. f(x)=e*—+V1+2x—x 10. f(x) = In (In(e + x))
3 (x) = e?*—In (e+x) 11. f(x) =1In (sinx)
. ;‘(X) - iCS_E;in(x)cos (x)) 2l (2) 12. f(X) 1 1 5
4. x) = 1In(3e* + e ™) — 2ln sin®x cos (x B
5. f@) =VI+ViTE-V2 3. fG) = YTapx =T+ (5
6. f(x)= Arcsin(msin(x)) 14. f(x) = sh (x)n®
7. f)=:-—— 15. f(x) = x* — (sinx)s"*

X In(1+x)
B. Déterminer un équivalent simple pour x au voisinage de +c de f(x) . Que peut- on en déduire sur f?

16. f(x) = 2 * 5t 21 f(x) = m

17. f(x) =In(2—x3+e%) 22. f(x) = Arctan(x) —%

18, f(x) = [ 23. f(x) = “(x) n(=)

19. f(x)=+v1++V1+x _ o 1

20. f(x)=+vVx?4+ax+b— 24. f(x) = (Inx)* (Sm( x) sin (ln (x+1)))

C. Déterminer un équivalent simple au voisinage de a de f:
25. f(x)=tanx ,a=<= 28. f(x)=x*—4 ,a=2

2 _ _E _
26. f(x)=(x?—3x+2)In (sinﬂ) ,a=1 29. f(x) = Arctan(x) 2@ 1
2 30. f(x)=x*—x,a=1

27. f(x) = Arccos(x) ,a=1

Ex 11 TECHNIQUES DE CALCUL DES DL : Déterminer le développement limité a I’ordre demandé au voisinage du point indiqué
de chacune des fonctions f suivantes et en déduire dans les cas(**)une propriété sur f :

1
L fl)=va+ e’; (ordre 3 en 0) 12. f(x) = cos (x)si"®@ (ordre 6 en 0)
flx) = lrsllgl(x-; 8+x) (ordre3en0) 13. f(x) = Arctan( ) (ordre 13 en 0). (xx)
fx)= (ordre 6 en 0)

ﬁzczojx 14. f(x) = exp (cos(ln(cos(x))) (ordre3en0)
;Exi - ler1?1+x) (() éordgre 61)en 0) 15. f(x) = ; m (ordre 5 en 0). (xx)
ordre 3 en
sm(x)Arctan(x) 16. f(x) = tan(,/ 4(m3 + x3)) (ordre3 enm)
=— dre 6 en 0). (x*
fe) = sh(x) (ordre 6 en 0). (x+) 17. f(x) = shix) (ordre 6 en 0). (xx)

In(1+sin(x))

18. f(x) = Arctan(cos(x)) (ordre 5 en 0)
19. f(x) = Arccos

f(x) =tan (x) (ordre7 en0)
f(x) = tan(x) (ordre 3en E)

flx) = szrctan( ) (ordre6en(—1)*teten (—1)7)

W N e WN

x . +
e (ordre 1 puis3en0%)

20. f(x) = \/x(sinx + shx — 2x) (ordre9en0t,en07)
21. f(x) = sh™! (x)(ordre 5en0)

22. f(x) = Arctan( ’ ) (ordre2en1l)
Ex 12 Soit f(x) = ln( fad 07(1) Déterminer le DL a l'ordre 99 en 0 de f . Puis déterminer le DLa I'ordre 100 en O de f.

10. f(x)=(1+ x)x (ordre 3 en 0). (x*)
11. f(x)=In ( ) (ordre 5 en 0)



Ex 13 Opérations sur les développements limités
Soit f(x) = x% + 2x3 4+ x* + 0o (x*) et g(x) = —x3 + 3x* + 0y(x*) . Trouver le plus grand ordre possible que I’on obtenir
pour le développement limité en 0 de f X g puis de %et enfinde fog.

Ex 14 Développement limité d’une fonction définie par une intégrale et d’une bijection réciproque
. o1
1. Soit f(x) = [ s

2. Déterminerson DLen 03 l' ordre 5 de ¢t ol @: (x xexz)

Ex 15 DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES
1. Soit f:R — R une fonction telle que f(x) = —+ 2+ 0400 (;) .

x+1  (x+1)2 (x+1)2
Trouver trois réels A, B et C telsque: f(x) = A+ E + % + 0400 (lz)

2. Soit f(x) = ’ . Montrer que f(x) = V/x +o= NG 16x\F + 0400 ( ) .Que peut —on en conclure sur Cf ?

3. Trouver un developpement asymptotique de tan au voisinage de > 5 a 3 termes significatifs.

In (x) 2 3 2
4. Montrer que (x+1) =1+ In(x) +%(ln(x)) + In(x) + (In(x)) + (lni;c)) + ln(x) + 0,0 (ln(x)).

x x x2 6x3 x3

Ex 16 Montrer que : Vx € R¥,

Deux applications :
1. Montrer que la suite u , telle que : vn € N, u,, = Z}}:Oﬁ , est convergente.

< Arctan(x + 1) — Arctan(x) <

1
(x+1)2+1 2+1 '

2. a. Montrerque: Arctan(x + 1) — Arctan(x)~ xiz

P . Arctan(x+1) _ 2 (l)
b. Endéduire que: “Arctan() 1+ — + 0400 =)
1
c. Calculer lim (w)xz
x—+00 \ Arctan(x)

Ex 17 TANGENTES —DEMI-TANGENTES - PROLONGEMENT PAR CONTINUTE—DERIVABILITE et EXSTREMUM LOCAL
1. Soit f:(x ~ (1 — 2sin (x))tan (3x) . Montrer que f est prolongeable par continuité eng et que son prolongement est

dérivable en % et étudier la position de sa courbe par rapport a sa tangente .

2. Déterminer I'équation des deux demi-tangentes en 0 de Cf ou f: (x - fl —v1- x2> et la position de Cf par rapport a

ces demi-tangentes .

I Lsix#0

1six=0

3. Montrer que f définie paret g(x) = { est de classe C* sur ]—1,1[ et admet un extremum local en 0.

Ex 18 ASYMPTOTES
Déterminer une équation de I’'asymptote oblique de la courbe représentative de f et la position de la courbe par rapport a cette
asymptote dans les cas suivants :

a. f(x)= x\/:l c. f(x)=(x+1Arctan (2%)

L d. x) = (x2 — 1) In (22
b, fx) = 5 0 f)=( ) (x—l)
2x-3
Ex 19 LIMITES. Déterminer les limites suivantes :
. — L . sinx—x™ ) iz
a) lim cos (x)e1-sin(9 g) lim=—="— m) lim (smx)x
>z e 1 x>0\ X
b) lim x(Arctan(x) — D) L n) lim ol neos@yn=1
ST ) dm (1) —emn (142) i
C) hm(l +xa)xa+ﬁ ') x—1>£-nwx X ex-ln x O) lim Arctan(Zsmx)—Z
=0 . i) lims— —= ¥l cos (3%)
d) lim —=— ¥-0%  In(1+x) 6 .
x—-11-x+In(x) k) i (ln (1+x))xln(x) p) lim(Z" 4+ 3% — 12) an—
2 1 —_—
- —+00 \ 1
e) h (cos x+ln(sin(x))) ot n e 1 q) lim ax Z olia € R**
72 . 2%43% \2-x x—ax*-a
nG) 0 llm( )
f) lim&R = X2 \px+ly5?

x—0 x%n (%)



. . 1-ax+x?2
Ex 20 Une fonction a paramétre Soit a un réel et f,: (x » ——— eArctan(x)y
P fa: C Jiix? )
1.

Déterminer un équivalent simple de f, au voisinage de 0 .
b. Donner I'équation de la tangente a C, en 0 et la position, au voisinage de 0, de la courbe G, par rapport a cette

Q

tangente (suivant les valeurs de a).
2. a. Déterminer un équivalent simple de f, au voisinage de+co.
Montrer que Cf, a deux asymptotes obliques et étudier la position, au voisinage detoo, de Cy, par rapport a ses

asymptotes (suivant les valeurs de a).
c. Vérifier que ces deux asymptotes se coupent orthogonalement sur (Ox).

Ex 21 Etudes de fonctions
1. Etude compléte et tracé de la fonction f(x) = {/x2(x — 2).
2. Etude compléte et tracé de la fonction f(x) = exVx? + x

1
X X\ o
3. Soit0 < a < b. Etude compléte de la fonction f(x) = (a *h )x.

Ex 22 Raccordement dans une équation différentielle Résoudre x?(1+ x)y' +y = x surR.






