Corrigé du TD Equations différentielles linéaires

Ex 0 Navigation entre ordre 1 et ordre 2
Vous devez donner toutes les solutions réelles des équations différentielles suivantes tres tres tres rapidement

1. y' +2y=5 6. y'+2y +y=e?
2. y'—y =10 7. 2xy'—y=xtelque x >0
3. y'—9y=1+e”* 8 xy'—y=1-In(x
;=14 Y -y* (x)
4. 2y' —y=e 9. y"+y=cos(x)
5. ch(x)y' —sh(x)y=1
R-R
1. Sol= X 5 + ke—2x /k€ER COURS : Soit m une constante réelle non nulle
sol°®
2. Sol= { R->R )/quR} y' +my = 0" (x > ke ™) tq k cste réelle
x - —10x + u + ve® oot
R-R y' =0— (x > k) tq k cste réelle
3. =l — 1L px 4 yem3 4 pedx /uvER
9 8 sol°
4 _ {( ]R - R /k €R y" +m?y = 0 ety (x - ucos(mx) + vsin(mx)) tq u,v cstes réelles
: - e +k é
xe ]R SR ez y" +|mly =023 cei (x = ucos (1/ x) + vsin (1/ x)) tq u, v cstes réelles
5. {( JkER
x - sh(x) + kch(x)) =
_ 7=0"2% (x > u + vx) tq u, v cstes réelles
6. _{<x»—> 2"+(ux+v)e‘x /u,vER} Y ¢ e
]R{+* el
7 - {<x x4+ k\/—) /k € R} Yy —m?y = 0755 (x - ue™ + ve ™) tqu, v cstes réelles
i
8. Sol= {( R** — R )/k c ]R} y'—Imly =0 Tee—”’§ (x P ueVImix 4 ve’m") tq u, v cstes réelles
’ x+—In(x)—1+kx
R->R
9. Sol= {(x - ;—csin (x) + ucos(x) + vsin(x)) /uv € R}

Ex 1 Résoudre les équations différentielles suivantes sur I'intervalle I proposé .

1. y'+4y=1—2cos(x) ,I=R 10. xy'(x) + ay(x) = xf ,I = R™*ou (a, B) € R?
2. -2y’ +B+dy®)=2(1—-¢€"),I=R 11. sh(x)y' —ch(x)y=1 ,I =R~
3. (@+1D)y™)+xy(x)=1 ,I=R. 12. (1 + cos®x)y'-sin(2x)y = cosx ,I =R
4. (e*-1y'+e*y=1 ,I=R"" 13. y' —tan(x)y = cos?(x) ,I ]—— —[
2 1 — — R+
5. x(1+l2n (x))y +2In(x)y=1,I=R 14, y' +y = +X'I_R
6. 1—-x*y' —y=1,I=]-1,1[ Wl ] — Ttk A
15. 2xy'(x) +y(x) =x",I = R™oln €N.
! — = = l 2
7. tx (t)2 x(t) =t/1 +1n(t) ,I [e,+oo[ 6. ¥y +xy=1,I =R
8. (A—-r /(M —ru(r)=1,I=]-11] 17. xIn (x)y' —y =In(x) ,I =]0,1]
9.

x'sin(t) — x cos(t)=etsin*t ,I =10, 7|

Dans cet exercice, toutes les équations différentielles sont linéaires et d’ordre 1. Les fonctions coefficients et le second membre sont continues
sur I et la fonction coefficient de y’ ne s’annule pas sur I. Donc le théoreme de résolution de (EH) et la méthode de variation de la constante
s’appliquent sur I.
sol° particuliere
R-R

1. By +4y=1-2cos(x) ,I=R. Sol(EH) = {(x " ke_4x) /k€R} et (x> 3)estune  SP dey +4y=1.

Cherchons une SP de (E,):y' + 4y = —2cos (x) sous la forme f(x) = Asin(x) + B cos(x) ou A4, B cstes réelles & déterminer.
2

_ _ — A=——
f solde (E;) © Vx € R,Acos(x) — Bsin(x) + 4(Asin(x) + Bcos(x)) = —2cos (x)c{A +4B = -2 = {17A =—2 = 17

4A—-B =0 B =4A B=—£'
17
2 . 8 . , . 2 8 1
Donc, (x - —1—7$1n(x) — 1—7cos(x)) est solution de y’ + 4y = —2 cos(x). Et par superposition, (x - —1—7$1n(x) — 1—7cos(x) + Z) est une

R->R
solution particuliere de (E). Ainsi, Sol(E) = {(x . —1sin(x) - icos(x) +14 ke“‘") /k € IR}_
17 17 4

R = C sol° particuliere
2. (B):(1—20y'(t) + B +D)y() = 2(1 — eit), = R. Sol(EH) = {( avi )/k € (C} et (v )estune P de
t e ke(1—zi)t 3+
(1-20)y' + B+ i)y = 2.

A+4B = —2 {17A=—2 A=-7

4A-B =0 B =4A p=-2
17

Alors, f sol de (E) & Vx € R, A cos(x) — B sin(x) + 4(Asin(x) + Bcos(x)) = —2cos (x)<={

Donc, cherchons une SP de (E;): (1 —2i)y’ + (3 + i)y = —2e't sous la forme f(t) = Ae' ou A cste réelle a déterminer.

2 (5-20)
(5+20) ~ “|5-2i?
Donc, (t - 219(—5 + Zi)e“) est solution de (E;). Et par superposition, (t - i(—5 + 2i)eit + i) est une solution particuliére de (E). Ainsi,

f solde (E,) © Vt € R, (1 — 20)Aie!t + 3+ i)Aelt = -2l &= (i+2+3+D)A=-2=A=- = %(—5 + 20).

Sol(E) = 2 : R:(C dasze | /k € Rfear (Z) = 3+ =21+ et 2=200 =234
to—~(-5+ 2i)ett + = —~(B-D+; + kes 1-2i 3+i I3+i2 10 :

3. (@2 +1)y'(x)+xy(x)=1 ,I=R.Faiten cours.

4. (E):(e*=1Dy'+e*y=1 ,I=R""
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Résolution sur I de (EH) : y'

- I >R
e~A() = g=In(1-€%) = oIn[(1-e)7'] = (1 — gX)~1 = ﬁ Ainsi, les solutions de (EH) sur I sont toutes les fonctions de la forme <x ok >

= 0.Posons a: (x - e—) Alors, A : (x » In|e* — 1|) est une primitive de a sur [ et Vx < 0,

1-e*
tel que k € R.
Recherche d’'une SP de (E) sur ! : Appliquons la MVC. Cherchons une solution particuliére de (E) sous la forme f(x) = k(x) S telleque k
dérivable sur I. Alors f est dérivablesur I et Vx € I, f'(x) = k' (x)(1 — e¥)™1 — k(x)(—e*)(1 — e¥)~2. Par suite,
f est solution de (E) sur [
ovx <0, — DK (x)A—e®)t—k(x)(—e*)(1—eX) 2]+ e* k(x)(1—e*)"1 =1
eV <0,-k(x)=1
SV <0,k'(x) =-1
&k est une primitive de g: (x » —1) sur R™..
Prenons kq: (x = —x) une primitive particuliére de g. Alors fy: (x — 1:—;) est une solution particuliere de (E) sur I.
ey
1-eX
I-R
Conclusion : les solutions de (E) sur I sont toutes les fonctions de la forme i k_|telque k € R.
1-e* 1-e*
5. x(1+n?(x)y" +2In(x)y =1, =R*.
2In (x) _ . 2In (x) . P
Résolution sur I de (EH) : y' + x(1+zn2(x))y 0. Posons a: (x = —x(1+ln2(x))) .a est continue sur [ donc admet des primitives sur cet
. _ 2In(t) dt _ In(x) 2u _ 247In(x) _ 2
intervalle I. Vx > O,f a(t)dt = f o) ¢ u—i(t) f T du = [In(1 + u?)]"® = In(1 + (In(x))?) + cste. Alors,
du=;at
t=xsu=In(x)
A:(x = In(1 + (In(x))?)) est une primitive de a sur I et Vx > 0,
e AM) = =In(1+(n()*) = In [+ *GN7'] = (1 4 In?(x)*)"1 = 1+1112(x)' Ainsi, les solutions de (EH) sur I sont toutes les fonctions de la
I-R
forme (x K )tel que k € R.
1+In?(x)
Recherche d’'une SP de (E) sur [ : Appliquons la MV C. Cherchons une solution particuliére de (E) sous la forme f(x) = 1+l(2( > telle que k
dérivable sur I. Alors f est dérivable sur I et Vx € I, f'(x) = k' (x)(1 + In?*(x)) ™t — k(x)@ (1 + In*(x)~2. Par suite,
f est solution de (E) sur [
v > 0,x(1+ @) [k ) + 2 (0) ™" — k(@) 222 (1 + n?(x)) 2] + 2 In(0) k() (1 + In?(0) " =
oV >0,xk'(x) =1
<k est une primitive de g: (x = i) sur [.
Prenons kq: (x — In(x)) une primitive particuliere de g. Alors fy: (x + 1:522{)) est une solution particuliere de (E) sur I.
ko(®)
1-eX
I >R
Conclusion : les solutions de (E) sur I sont toutes les fonctions de la forme <x oy (0 k ) tel que k € R.
1+in?(x)  1+In?(x)
18. V1—x*y'—y=1,I=]-11]
' _ —rt
19. tx'(t) —x(t) =t /1 +1n(t) ,I = [e'+°°[
20. (1 —7)u'(r) —ru(r) = 1 J=]1—1,1]
Résolution de (EH) :u'(r) — u(r) =0.
1
1 _ 2173
Posons a(r) = —LZ —. =2 Dong, A: (r - lln|1 - rzl) est une primitive de a sur [ et Vr € [,e =AM = e Tl - eln[ll i 2] =1
1-7r 21-r 2 1-1?

I->R
Les solutions de (EH) sur I sont toutes les fonctions de la forme ( 1 ) tqgk € R.
rek—
Vi1-r?

Recherche d’'une SP de (E) sur [ : Je cherche une solution particuliére de (E) sous la forme : f(r) =

k(r) o uk:I - R dérivable sur I.

2 k(r) 1 2 k() _
f estsolutionde (E)surl & vrel,(1—-r )[ =+ k(r)(— Zr)( )(1 r4) ] v
esvrellJl-r2k'(n=1
1
evrellk'(r) = .
V1 -—1r?
Prenons ko (1) = Arcsin(r). Alors, fy: (r Ar%i(r)) est une solution particuliére de (E) sur I.
I - R
Conclusion : les solutions de (E) sur I sont toutes les fonctions de la forme < Arcsin(r) 1 )tel que k € R.
T > _—
Vi-rz 1-12

21. x'sin(t) — x cos(t)=etsin*t ,I =]0,n]




22. xy'(x) + ay(x) = xf ,1 = R**ol (a, B) € R?
Posons a(x) = % Alors A: (x = aIn(x)) est une primitive de a sur I'intervalle ] = R** et Vx > 0,e~4() = g=aIn(x) = pIn(x™) = y-a
IH_;CF_“) tgk € R
Recherche d’'une SP de (E) sur [ : Je cherche une solution particuliére de (E) sous la forme : f(x) = k(x)x~* ou k: [ = R dérivable sur I.
f estsolution de (E) sur] & Vx € I x[ k' (x)x~% — ak(x)x~ %1 |+ ak(x)x~% = xB
S Vx LK (x)x™% =
o vVx eLk'(r) = xtF

Les solutions de (EH) sur I sont toutes les fonctions de la forme (x

xa+B+1 x@+B+1
er _ _ el . 0 . Lo .
1¢' cas a + B # —1. Prenons kg (x) el Alors, fo: (x - a+ﬂ+1x ) est une solution particuliere de (E) sur I. Par conséquent, les
I-R
solutions de (E) sur I sont toutes les fonctions de la forme (x o kx4 xF+1 )tel que k € R.
a+B+1
28¢me cas ¢ + B = —1. Prenons ko (x) = In(x) . Alors, fo: (x » In(x) x~%) est une solution particuliére de (E) sur I. Par conséquent, les
I-R

solutions de (E) sur I sont toutes les fonctions de la forme ( )tel que k € R.

x e kx % +1In(x)x™*

23. sh(x)y' —ch(x)y=1 ,[ =R™™

24. (1 + cos?x)y'-sin(2x)y = cosx ,I =R

25. y' —tan(x)y = cos?(x) ,I =] — gg[

26. y’+y=ﬁ,I=R

27. 2xy'(x) +y(x) =x™,I = R*™*oun € N.

28. ey +xy=1 ,I=]RA

29. xIn (x)y' —y =In(x) ,I=]0,1]1.

Ex 2 Résoudre les problemes de Cauchy suivants sur I'intervalle | proposé

I =]0, 400 teR
(€] @x + Dy () +5y() = 2 (€){y'(® +2ty(0) = te®®
y@) =1 y(0) =2
teR
(C):4y'(®) + 2ty(t) = te” (E)
y(0) =2

Résolutionde (EH): v'(t) + 2ty(1) =0

Posons a(t) = 2t. Alors A: (t — t?) est une primitive de a sur R. Les solutions de (EH) sur I sont toutes les fonctions de la forme
I->R

(t N ke_tz) tq k € R.

Recherche d’'une SP de (E) sur R: Je cherche une solution particuliére de (E) sous la forme : f(t) = k(t)e‘t2 ol k: R — R dérivable sur R.

f est solution de (E) sur I < Vt € R,[ k' (t)e™t" — 2tk(t)e™t" | + 2tk(t)e " =tet” < vt € R k'(t) = te?t’ = G) 4te?t’,

Prenons kq(x) = % e2t” Alors, fo: (x - % etz.) est une solution particuliere de (E') sur I. Par conséquent, les solutions de (E) sur I sont
R-R

t o ket +i et2> tel que k € R.

toutes les fonctions de la forme <

R->R

7 _¢2 1 2
to-e 4=t
4 4

1

Recherche de la solution du probléme de Cauchy : ke + "

Ex 3 Des raccords Résoudre les équations différentielles suivantes sur R

e’ =2ok=2 —i = Z. Donc ( > est la solution de (C,).

L xly'+ (x=Dy=x> 4, (1—x)y’+y=xx;1 sur Rt*

' 2x
2. xy +y=7=— 5. (x+Dy' +(x+2)y=2x+4
3. xX2(1+x)y'+y=x 6. 1—xMy' —xy=1

Ex 4 Le but de cet exercice est de trouver toutes les fonctions f continues sur R telles que : Vx € R, fox f@®)(2x —t)dt = x;


https://fr.wikipedia.org/wiki/Danger
https://fr.wikipedia.org/wiki/Danger
https://fr.wikipedia.org/wiki/Danger
https://fr.wikipedia.org/wiki/Danger
https://fr.wikipedia.org/wiki/Danger
https://fr.wikipedia.org/wiki/Danger
https://fr.wikipedia.org/wiki/Danger
https://fr.wikipedia.org/wiki/Danger
https://fr.wikipedia.org/wiki/Danger
https://fr.wikipedia.org/wiki/Danger

A. Analyse : On suppose ici qu’il existe une fonction f solution de notre probléme.
1. Montrer que la primitive F de f sur R s’annulant en 0 est solution d’ une ed!1.
2. Déterminer les fonctions candidates solutions de notre probleme.

B. Synthese : Etudier les candidatures.

Ex 5 Soit 'edl1 (E) : y'(x) + a(x)y(x) = d(x)ou a et d sont continues sur R. Démontrer que les courbes intégrales i.e. les
courbes des solutions de (E) se s’interceptent jamais et que, toutes réunies , elles recouvrent entiérement le plan .

Ex 6 Soit f : R > R et g: RT - R* deux fonctions continues sur R et A € R* tels que :Vx € R**, f(x) < A + f;f(t)g(t)dt .

Onnote p(x) = A + foxf(t)g(t)dt.
1) Justifier que @ est de classe C! sur R* et Vx € R, ¢'(x) — ¢(x)g(x) < 0.

2) En utilisant I'idée de la MV C, montrer que Vx € R*, ¢(x) < Aelo 9@t
3) Conclure que Vx € R*, f(x) < Aelo 9@t

Ex 7 Soit w > 0. Le mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme dirigé selon I'axe (0z) vérifie le
x"() = wy'(t)
systeme différentiel suivant : { y"(t) = —wx'(t) . Al'instantt = 0, la particule se trouve en position a I’origine du repére. En
zZ't) =0
considérant la fonction auxiliaire u = x’ + iy’, trouver les expressions de x ,y, et z en fonction de t .

Il Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Ex 8 Résoudre sur R les équations différentielles ou problemes de Cauchy suivants

my"+(m+2)y +2y=1+x+e* +e3*
y'+2y=|x|+1

1. y'—2y' =3x2+2x+1 5 {y” +4y' +4y = 3x —1)e %

2. y" +y = cos (x)+sin (x) : y(1)=0ety (1) =-1

3. y'+y' +y=e* 10 {y” — 4y’ + 3y = 6x + sin?(x) + ch(x)
4. 4y" —4y'+y = (3x— Dsh(%) ’ y(0) =y (0)=0

5 y"+4y' +5y=2— (x + Dsin(x)e ?* 11. (1 + tan?2)y" + 4itan~y' — 4y = i + 2
6. V' +B-Dy' +({+8y=2-ix ol « parametre réel tq tan% existe

7.

8.

12. y" + wy = x%e* o0 w cste réelle .
13.y" + 2m+ 1)y’ + 2my = e ol m parametre réel
14.my" — (m? + 1)y’ + my = xe ol m paramétre rée

Ex 9 On donne I'équation différentielle (E) : y" + 2y’ + y = f ol y est la fonction inconnue et f est définie par
fx)=0six<0etf(x)=1—e*six>0
1) Intégrer (E) sur chacun des intervalles R*'et R-".
2) Soitm € R. Montrer que (E) a une unique solution sur R, notée y,,, telle que : y,,,(0) = 0 et y,,(0) = m On
déterminera y,, .

Ex 10 Changement de fonctions pour se ramener a une edI2 a coefficients constants : ces ed|2 ne sont pas a coefficients
constants donc le cours ne s’applique pas !!!l on va changer de de fonctions pour que la nouvelle fonction vérifie une edl2 a
coefficients constants.

1. Onvarésoudre (E):x2y" + 4xy’ + 2y = —

(1+x2)?
e Montre que : y est solution de (E) sur R*'sietssi 8 est solution d’une ed£, a coefficients constants a déterminer.

sur R™ en posant 8(x) = x*y(x) .

e Endéduire les solutions de (E) sur R*".
. Résoudre (E): x2y" — 2xy' + (2 — x?)y = 0 sur R*™ en posant y(x) = xz(x).
3. Résoudre(E):x3y" =y — xy’ sur Rt en posant z(x) = y(x) — xy'(x) .
1. Soit y une fonction de R*" dans R, deux fois dérivable sur R*". Je pose 8(x) = xy(x) . Alors 8 est deux fois dérivable
sur R¥. Et Vx € R*™, 6'(x) = 2xy(x) + x?y'(x) et 6" (x) = 2y(x) + 4xy'(x) + x%y" (x).
Donc, y est solution de (E)sur R*"

sietssi Vx € R**, x2y"(x) + 4xy'(x) + 2y(x) = 2

(1+x2)2

. . +x " -
sietssi Vx € R*", 8" (x) = (+x2)



. . 12 e eae . 2 +x
sietssi 8’ est une primitive de g: (x o —(sz)z) sur R™.

Or, g est continue sur 'intervalle R**donc le TFl assure que g admet des primitives sur cet intervalle. Déterminer une
expression :

oy 2 _ Y 1+x2—x2 _ y 1 _ 2x
Gy =J Gt =2 e dx = 2f — (1+ T = 2Arctan(y) + cste f ZC)(HXZ)Z dx
(X ————
u'(x)

G(y) = 2Arctan(y) + cste — | x 1_12 + fy 1
PP va)‘—v—’-‘.x g

Par suite,
y est solution de (E)sur R*
sietssi il existe un réel ctel que : Vx € R*™, 0' (x) =

2
Or, h est continue sur I'intervalle R**donc le TFl assure que h admet des primitives sur cet intervalle. Déterminer une
expression :

H(y) = f[Arctan(x)

sietssi @ est une primitive sur R**, de h: (

]dx —f 1 Arctan(x)dx+fy = dx+fycdx

x x
=1 [xArctan(x)]y — f Trx >dx + f 1.2 dx + ¢y + cste = yArctan(y) + cy + cste.
sur la premieére
intégrale
Ainsi, y est solution de (E)sur R*"
sietssi il existe deux réels c et d tels que : Vx € R**, x%y(x) = 0(x) = xArctan(x) +cx+d

sietssi il existe deux réels c et d tels que : Vx € Rt*, y(x) = w LS - +

3. Résolvons (E):x3y" = y — xy' sur R** en posant z(x) = y(x) — xy'(x) .
1. Soit ¥ une fonction de R*+"dans R, deux fois dérivable sur R*". Je pose z(x) = y(x) — xy'(x) . Alors z est une fois
dérivable sur R™. Et Vx € RY*, z'(x) = y'(x) — y'(x) — xy" (x) = —xy" (x).

Donc y est solution de (E)sur R**

sietssi Vx € R**, 3y” =y—xy'

sietssi Vx € R**, x%z'(x) = z(x)

sietssi z est solution sur R** de l'edh (E;) : x?z' — z = 0 d'incennue z.

7 . 1
sur R*™*, (Ey)s"écrit : z' — 5z2=0
) 1 1 A
Ici, a(x) = — = donc A: (x - ;) est une primitive de a sur R** . Donc,

Sol(E;) = {(x = ke™%)/k € R}.

1
sietssi il existe k réel tel que : Vx € R**, z(x) = ke =x. surR*, (E,H)s'écrit:y' —2y = 0. (x — x) est une solution évidente et
1 lle de (E,H).Donc So);(E H) = (x» cx)/c € R}

. Lo . . . o Lo non nu S H). : oH) = :
sietssi il existe k réel tel que : Vx € R™, y(x) xy €9 1 ke x. Cherchons une SP de (E,) sous la forme f(x) = c(x)x ou c fonctino
sietssi y est solution sur R** de l'ed&, (E,): xy' — y = ke * d'incennue ) dérivable sur R*". )
Alors f solution de (E,)oVx >0, xf'(x) — f(x) = ke *

1

Vx>0, x3c'(x) = ke xoVx > 0, '(x) =

k _1
Zezx = ku' (x)e*®

1
sietssi il existe deux réels k et d tel que Vx >0, f(x) = kxe x+ d>

1
u(x)=e x

1
il existeunréeldtel queVx >0, c(x) = ke x+d

Ex 11 Méthode de variation de la constante (changement de fonctions particulier)

1. Soit (E):x(x + Dy"” + (x — 2)y’ —y = 0. Vérifier que (E) admet une solution polynomiale ¢ non nulle puis résoudre
(E) sur ]2; +oo[ en cherchant les solutions sous la forme f(x) = k(x)p(x) (Cf MVC).

2. Résoudre (E): xy" + 2y' + xy = 0 sur I =]0, [ en remarquant que ¢: (x = %(x)) est solution et en cherchant les

autres solutions sous la forme y(x) = @(x)z(x).
3. Résoudre (E):y" — 4y’ + 4y = x?°13¢2* en appliquant la méme méthode que précédemment.

1. Cherchons (tentons !!) @sous laforme @(x) = ax + b tels que a et b réels. g est alors deux fois dérivable sur R.
Alors, ¢ solution de (E) ©Vx € R, (x — 2)a — (ax + b) = 0 & b = —2a. Ainsi, ¢:(x = x — 2) est solution non nulle de
(E) sur R donc sur ]2; +oo[. Sur ]2; +oo[, ¢ ne s’annule pas.

fx)

Soit f une fonction deux fois dérivable sur ]2; +oo[. Posons Vx > 2,k(x) = praes

. Alors k est deux fois dérivable sur ]2; +oo[ car f

et ¢ lesont.

Vx €]2;+oo[, f(x) = k(x)p(x) = k(x)(x — 2)

et f'(x) = k'(x)p(x) + k(x) @' (x) = k' (%) (x — 2) + k(x)

et f"(x) =k"(x)p(x) + 2k'(x) ¢ (x) + k(x) ¢ (x) = k" (x) (x — 2) + 2k’ (x).

Alors, f est solution de (E) sur ]2; +oo[& Vx €]2; +oo[, x(x + D)f"(x) + (x = 2)f'(x) = f(x) =0

© Vx €]2; 40, x(x + D[k"(x)px) + 2k'(x) ¢/ (x) + k(x)¢" ()] + (x — 2)[k'(x) p(x) + k(x) ¢/ (x)] — k(x)p(x) = 0
© Vx €]2; +oof, x(x + DK (x)p(x) + 2k (x) ¢ ()] + (x — 2)k' () p(x) + k(x) [x(x + D¢ (x) + (x — 2) ¢/ ()] — p(x)] =

=0 car gsolutionde (E°




S Vx €]2;+oo, x(x + D(x — 2)k"(x) + [2x(x + 1) + (x —2)2}k'(x) = 0

< k'est solution sur]2;+oo[deledlys: x(x + 1)(x —2)z' + Bx2 —2x+4)z=0
(3x%-2x+4)
x(x+1)(x-2)"

v, v . w = =— =1 = ' - =
alx) = St ot Alors U = }Cllr(l)xa(x) =—-2et V= xlirzll(x +1Dalx)=3et Llir%(x 2alx)=2

Posons a(x) = Décomposons a en éléments simples. Il existe trois réels U,V et W tels que Vx € R\{0,—1,2},

(xz_z) + (xLﬂ) Donc A:(x » —2In(x) + 21In(x — 2) + 31In(x + 1)) est une primitive de a sur ]2 ; +oo[ et
— ,—AX) — p2In(x)-2In(x-2)-3In(x+1) — X
h(x) =e € (x=2)%(x+1)3"

Dong, a(x) = _—xz +
2

Donc,

f estsolution de (E) sur ]2 ;4oo[

. S . . , _ x?
sietssi il existe un réel M tel que Vx €]2; +oo[, k'(x) = Mi(x—z)z(aﬁl)y
sietssi il existe un réel M tel que k est une primitive de Mhsur]2;+4oo],

Déterminer les primitives de h sur ]2 ; +oo[. Pour cela décomposons h en éléments simples :

2
Il existe 5réels U,V,W Z et T tels que : Vx € R\{0,—1,2}, h(x) = S — + 4 + A + z T

(x-2)2(x+1)3  x-2 (x=2)2  x+1 (x+1)%2  (x+1)3’

Alors
o V=limkx—2)2h(x)==et T = lim (x+ 1)3h(x) =
xX—>2 27 x——1
e U+4+W-= 1ir+n xh(x) =0 .Donc W = —U.
X—+00
e 0=h(0) =L+ +W+Z+T.Donc—-2U+++Z+2=0.DoncZ=2U-=2.
-2 4 2 27 9 2 27
e I=r=-U+V+Z+Z+Tponc, U+I-I(GU-2)=-1+ 242
2 4 8 2
0

1
>

8 8 27 72

Donc(1+l—§) =Ly iy =44 —0.DoncW=0etZ=——

2 8 27 g 27 8%X9 8 9 8%X9 27
i _ — x _ 41 4 1 11 _ 4. _n-2_2% -2 41 -3
Ainsi, Vx € R\{0,—1,2},h(x) = G w2 G +3 D = 27 (x=2) > (x+1) 2%+ 5 (x+1)73.

Donc H: (x - ;—:(x -2)1+ %(x +1)1 - %(x + 1)‘2) est une primitive de h sur ]2 ; +oo].

Ainsi,

f est solution de (E) sur ]2; +oo[

sietssi il existe deux réels M et M' tel que: Vx €]2;+o[, k(x) = M' + M[;—;L (x—2)"1+ %(x + 1)1 - %(x +1)77]

4 (x-2) 1 (x—Z)]
27 x+1 18 (x+1)2

sietssi il existe deux réels M et M' tel que: Vx €]2;+oo[, f(x) = M'(x — 2) + M[;—;L +

Ex 12 Changement de variables (et le changement de fonctions associé) pour se ramener a une ed|2 a coefficients constants.
On considere |"équation différentielle linéaire du second ordre suivante :

(E):(1+x2)?%y" +2x(1+x%)y'"+y=0.
Les solutions sur R sont définies de la méme fagon que pour les équations différentielles linéaires rencontrées en cours .
Cette edl2 n’est pas a coefficients constants donc le cours ne s’applique pas ! On va effectuer un changement de variables et le
changement de fonctions associé dans le but de se ramener a une edI2 a coefficients constants pour pouvoir appliquer le cours .

Soit f une fonction deux fois dérivable sur R . On effectue le changement de variable: t = Arctan (x) ie. x = tan (t) avec x €
Rett €] — g,g [ et le changement de fonction associé : on définit g telle que: f(x) = g(t) ie.

vt €] —g,%[g(t) = f(tan(t)) ie. Vx €R, f(x) = g(Arctan(x)) .

1. Déterminer les expressions de g'(t)et g”(t) en fonctionde f, f’, f” et tan(t). .
2. Montrer que: f estsolution de (E) si et seulement si g est solution de (E;): z"”" +z =0
3. Endéduire les solutions (E) .

Ex 12 D’autres équations avec d’autres changements de variables
1. Résoudre (E):t%y"(t) + ty'(t) — y(t) = t*> sur R*". On effectuera le changement de variable s = In(t).
2. Résoudre (E): (1 +x2)%y" +2x(1+x%)y'+y =0 sur R etenposant x = tan(t).

1

3. Résoudre (E):x*y"” + 2x3y' —y = ex sur R** et enposant t = i

Ex 13
o

1. Soit] = —5,;[ et (E7) :cos(t)z" (t) — 2sin(t)z'(t) — cos(t)z(t) = 0. Résoudre (E;)sur I en effectuant le changement
de fonction @ (t) = cos(t)z(t).
2. Soit] =]—-1,1[et (Ey): (1 — x?)y" (x) — 3xy'(x) — y(x) = 0. Résoudre (E,)sur J en effectuant le changement de variable

x = sin(t) .




Ex 15 Trouver toutes les fonctions f dérivables sur R telles que pour tout réel x , f'(x) — f(x) = e* fol f@®)dt.

Ex 19 1) Résoudre sur R**, (E): 4x2y” +y = 0 en effectuant le changement de variable t = In(x).

2) Déterminer toutes les applications f : R™ — R, dérivables sur R** et telles que Vx > 0, f'(x) = f (ﬁ)

Ex 20 Trouver toutes les fonctions f dérivables sur R et telles que : Vx € R, f'(x) = %(f(x) + f(=x)).



