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Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques. Chapitre 9

Dérivées d’ordre supérieur.
Comparaison de fonctions et développements limités.

K désigne R ou C. D est un sous-ensemble de R. I est un intervalle de R.

| Dérivées d’ordre supérieur.

1. Définitions et notations

Définition : Soit f une fonction de R dans K définie sur un sous-ensemble D de R . Soit a un point nonisolé de D .

e Parconvention, f(©(a) = f(a). Soit k € N". f est k-fois dérivable en a lorsque f,f',f",.., f ¥ P sont dérivables en a
et sur un voisinage de a dans D et f =1 est dérivable en a . Alors par définition , la dérivée k —iéme de fen a est:
fO@=(f ) (@ .

e Parconvention, f(® = f fonction dérivée 0 —ieme de f

Soit k € N*. f est k-fois dérivable sur D lorsque f est (k — 1)-fois dérivable sur D et f =1 est dérivable sur D. Alors par

définition , la fonction dérivée k —ieme de f est: £ =(f*-D)"

e festdeclasse C¥ sur D lorsque f est k-fois dérivable sur D et f ) est continue sur D .

e f estinfiniment dérivable ou de classe C sur D lorsque pour tout K € N, f est k-fois dérivable sur D.

e DK(D,K) estI’ensemble des fonctions k-fois dérivables sur D et a valeurs dans K .

° CO(D, K) est I'’ensemble des fonctions continues sur D et a valeurs dans K.

e C¥(D,K) est I'ensemble des fonctions de classe C* sur D et a valeurs dans K.

o (C%(D,K) estl’ensemble des fonctions infiniment dérivables sur D et a valeurs dans K .

Conséquence : Si f est a valeurs complexes, alors f est k-fois dérivable sur D si et ssi Re(f) et Im(f) le sont . Et dans ce cas,
Re(f®) = (Re(f)® et Im(f®) = Um(f)®.

Remargue : Soit k € N"tel que k > 2. D**'(D,K) ¢ C*(D,K) € D*(D,K) et D*(D,K) € C'(D,K) € D*(D,K) &
C°(D,K) € F(D,K) . Ces inclusions sont strictes.

Prop : si f est paire et et de classe C*® sur I alors Vk € N, f(2¥*1D) est impaire et f (%) est paire .
si f est impaire et de classe C® sur I alors Vk € N, f %%+ est paire et f?%) est impaire .

2. Exemples de référence

Prop Dérivées successives des fonctions usuelles 99 9: Les fonctions inverse, logarithme , exponentielle , puissances, sinus et
cosinus sont infiniment dérivables sur leur domaine de définition respectif. Soit k € N.
1. Vx€eR,exp®(x) =e*

(—=1)*/? sin(x) si k pair
(—1)*D/2¢cos (x)si k impair

(=1D)*/2 cos(x) si k pair
(—1)*+D/2sin (x)si k impair

ch(x) si k pair
et ch®(@) = {sh (Sc)?qi k irﬁpair

q! q-k o
——x1 " sik € [0,
5. Soit q un entier naturel et f: (x = x9). Alors, Vx € R, ﬁz(k)(x) = {(q—k)! 10,4
Osik>q.

2. Vx €R,sin®(x) = sin (x + kg) = {

3. Vx €R,cos®(x)=cos (x + kg) = {

sh(x) si k pair

(k) =
4. Vx € R,sh™(x) {ch (x)si k impair

_nk
6. Soit f: (x - %) Sik € N'alors Vx € R*, f®(x) = %
1)k (g
7. Sik e N*alors Vx € R**, In®(x) = w

8. Soitaunréeltqa & N et f,: (x » x%).Sik € N* alors, Vx € R, fa(k)(x) =ala—D(a@—2)..(a —n+ 1)x%%.

3. Opérations sur les fonctions n-fois dérivables

Prop Dérivées successives d’'une somme et d’'un produit -FORMULE DE LEIBNIZ
Soient f, g des fonctions définies sur D et &, f deux constantes et n un entier naturel .

Si f', g sont n- fois dérivables (resp. de classe C™) sur D alors af + g et fg sont n- fois dérivables (resp. de classe C™) sur D et
(af + ™ = af +g™ et (F® =Xp, () P (Leibniz) @ @ @

Généralisation : Soient fl,fz,...,fp des fonctions définies sur D et ay, a,,..., a, des constantes .Si fi fo- ..,fp sont n- fois
dérivables sur D alors X2 _, a, fi et T2, fi sont n-fois dérivables sur D et (X7_; a i)™ = Y2_, a fi ™

A pas de formule générale pour le produit de p fonctions sauf pourn = 1: (szlfk)’ = Z;}:lfj, (]_[Zzlfk).

k#j
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Dérivées successives des fonctions polynomiales : Toute fonction polynomiale est de classe C*sur R .

T _xa-k ik < deg (P
Si,Vx € R, P(x) = ¥7_,a,x?alors Vk € N,Vx € R, P®)(x) = { a=k @q gy ¥ S eg (P)
0 sik > deg(P)

Prop. : Dérivabilité d’ordre supérieur d’'un quotient . Soient f , g des fonctions définies sur D et n un entier naturel .

Si f, g sont n- fois dérivables (resp. de classe C") sur D et g ne s’annule pas sur D anrsé etg sont n- fois dérivables (resp. de

classe C™) sur D . Apas de formule générale pour (l)(k)et (L)(k)
g g

Prop. : Dérivées successives d’'une composée Soient f , g des fonctions définies sur resp. I et/ et n un entier naturel .
Si f et g sontn-fois dérivables (resp. de classe C™) surresp [ et] etVx € I, f(x) € J alors g o f est n-fois dérivables (resp.
de classe C™) sur [ pas de formule générale pour (g o £)™ .

Cas particulier : Si f est k- fois dérivable sur Df et a et b deux constantes réelles alors g: (x = f(ax + b)) est k- fois dérivable
surDgetVx € R, g™ (x) = a*f®(ax + b) .

—1\k=1(1,_
Exemples a connaitre : f: (x + In(1 + x)) est de classe C®sur ] -1, +oo[ et vm € N, Vx € D, f (™ (x) = ( 121+S{" =
- (—1)kkK!
g: (x - —) est de classe C®sur D =R\{a} et vm € N,vx € D, g™ (x) = (x 2yt

BILAN : Soit k € N U {+o0} toute fonction constituée uniquement de fonctions de classe C* (resp . k-fois dérivables) sur leur
domaine de définition respectifs est de classe C* (resp . k-fois dérivables) sur son domaine de définition .

Exemples : 1) Dérivées successives de ¢@(x) = e* (3x* — 2x + 5) . ¢ est de classe C®sur R car P et exp le sontet Ym € N, Vx € D,
& = T2
P(x)

™M (x) = Yo (7:) P (x) exp™=H) (%) = (T(Y)l) P(x)e*+ (T) P'(x)e* + (T;) P"(x)e* + (Tg) P (x)e* + -+ (2) P (x)e*

=0si k=3
Donc, sim = 2, alors ™ (x) = (3x2 — 2x + 5)e*+m(6x — 2)e* +
le. ™ (x) = (3x2 + (6m — 2)x + 5 — 2m + 3m(m — 1))e* (formule encore valable pour m € {0,1} ... 3 vérifier).

=0
m(m 1)6 x

2)Dérivées successives de @ : (x ~ sin (x)e¥). Vx € R, p(x) = Im(ei"e") =Im (e“*”"). D’aprés ce qui précede, g est C* sur R
9(x)
. k T . k (T
etVx €R, g®(x) = (14 )ke@+Dx = 2" K4 (1+Dx = /7 el(k4+x)ex. Donc, ¢ est de classe C*® sur R
k
etvVx € R, M (x) = Im (g(k)(x)) = \/— 2 e*sin (x + kz)

3) Dérivées successives de f: (x — ). Je décompose f en éléments simples et je dérive chaque élément simple .Ici, f est de classe C®

m
. L, (-DkkK! 2 3
i 3 ? 1 _3}
sur R\{2, -3} et Vx € R{2, -3}, f(x) D)) 5 ((x—Z) + (x+3)) DoncVk € N,vx € R\{2,-3}, f)(x) = 5 ((x_z)k+1 + (x+3)k+1).
2
Dérivée nieme de f(x) = :_;

Df = R\ {1} f estde classe C” sur R\ {1} car f est constituée de fonctions de classe C* sur leur propre domaine de définition.
Division euclidienne : je fais la division euclidienne de x? + 1 par1—5x: Vx ER, x>+ 1 = (1 — 5x) (——x - —) +2

25 25
PP _ x4 (- SX)(—S 25)+§§ 1 1 ,26( 1
Réécriture de f(x) Vx € Df,f(x) Sisx s 1msx — —gx ~ 2 + E(l—sx)'

P(x) Q(x)
Comme P et Q sont de classe C* sur R\ {é} , Vn € N,Vx € Df, f™(x) = P™(x) +%Q(")(x). Or, P'(x) = —é etvn = 2,PM(x) + g
Et, Q(x) = u(1 — 5x) avec u(t) =% donc QM (x) = (=5)"u™ (1 —5x) = %

le cours
assure que

um =

25 5
5 25(15)Z

26 (=5)"(-)"n!
25 (1-5x)nt1

Vx € Df, f'(x) = — et vn=2,f™(x) =

4) Classe C*d’une solution d’edl . Considérons I'ed|2 suivante (E): (1 + x2)y"' (x) + 4xy'x) — y(x) = e3*.
Soit f une solution de (E) sur R. Montrons que f est de cIasse C®sur R et cherchons une relation entre les dérivées successives de f .

Alors f est deux fois dérivable sur RetVx € R, f"(x) = (—4xf'(x) + f(x) + e3%).
Initialisation : f est deux fois dérivable sur R .

1+2

Propagation : supposons que f soit n-fois dérivable sur R ou n entier naturel fixé et n > 2. On sait que Vx € R, f"'(x) = 1+x2 —— (—4xf'(x) +
f(x) + e3¥).Alors j’en déduis que f” est n — 1 fois dérivable sur R (puisque f , f* et les autres fonctions le sont) donc f est n + 1 fois
dérivable sur R . CQFD.
J’en conclus que f est infiniment dérivable sur R . Et par conséquent, a: (x - (1+ xz)f"(x))et B: (x - 4xf’(x)) le sont aussi.Or, y et f le
sontaussi. De plus, Vx € R, (1 +x*)f" (x) + 4xf'(x) = f(x) = ¢3*.Donc, Vn € N, Vx € R,a®x) + ™) — fM(x) =y™(x) .

a(x) B(x) y(x)
or,a™(x) = (1 4+ x)f ™D (x) + 2nxf D () + n(n — DF M (x) et LM (x) = 4xf @D (x) + 4nf ™ (x) et y™(x) = 3ne3% |
Ainsi, Vx €R, (14 x2)f™D(x) + 2nxf D (x) + n(n — DF M (x) +4xf @D (x) + 4nf ™ (x) — F@ (x) = 3ne3* |
Cestadire:vn €N, Vx € R, (1 +x2)f®™(x) + 2n+d)xf D (x) + (n2 + 3n— 1)fMW(x) = 3ne3* |




A9 Méthode : Soit f une fonction dont je connais une expression .
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1) Pour prouver que f est k-fois dérivable ou de classe C¥, on applique les théorémes précédents .
2) Pour trouver I'expression de £, on peut :
a) Calculer les premiéres dérivées et en conjecturer la forme de £ & démontrer par récurrence .

b) Reconnaitre I'une des formes précédentes : sin (px)e™*, p(ax + b), et appliquer les méthodes indiquées .

_ GO
(x—a)(x—Db)
c) Sif = uwv, appliquer Leibniz si je connais les dérivées successives de u et de v .

Théoréme admis Classe C™(*)d"' une bijection réciprogue Sin € N* et f est strictement monotone et de
classe C™*) sur I'intervalle I et Vx € I, f'(x) # 0 alors f est bijective de I sur l'intervalle f(I) et f ~test de classe C™*(*sur f(I).

Classe C"(®)des réciproques usuelles : Les fonctions Arcsin, Arccos et Arctan sont infiniment dérivables sur leur domaine
de dérivation respectif.

g(x)six € I\{a}
Lysix=a
1) Soitn € N*.Si g estde classe C" sur I\{a} et lim g(x) = Ly et Vk € [1,n], lim g% (x) = L existe et est finie
x—-a x-a

Critére de Classe C"(™) Soit ] unintervalleeta € I.etVx € I, f(x) = {

gPx)six #a
Lysix=a
2) Sigestdeclasse C* surI\{a}etet lim g(x) = Ly et Vk € N*,lim g% (x) existe et est finie et
x-a x—-a

alors f est de classe C™ sur I'intervalle I et Vk € [1,n], Vx € I, f®(x) = {

(k) 5
alors f est de classe C® sur l'intervalle I et Vk € N*,vx € I, f®(x) = {g (o) six # a

Lysix=a
Rappel : Si f est continue sur I et dérivable au moins sur I\{a} et lim f'(x) =¢ alors lim % =¢.
x—a x—a -

{e‘l/"zsi x#0

Exemple CLASSIQUE mais pas simple : Montrons que la fonction f: (x - 0 si 0
six =

) est de classe C® sur R et

1) o-1/xg;
vn € N, il existe une fonction polynomiale P, telle que : f™: (x - {P" (x) € stx# 0) .
O0six=20
. g est la composée de I'exp de classe C® sur Ret de h: (x - iz) de classe C® sur R* . Donc, g est de classe C*®
X
sur R*. Ainsi, f I'est aussi et Vn € N, Vx € R*, f™ (x) = g™ (x).

1
B. Montrons H(n):" il existe une fonction polynomiale P, tq : Vx € R*, g™ (x) = B, G) e« "par récurrence surn

A. Posons g(x) = e~ 1/%

Initialisation : Vx € R*, g(x) = 1 X e~Y**donc B, (t)=1 convient .
Propagation : Soit n un entier naturel . Je suppose H(n) vraie Alors il existe une fonction polynomiale P, telle que : Vx € R, g(") ) =

: E VX e ]}R X = —— P P 1

n(i) e < .Donc, . g(n+1)( ) ,( )e o (x) (9(23)6 XZ = P ( ) B ( )(;3)]6_"_2
gD (x) = [P (t) + 2¢° Pn(t)]e—ﬁ, Posons Pu1(8) = —t2B; (1) + 2t3P,(¢) . ﬂlors P,.+1 est polynomiale et Vx € R*, gD (x) =
t:l

Phi1q (1) e x2 .Donc H(n + 1) vraie des que H(n) vraie..
Conclusion : Vn € N, H(n)est vraie .

1
Montrons que f est infiniment dérivable en 0 . Soit n un entier naturel .vx > 0, g™ (x) = P, G) e 2 =h (\/ﬂ)e‘u. Or,

u=

%

cc L CC 1
lim uk/2e» 20 et llm iz = +o00 . Donc par composition, llm ie 2 20 et ainsi, lim P, (3) e ¥ =0. (autredémon :

u—>+o0o +x x cc

1 1 1 1
ﬁe_x_z =" (xT)e_F = e_x_z_kln(x) = o (1K) .or, 11m x2In(x) £0. Donc, 11m —e TZ=0.)

x &

N (n) — 3 —x—z — _ —u . _1\K U 2 . 1 _ .

De méme, Vx < 0, g™ (x) = B, (x) e z, Pn( \/a)e .Or, ul—l>I-Poo( D*uze 0 et xlirng por +o00 . Donc par composition,
u=—
) L CC

lim (- l)k—e = 2 0 et ainsi, llm P, ( )e 7 = 0. Ainsi, 11m g™ (x) = o0.

x—-0%
Je conclus par le critere C*, que f est infiniment dérivable en 0 et f(")(O) =0.

Il Comparaison des fonctions au voisinage d’un point ou d’un infini.

Soit I intervalle non réduit a un point et f une fonction réelle définie au moins sur I et a un élément ou bord de I réel ou infini.

Rappels : On dit que f vérifie une propriété au voisinage de a ou sur un voisinage de a lorsque cette propriété est vraie sur
e Unintervalle ouvert contenant a et inclus dans I si a estréel.

o |M,+oofinclusdansl tqM ER si a =+

e |—oo,M[inclusdansI tqM ER si a =—

Propriétés : si f est bornée au voisinage de a et lim g(x) = 0 alors lim f(x)g(x) = 0.
x—a x—a




Théoréme admis pour le moment : |

1. Sif aune limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a . En particulier, toute fonction continue en un réel a est
bornée sur un voisinage de a .

2. Si f aune limite strictement positive (resp. nég.) en a alors f est strictement positive (resp. nég.) sur un voisinage de a .

1. Définition et premiéres propriétés

021 Définition Soit f et g deux fonctions réelles définies sur un méme voisinage V de a (mais pas forcément en a).

1. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a lorsqu’il existe une application & définie au voisinage de a telle que :
lim £(x) = 0 et pour x au voisinage de a, f(x) = g(x) X €(x). On note alors f(x) = 0,(g(x))ou f = 0,(g) ou f K, g

xX—a

2. On dit que f est équivalente a g au voisinage de a lorsqu’il existe une application ¢ définie au voisinage de a telle que :
}(ig}l @(x) = 1 et pour x au voisinage de a, f(x) = g(x) X @(x).On notealors f ~, g ou f(x) ~4 g(x).

NB:Sif ~, g alors g ~, f et ondit que f et g sont équivalentes au voisinage de a .

3. On dit que f est dominée par g au voisinage de a lorsqu’il existe une application b définie au voisinage de a telle que : pour
x au voisinage de a ,f (x) = g(x)b(x) et b bornée au voisinage de a. On note alors f(x) = 0a(g(x)) ouf =0,0).
Autrement dit f = 0,(g) <3IM € R, Vx €V, |f(x)| < M|g(x)].

W Exemple: sin(x)e*~gsin(x) et sin(x)e* = 0_,(sin(x)) et sin(x)e* = 0,,(e¥)

-2’5 Caractérisation WW®: Soit f et g deux fonctions réelles définies sur un méme voisinage de a . On suppose ici que g ne s’annule

pas au voisinage de a sauf éventuellement en a. Alors,
f(x)

. f= o limfE = .
1 f=09) }g{;(%(x) 0 Af~. g  lim f(x) — g(x) = 0.
2. f~9 & chi_rg% =1 Ex:H i++w zmaisxl_imn%—§= 0.
3. f=0,(9 e gest bornée au voisinage de a . W x7reex? —xmais lim x* — (x* —x) # 0.

T

X
QL] Exemple : ch(x)~+oosh(x)~+we7 et Arctan(t)~ o >
25 Application : On suppose que @ ne s'annule pas au vois. de a sauf éventuellement en a et de signe constant au vois. de a.
1. Siauvoisinagedea,f<g<hetf ~,peth~, @alorsg ~, ¢.
2. Siauvoisinagedea,f < g<hetf = o0,(p) et h =0,(p) etalors g = 0,(®p).
26| THEO®®

) . A Donc, cela n’arrive presque jamais !!1!!!
1. f =0400)=0,00)~,0 = une fonction nulle surtout un voisinage de a
2. 04(1) symbolise une fonction qui tend vers 0 en a.
3. Autre écriture d’une fonction négligeable : 0,(g) = g X 0,(1)
4. Autre écriture d’'un équivalent: f ~, g <f=g+o,(9) e f=g+go,(1).

‘&:" THEO 99: équivalent et limite /signe

1. Sif ~, galors f et g sont de méme signe strict au voisinage de a .
Sif ~,getlimf(x) =L (L finie ou inifinie) alors lim g(x) = L
x-a x-a

2.
3. Si chirréf(x) = L tel que L réel non nul alors f(x)~,L.
4. Sif estdérivable en a et f'(a) # 0 alors f(x) — f(a)~,f'(a)(x — a).

2. Exemples
a. Fonctions puissances:
2> Soit a et B deux réels tels que a < f5. Alors
1. x% = 040(xF) 2. xP=o0y(x% 3. (x—a)f=o0,((x—a)®)ouacR

b. Fonctions polynomiales
Ap SiP(x) =ayxP +ap PP+ +a,x"oun>pet a, #0eta, #0 alors P(X)~,0a, X" et P(x)~oa, xP.

c. Croissances comparées Soit (a,8) € (R**)?eta €]1,+© [
B = a 1 1
N (In(x))P = 046 (x%) In (018 = 0+ (_a) X = O—oo( )
x

X% = 0, (a?) [xI*

d. Equivalent usuels 99: Soit a un réel non nul.

3 e* —1~gx tan(x) ~o x (1+ %)% — 1~pax 1,
— 1~y — =
5 In(1+ x)~px sh(x)~y x 0 cos(x) 0=5 X
m(y)~yy—-1 Arctan(x) ~ox ch(x) — 1~05 x?

sin(x) ~o x Arcsin(x)~g x
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3. Comparaison

Théoréme DE COMPARAISON 99:

Sif ~ogetg~.h alors f~,h

Sif ~¢g ou f=04(g) alors f = 04(9).

Sih =04(g9) etg=0,(f) alorsh=0,(f). Donc, Sih = 0,(9) et(g = 0,(f) ou g~.f) alorsh = o,(f).
Si f=0,(g) etg =o04,(h) alors f =o0,4(h). Donc,Si (f = 0,(g) ou f~,9) et g =o0,(h) alors f = 0,(h).
Si f=0,(g9)etg =0,(h) alors f = 0,(h).

Si f~,getu~,vetv=o0,(g) (resp. v = 0,(g))alors u = o0,(f) (resp.u = 0,(f))

Si f est bornée au voisinage de a ( en particulier si f a une limite finie en a) et Jlci_)rrtllg(x) = 4oo alors f = 0,(9) -

09 = e g5 T IS

Si lim f (x) existe et est non nulle et lim g(x) = 0 alors g = 0,(f) .
X—=a X—a

4. Opérations

Théoréme d’OPERATIONS 1 99:

1. 0,(g)+0,(9) = 0,(g) etpour tout réel B non-nul, Bo,(g) = 0,(g9) =0,(Bg) eto,(fg) = fo,(g).
2. 0.,(9)+ 0,(9) = 0,(g) etpourtoutréel B nonnul, f0,(9) = 0,(9)=0,(B9).
3. g+o0,(9)~,9 -Autrementdit,Sih =o0,(g) alorsg+h~,g

Dans la recherche

d’équivalent :

PO P i i i
Théoréme d’OPERATIONS 2 99: e v
puissance indépendante de x ,
4. Sif ~,getu~,valorsf Xu~, gX.En particulier, Si f ~, g alors fu ~, gu . composition & droite
f g 1 1 / d’équivalents sont autorisés.

5. Sif ~, getu~, vet unes’annule pas au voisinage de a , alors— ~a, € =~
6. Sia estune constante réelle (indépendante de la variable x) et f(x) ~a g(x) et f“est définie au voisinage de a (pas

forcément en a) , alors (f(x))* ~, (g(x))*.
7. Si f(t) ~oq g(t) et )lcin; u(x) = a alors f(u(x)) ~x-p g((x)) ( composition a droite ou changement de variable )

ATTENTION, ON NE SOMME PAS ET ON NE COMPOSE PAS A GAUCHE LES EQUIVALENTS.
SI LA PUISSANCE a DEPEND DE x ALORS LA PROPRIETE 6. NE S’APPLIQUE PAS

Dans la recherche d’équivalent,

Contre-exemples :
1. x%2+4+x~px et —x™° —x + x> mais x2n' est pas équivalent au voisinage de 0 a x3.
2 o © a2 .
X"+X n’est pas équivalent 3 e*” au voisinage de +oo .
1n(1+x)

1 1
3. 14+x~p1 et(1+ x)x =e x —e donc (1 + x)x~ge mais 1x = 1~41.
Exemples et techniques :
1
1) Soitk € N. Montrer que e 2 = 0y( x*).

2. x%+x~,,x% maise

Par limite du quotient

Pour obtenir un équivalent simple de f + g au voisinage

2)  Montrer que f ln(t) ——dt = 0,6 (x?). Par encadrement dea
) Arccos(x)sin?(x) L ) o 1. je regarde si l'une des deux fonctions f ou g est
3) Soitf:(x+ W) . Cherchons un équivalent puis la limite de f en 0. négligeable devant I'autre au voisinage de a.
JE z 5 Si f =o04(g) alors f + g~a9.

4) Soit f: (x o %) Cherchons un équivalent puis la limite de f en +co. 2.Je remplace f(x) et g(x) par leur développement limité
ou asymptotique en a avec au moins deux termes non

5) Soit f:(x = Va3 +1—Vx2 —1 +sin (x)). nuls... si ces deux termes se simplifient, je vais jusqu’au

Cherchons un équivalent puis la limite de f en +oo. troisieme terme non nul....

6) Soit f:(x = VxZ +1—Vx3-2).
Cherchons un équivalent puis la limite de f en +co.
7) Soitf:(x = In (Cos(x))) .Cherchons un équivalent de f en 0.

x*—x
8) Calculer 11m+ D

9) Soit f: (x » Arcsin(msin(x))) .
Cherchons un équivalent de f au voisinage de 0.
10) Soit h: (x ~ In (—2x + Vx + Arctan(x))) .
Cherchons un équivalent de f en 0

Pour obtenir un équivalent simple de In(f(x)) au voisinage de a
1.5ilim f(x) = 1 alors In(f (x))~af (x) — 1.
x>
2.Sinon, je remplace f(x) par son développement limité ou asymptotique a un terme
e 1-LtIn (x significatif au voisinage de a.
11) Soitf:(x — e Hin G )) . 3. Ensuite je réinjecte dans le logarithme et j’utilise les propriétés de ce In.
Cherchons un équivalent puis la limite de f en +co.
1
12) Soit f:x = (1 — tan (x))=. Cherchons un équivalent puis la limite de f en 0.
13) Soit f:x = (sh(x))S" @, Cherchons un équivalent puis la limite de f en 0.
14) Soit f : R** - R**, continue et strictement décroissante sur R**, bijective de R** sur R** et telle que : f(x)~+m%. Déterminer un
équivalent de f~len 0*.

15) Soit f: R* — R™* une application décroissante et telle que : Pour obtenir un équivalent simple de f(x)?® au voisinage d(:()l
1 1 1. Vécris f(x)9® sous forme exponentielle f(x)9®) = gINGE)
fOt+ D+ f)~se x’ Montrer que f ()~ 2x 2. Je cherche un équivalent simple de g(x)et un autre de In(f(x)) et j’en fais leur produit.

3. Je transforme cet équivalent par une égalité u~,v = u = v + 0, (v).
4. Ensuite je réinjecte dans I'exponentielle et j’utilise les propriétés de I'exponentielle.
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4. Changement de variable pour se ramener en 0

1. Soit f une fonction dont je cherche un équivalent au voisinage du réel a non nul .
Je pose g(t) = f(t + a) . Alors g est définie au voisinage de 0 et f(x) = g(x — a). De plus,
ltirr(}g(t) =L>limf(x)=L et g ~oh(t) = f(x)~zh(x — a).
d x—-a
2. Soit f une fonction dont je cherche un équivalent au voisinage de +oo(resp. —o0).
Jepose g(t) =f (%) .Alors g est définie au voisinage de 07 (resp. 07) et f(x) = g (i) De plus,

. _ . _ _ _ 1
Ly o)== Jg =i & @ LB s = i)

07 (=)

{('/L Exemples 1) Cherchons un équivalent simple de f(x) = In (sin(x)) au voisinage de g

tp&.

4o

S
L{é

i

!

1) Cherchons un équivalent simple de f(x) = 1 + cos(x) au voisinage de 7 .

2
Posons g(t) = f(t + m). Alors g(t) = 1 4+ cos(t + ) = 1 — cos(t) ~0%. Donc, f(x)~,
2) Cherchons un équivalent simple de f(x) = x* — 4 au voisinage de 2 .

(x=m)?
P—

v, TA
lim X2 = 4(1 + In(2)) . Donc, x* — 4~,4(1 + In(2)) (x — 2).

x-2 Xx—2

Il Développements limités

RAPPEL : Soit xo unréel . 0, ((x — x¢)™) = (x — x0)" X 0,,(1) = (x — x)" X £(x) tel que lim &(x) =0
xX—>Xo
En particulier, 0y(x™) = x™ X 0(1) = x™ X £(x) tel que lin& ex)=0
X—

De plus, 0y(x™) X 05(xP) = 0o(x™*P) et x™ X 0y(xP) = 0,(x™P) et sin > palorsx™ = 0y(xP).

1. Définition et unicité

Définition eSoit f une fonction définie sur un voisinage de 0.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 lorsqu’il existe n + 1 réels ay, a4, a,, .., a, tels que :

f(xX)= ag+a;x+ax?+-+a,x™ + 0o(x™)
—_
Pn(x) restg
partie polynimiale ou partie principale o fonction
de degré inférieur ou égalan négligeable devant x™

au voisinage de 0
«Soit f une fonction définie sur un voisinage du réel x, (pas forcément en x;)
On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de x, lorsqu’il existe n + 1 ré els ay, a4, a,, .., a, tels
que :

fxX)=ag+a; (x— xp) +a,(x — x)2+ - +a,(x — xx)" + 0y, ((x — x0)™)

Qn(x)=Ppn(x—xo) reste
partie polynomiale ou partie principale fonction
Pp(t)=ag+ay t+ay t>+--+ay t" négligeable devant (x — xo)™
de degré inférieur ou égalan au voisinage de xg

Théo pour se rameneraunDLen0:
Soit f une fonction définie au voisinage de x, réel non nul. On pose h = x — x, et g(h) = f(x, + h).
fvérifie: f(x) =ap+a; (x — x9) + a,(x — x0)? + -+ ap(x — x0)" + 0, ((x — x)™)
=
g vérifie: g (h) = ag + a1h + a,h® + -+ + a,h™ + 0y (™).

Théo d’UNICITE: Il y a unicité de la partie polynomiale du développement limité d’une fonction donnée en un point donné a un
ordre fixé (i.e. pour tout ordre n unicité des réels ay, a4, a,, .., a,) .

Exemple : Montrons que ﬁ =1+x+x2+ 41" +x"0,(1) = Yo x* + 0y(x™) VO®

Et i =1-(x—D+Ex—-1D2— 4+ +(=D"(x — D" + (x — 1), ((x — D) AON NE DEVELOPPE JAMAIS !!!

NB:a, = lim f(x) . Donc, il est facile de vérifier le terme constant d’'un DL !!!!
X-Xq

2. Propriétés

EQUIVALENT Soit f une fonction définie au voisinage du réel x .

Si f admet le DL, (x,) suivant :

f () = ar, (x —x0)* + apyea(x = x0)* 0+ -+ @n(x — x0)™ + 05 ((x — x0)™) tel que ay, # 0,
alors f(x)~y,ax, (x —xg)*0 .
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TRONCATURE : Si f admet leD Ly, (x,) suivant: f (x) = ag +a; (x — X ) + =+ an(x — x0)™ + 0, ((x — x0)™)
Alors f admet un DL,_; (xo) suivant : f (x) = @+ a; (x — X ) + -+ a1 (x — x0)" 1 + 0, ((x — %)™ ).

FONCTION PAIRE / FONCTION IMPAIRE
Si fadmet un DL, (0) et f est paire alors tous les coefficients d’indices impairs de la partie polynomiale sont nuls
ie. f(x)=ag+ax®+ -+ a,x™+ 0y(x™) sin pair
etf (x) =ag+ azx®+ -+ ap_1x™ 1 + 0y(x™) sinimpair
Si fadmet un DL, (0) et f est impaire alors tous les coefficients d’indices pairs de la partie polynomiale sont nuls
ie. f (%) =ax+azx3+ -+ a,x™ + 0y(x™) sinimpair
etf (x) = ayx +azx3+ -+ a,_1x" 1+ 0y(x™) sinimpair

Remarque : P est une fonction polynomiale paire si et ssi P est de la forme P(x) = ay + a,x* + -+ + aszZ” .
De méme, Pest une fonction polynomiale impaire sietssi P est de la forme P(x) = a;x + azx3 + --- + a2p+1x2”+1 .
Ainsi, si f est paire (resp impaire) alors la partie polynomiale de son DL,,(0), s’il existe, est paire (resp. impaire).

3. Obtention d’un DL

DL en 0 d’une fonction polynomiale : Si P est polynomiale telle que : P(x) = ay + a;x + a,x? + azx® + -+ ayx" alors
pour tout entier n = N, P(x) = ag + a,x + a,x? + azx3 + -+ ayx" est le DL, (0) de P
pour tout entier n < N, P(x) = ag + a,x + a;x? + azx3 + -+ 4+ a,x™ + 0o(x™) est le DL, (0) de P.

sl

Démo:
1. Cos estdeclasse C®sur R donc TY s’applique a cos en tout point et a tout ordre. Appliquons-le en 0, a I'ordre 2n:
0 si k impair
vp € N, cos@(0) = (=1)P et cos@P+D(0) = 0i.e. cos™ (0 ={ .
p © = (-1 (0)=0i © ={(_1)¥% 5 k pair

on cos®(0) cos®(0) _p

Alors cos(x) = k=0Txk + 0 (x?™) = Yo<k<2n X+ 00(x?™)
' pour k impair  kpair ’
cos®(0)=0
cos@P)(0)
> P=0"(2p) X 4 0p(x?") =
onpose k=2p
Alors,
0<k<2n<=0spsn

2. Sin estde classe C®sur R donc TY s’applique a sin en tout point et a tout ordre. Appliquons-le en 0, a 'ordre 2n + 1:




0 si k pair
vp € N, sin®*D(0) = 0 et sin@+D(0) = (=1)P i.e. sin®(0) = { k-1 .
(—=1)7z sik impair

in® in®
. _ v2n+15int9(0) g 2n+1 _ sint(0) 2n+1
Alors sin(x) = RFE Ok 4 00 (x2™1) = Bocpeaner T2 xk 4 0p(x27H1)
’ pour k pair, kimpair ’
sin®(0)=0
in(2p+1) —1)Py2D+1
. n Sin 0) k 2n+1 n (DPx 2n+1
sin(x = —0— X"+ 0o(x =2ip=0——— t 0o(x .
() on pose k=2p+1 p=0 (@p+1)! 0( ) p=0 (@p+) 0( )
Alors,
0<k<2n+10s<psn

2 3
NB:TY assurequee* =1+ x + x? + x? + x3 £(x). On obtient : e*~, 1 premiére estimation du comportement de exp en 0
N——

—00

2 2
puis e* — 1~ x précise cette information.... On peut encore aller plus loin e* — 1 — x~, x? puis e* —1—x — X?NO

2 3 2

Deméme,In(1+x) =x — = +Z 4+ x3&e(x). Donc, In(1 + x) ~y x etIn(1 +x) — x~; — =et ...
2 3 N/ 2
—00

5‘-'3 Attention : e* ~ ch(x)~g cos(x) ~g 1 — 10x~, 1 cela signifie simplement que exp, ch et cos tendent vers 1 en 0 . Mais

e* — 1=~ych(x) — 1=~,cos (x) — 1~,0 . Donc, exp, ch,coset (x » 1 — 10x) ne tendent pas vers 1 en 0 a la méme vitesse.

x3
6"

5€ | Théoreme COMBINAISON LINEAIRE ET PRODUIT : Soit a et B deux réels .
Si f et g admettent les DL,, (0) suivants :
f(xX)=ag+a;x+ax?+ -+ a,x+0,(x™) et g (x)=by+ by x+ byx?+ -+ byx™ + 0(x™)
P(x) Q(x)
alors af + fg et fg admettent chacune un DL,, (0) et
af (x) + Bg(x) = aP(x) + fQ(x) + 0o (x™).

f(x) x g(x) = [somme des termes de degré inférieur ou égal ande P(x) X Q(x)] + 0o(x™).

1
1tx

51 Exemple : Cherchons le DL,(0) de f(x) = sin(x) cos(x) —
Théoreme DL,(0) d’un inverse, d’un quotient :
Si f admet le DL, (0) et lin&f(x) #0 anrs% admet un DL,, (0).
X

Si f et g admettent des DL, (0) et lir%f(x) #0 alors% admet un DL, (0) .
X

2
\55 Exemples :1) cherchons le DLs(0)de f(x) = o) 2) Cherchons les DL,(0)de h(x) = lr;i(::;) :
1 3
1) Cherchons les DL,(0) de g(x) = 2roh () 3) Montrons que : cotan(x) = i - g - % + 0o(x?)

(® | Théoreme (admis) COMPOSITION : Si f admet le DL,, (0) suivant : f (x) = P(x) + 0o(x™) et lirr&f(x) =0 et g admetun
X
DL, (0) alors g o f admetle DL, (0).

1
14x%

Cﬂ Exemples de référence : Cherchons le DL,,(0) deln(1 — u) et ﬁ et le DL,,(0) de

n
1 1
= = — = 2 = 3 - n ny — _ k,,k n
1+u 1-(—u) 1+ (w+ w2+ (w4 -+ ()" + 0o (u™) kz_o( Deu* + oo(u™)
1+1x2 = 1_(:‘2) =14 (—x2) 4+ (—x2)2 4+ (=x2)3 + -+ (=x2)™ + 0o (x?™) = T, (—1)kx 2k + 0y(x2™).
GR  Exemples et techniques : 3) Cherchonsle DLg (g) de f(x) =1n (2 + sin 2(x))

1) Cherchonsle DLg(0) de sin (3x).

2) Cherchons le DL5(0) de f(x) = In(4 — x?) — 2e™*'~1* 4)  Cherchons le DL5(0) de f(x) = V2.

63 Théoréme : INTEGRATION TERME A TERME (TITT) (admis pour le moment)
«Si f est dérivable un intervalle I contenant 0 et f’admetle DL, (0 ) suivant:
fl(x)=ag+a x+ ax*+ -+ ax™ + 0o(x™) .
alors f admet le DL, (0 ) suivant: f (x) = f(0) + apx + a; x;z+ a2§ + an’:ln—: + 0g(x™*1).
«Si f est dérivable sur un intervalle I contenant x, et f’admetle DL, (x, ) suivant :
ffix)=ag+a; (x— xp) +a(x — x0)*+ -+ a,(x — xo)" + 0y, ((x — x0)™)

. . _ _ (x—x0)? (x —x)"*? _ n+1
alors f admetle DL, (xo ) suivant:f (x) = f(xo) + ag(x — x5 ) + a4 — et ay T —+ 0y, ((x — x0)™).

Ql La réciproque du TITT est fausse !! Voici un contre-exemple : Soit f la fonction définie sur R* par
1 1
e_(?)sin (3(72)) six#0
f(x) = {

Osix=0
65 Exemple : Soit f: (x » Arctan(1 + x)) . Cherchons son DLg(0) .

.VneN, f admet le DL, (0) suivant: f(x) = 0y(x™) mais f ' n’a pas de DLy (0).

6 | Exemples de référence VO ®:
5

S S A
5 7

(_1)nx2n+1
3

— _ 2n+1
Arctan(x) = x ot 0o (x#t1) |



Conséquence du TITT : Si f et f” admettent respectivement les DL, .1(x, ) et DL, (x, ) suivants

f,(x) =apta; (x— x0) +a,(x — xo)22+ ot A (0 = X))+ 0, ((x — x0)™) .
ff(x)=byg+by (x— x9) +by(x — x0)°+ -+ bn(x - xo)n + 0y, ((x - xo)n) o sur un intervalle contenant x,.

by b, bn
alorsa, = by ,a, =503 = 5 gy = 0

IV Applications a I’étude de fonctions.

1. Continuité — dérivabilité en un point — position de la courbe par rapport a une
tangente- extremum local

63

30

A

h

EX

15

Méthode pour connaitre I’équation de la tangente et la position de la courbe ar rapport a cette tangente.

Si f admet le DL(x,) suivant : f (x) = ag + a; (x — xg) + ay, (x — xp)*° + (x — x()*00, (1) ott ay, # 0 alors je conclus que

OU BIEN f est définie en x, QU BIEN f n'est pas définie en x,

o f est continue et dérivable en x, et f(xo) = ao f'(xo) = aset f(x) = ag+a; (x — x) + ax, (x — x0)*0 + (x — x)*00,, (1) tel

y = ag + a; (x — xo) estI'équation de la tangente a Cf au point  que ay, # 0 alors

Mo (xo, f (x0)) * f est prolongable par continuité en x, par la valeur a, et son

* f () = lag + a; (x = x9)]~x, @, (x — x0)*° . Alors au voisinage  prolongement est dérivable en xo et f(xo) =ag,f (xp) = a, et

dexo , f () — [ao + a; (x — xo)] est du signe de ay, (x — x0) y = ay + a; (x — x,) est 'équation de la tangente a Cf au point

ce qui permet de connaitre , au voisinage de M, |la position de Cf Mo(xo:f(xo))

par rapport a sa tangente en M, . o f (x) = [ag + a; (x — x¢)]~x,ax, (x — xo)*0 . Alors au voisinage
dex, ,f (x) — [ap + a; (x — x)] est du signe de ay, (x — xg)ko.

Exemples :

Etudede f(x) =In (ﬁiﬁ(x)

Méthode pour reconnaitre un extremum local

Si f admet le DL(x,) suivant : f (x) = f(x,) + ax, (x — x¢)*0 + (x — x¢)*00,,(1) tel que ay, # 0 et k, pair alors au

voisinage de xo, f (x) — f(x,) est du signe de a, et par conséquent, si ax, > 0 alors f(x,) est un minimum local de f et si

ay, < 0alors f(x,) est un maximum local de f.

Exemple : Etude au voisinage de 0 de f(x) = e* — 1+ 2x.

2. Calculs de limite et recherche d’un équivalent

. . ch(x)—cos (x) ~,
Exemples : 1. Calculer }CI_I;I(I) GO —sh(e) D

3 3 3 3
Et sin(x) — sh(x) = x — x? +0o(x3) —x — x? +0p(x3) = —x? + 09 (x3)~o — x? Donc
ch(x)—cos(x) _

Foo, lim ——=———= Foo.

x—+00 sin(x)—sh(x)

) au voisinage de 0 Etude de f:(x » x2Arctan (ﬁ) au voisinage de (—1)*.

2 2
aprés TY, ch(x) —cos(x) = 1 + x? +o0o(x?)—1+ x? + 09(x2) = x? + 0 (x2)~px>.
ch(x)—cos(x) -

—3 comme lim -3=
7 sin()-sh(x) ° x xotw X

X

2.Trouver un équivalent au voisinage de 0 de f(x) = sin(x) — x puis de g(x) = sin(x) — 2x

3 3 3 3 3
sin(x) = x + 0g(x) = x — %+ 00(x3). Dong, f(x) = —% + 09 (x®) =—x?+ 09 (x?) ~o — %etg(x) = —x+ 09(x)~p — x.

A _sin®-Vx L _ x°-e*
Exemples : 1. Limite en 0 de f(x) = S )z et limite en e de f(x) = =

2
2.Trouver un équivalentde f(x) = ¥1+3x - 31+ 2x + x? au voisinage de 0.
3.Trouver un équivalent de f(x) = In (tan(x)) au voisinage de 0.

Méthode générale pour trouver un équivalent d’une fonction f au voisinage de a :
1) je peux écrire f(x) sous la forme g(x) X une fonction de limite 1 en a.



2)Je peux trouver une fonction g telle que lim I& _ 1
x—a g(x)

3)si ;lci—rgf(x) = L tel que L réel non nul alors f(x)~,L.

4)Si f = g X halors je cherche un équivalent de g et un équivalent de h au voisinage de a et j’en fais le quotient (ou un
produit).

5)Si f = g% avec a constante alors je cherche un équivalent de g que j’éléve a la puissance « .

6)Si f =g + h , alors je cherche un équivalent simple de chacune des fonctions g et h au voisinage de a et grace a ces
équivalents, je compare g et h au voisinage de a .

a) sih=o0,(g) alorsf ~,g.

b) si }(igllg(x) + h(x) = L tel que L réel non nul alors f(x)~,L.

c) sinon, je vais chercher des développements limités ou asymptotiques de g et de h au voisinage de a que je peux
additionner contrairement aux équivalents (puisqu’un DL est une égalité) !!!L’ordre sera choisi de sorte qu’en les
sommant, il reste un terme significatif.

7)Si f(x) =In (g(x)) alors aprés avoir écarté la situation 1),
Ou bien }Ci_r)rlllg(x) = 1. Alors j'utilise la propriété de composition a droite .

Ou bien lim g(x) n' existe pas ou est infinie. Alors je cherche un DA ou un DL de g au voisinage de a et je mets le
xXx—a
terme dominant en facteur puis j’ utilise la propriété In(ab) = lna + Inb puis je compare In(a) et In(b).

8) Si f(x) = e9™ alors aprés avoir écarté la situation 1), je cherche un DA ou un DL de g au voisinage de a et je mets le

terme dominant en facteur puis jutilise la propriété e3P = e2e?,

9)Si f(x) = u(x)’™ alors j'écris f(x) = e?@n @) 3lors apreés avoir écarté la situation 1), je vais chercher un DL ou
DA ou la limite de de h(x) = u(x)In (v(x)) en a puis conclure ou utiliser la propriété de I’exponentielle e**? = e%e? |l faut
parfois obtenir la limite de f pour avoir un équivalent.

3. Recherche d’asymptote et position de la courbe par rapport a cette asymptote.
Py m o * 3 . — c 1
75 Méthode S'il existe k € N* et desréelsa,betc telsque:c # 0et f(x) = ax+ b+ & T4 (x_k)

alors f(x)—[ax + b]~+ooxik et j’en déduis que :

lirgl f(x)—[ax+b] =0 et f(x) — [ ax + b] est du signe ﬁ et ainsi, la droite d’équation y = ax + b est asymptote a
X—+00
Cf en 4o et je peux connaitre la position de Cf par rapport a cette asymptote au voisinage de +oo selon le signe de

. c
signe —.
Pour obtenir I'écriture f(x) = ax + b + ﬁ 40400 (ﬁ) , je peux effectuer le changement de variable
t= i et g(t) = f(x) . Je vais alors tenter d’obtenir : tg(t) = a + bt + ct**! +0,(t**1).

En fait, Il suffit en fait d’obtenir f(x) = ax + b + terme significatif ie f(x) = ax + b + £(x) et de connaitre un
c

équivalent de £(x) au voisinage de +co. Cet équivalent est souvent de la forme o mais peut avoir une autre forme

1
QJ, Exemple : Soit f définie par: f(x) = V3x% — 5x + 1ex. Etude de sa branche inifinieen + 00 .

4. Recherche du DL d’une primitive.
?J Exemple : Soit f (x) = fxz;dt . Cherchons le DL;(1) de f.

X 1+In(t)

5. Recherche du DL d’une bijection réciproque.
‘]'_9 Exemple : Soit f: (x » 2x — sin(x)). Montrons que f est bijectve de R sur R et cherchons un DLs(0) de f~1.

6. Recherche de développement asymptotique.
Qo Exemples :
1. Déterminons une développement asymptotique de Arctan en +oo a la précision xin

3—x? 1 21 1
) _ ’_ _ 121 1 _ ,
2. Soitf(x) = ~—a. - Montrer que fx)=+x+ AR + 040 (x\/}) .Que peut —on en conclure sur Cf 7
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