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Programme de colle 12

Chap 8: Equations différentielles linéaires d’ordre 2
Il Résolution d’une 2de laforme (E):ay"(x) + by (x) + cy(x) = d(x) t

a.b et cconstantestqa # 0 et d fonctions continues sur un R.

e Théoréeme de résolution de edlA, . Solutions complexes et solutions réelles.
e Recherche d’une solution particuliere de (E') dans les cas suivants :
v d(x) = P(x)eM* ou P polynomiale et M constante (réelles ou complexes).
v d(x) = P(x)cos (gx)e™* ol P polynomiale a coefficients réels et g et m constantes réelles.

Chap 9: Dérivées n'*™s, Comparaison des fonctions. Développements limités.
| Dérivées niemes
e Définition de la dérivée niéme, de la classe C" ou C®.Ensembles C™(I,K), D"(I,K)et C*(1,K).
e Dérivées successives des fonctions usuelles :
exp € C®°(R,R) et Vn € N,Vx € R, exp™ (x) = e*.
ch(x) sin pair
sh(x) si nimpair’

sh(x) si n pair
ch(x) si n impair’

ch € C*(R,R) et Vn € N,Vx € R, ch™ (x) :{
sh € C*°(R,R) et Vn € N,Vx € R, sh™(x) ={

n
—1)zcos(x) si n pair
cos € C*°(R,R) et VnEN,VxE]R,cos(")(x):cos(x+ng):[ D ) ¥

n-1 .
(—1)z sin(x) si n impair
; o () . n (—1)§sin(x) si n pair
sin € C*(R,R) et VnEN,VxE]R,sm"(x)=sm(x+n;)= i .
(—1)"z cos(x) si nimpair
N oo 76 In(x)sin=20

In € C*(R*,R) et Vn € N,Vx € R, in®™(x) = | _yn-1n1); .
n ( ) et Vn x n'™ (x) {(1) ln(nl),sinzl

(-D)"n!

xntl

1
f: (x H;) € C*(R*,R) et Vn € N,Vx € R*, f®(x) =

ala—1)(@a—2)..(a—n+Dx*"sin=>1
x*sin=0 ’
e Dérivées successives d’une combinaison linéaire et d’un produit (formule de Leibniz) de deux fonctions n-fois

Soit @ € R\N.. f: (x > x%) € C®(R**,R) et Vn € N,Vx € R**, f™(x) = {

dérivables (ou de classe C™ ) sur un méme domaine.
Formule de Leibniz: Sif = u X v tellesque uetv sontdeclasse C"surl (n € N) alors
festdeclasse C"surlet Vx € 1,f™(x) = Y7, (Z) u® ()™ (x)

e Classe C*d’un quotient, d’une composée, d’une bijection réciproque (admis) .
g(x) si x € I\{a}
Lysix=a
Soitn € N*.Si g estde classe C™ sur[\{a} et chiirl)lg(x) =Lyet Vk €1, n]],}(i_r}; g™ (x) = L existe et est finiealors f est de classe C™ sur Uintervalle [

. Critére de classe C" ou C* (admis pourn = 1): Soit/ unintervalleeta € [.etVx € [, f(x) = {

9P @) six #a

tVk € [1 vx €I, f% ={
s S, Ve SILED Lysix=a

Si g estde classe C® sur I\{a} etet lim g(x) = Ly et Vk € N*, lim g®(x) existe et est finie et alors f est de classe C® sur Uintervalle I etVk €
x—-a x—a

g®@)six #a

N*,vx €I, f® :{
x fE@ Lysix=a

Il Comparaisons entre fonctions.
e Définitions d’une fonction négligeable devant une autre au voisinage de a , d’une fonction équivalente a une autre
au voisinage de a , d’une fonction dominée par une autre au voisinage de a . Notations..
e Caractérisation par le quotient:
si f et g sont définies sur une méme voisinage de a et g ne s’annule pas sur ce voisinage de a sauf éventuellementen a

alors
Fx)

Y g e lmig=1
v f=o049) olimiZ=0.

x-a g(x)

v =009 & gest bornée sur un voisinage de a.

e Théoréme de comparaison.
f~agouf =0,(9) = f =0.(9)
f=o04(g)etg=o04(h) = f=o0,(h).
f~agetg=o,(h) = f=o0,(h).
f=o04(9)etg~oh & f=o04(h).
f~agetg=04(h) & f=o0q,(h).

SNENENENEN



<

f bornée au voisinage de a et lim g(x) = 0 = f = 0,(9)
x—a

e Propriétés et opérations sur les fonctions négligeables :

v 0,(1) désigne une fonction qui tend vers 0 en a.
v 04(g) = g X 04(1)
v 04(fg) = f X 0,(9) = fg X 0,(1) = g X 04(f)
v 0q(9) + Oa(g) = 04(9)
v' Pourtout réel A non nul, 0,(1g) = 0,(g) = A0,(g9)
v" Une somme finie ou combinaison linéaire ( finie) de fonction négligeables devant g au voisinage de a est une fonction négligeable devant g au
voisinage de a.
e Caractérisation et propriétés sur les équivalents :
v [~ag S f=9g+0.9) S f—g=0.(9). Autrement dit, g + 04(9)~ag-
v f~ag et g~gh = f~gh.
v f~.,g=f et g ontle méme signe strict sur un voisinage de a.
Y {nmg(;f: p = fes) = i
4 }}E‘}(x) =LER" = f~,L.
o Y s 100 - f@~ef @0 - ).
e Opérations autorisées sur les fonctions équivalentes : produit, quotient, puissance constante , composition a
droite .
v f~pgetu~,v = f Xu~,g9 X v.
v f~.g et u~,vetune s’ annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a) = §~a§.
v f~.g et a constante réelle = f*~,g%
Y fraget limu(o) = a = f(u@®)~g ().
e Opérations interdites sur les fonctions équivalentes : somme, puissance non constante , composition a gauche .
v f~pgetu~v = fHu~jg+uv.
v f~.g et a fonction non constante = f(x)“(%ag(x)“(").
Y f~eg = u(f (0 )au(g ().
e Exemples déjarencontrés:
v' Comparaison des fonctions puissances entre elles au voisinage de 0 et de +oo : soit a et 8 réels
a<p= {xu Cvem XB.
xF < x®

v/ Comparaison des fonctions (x = (x — a)*) telque k € Z au voisinage de a . Soit n et m entiers.
n<m=x—a)" K, (x—a)"

v' Equivalent d’une fonction polynomiale au voisinage de +o puis de 0.
Soitn et m entiers tels que n < m et ay,., ay, .., an, réelstels que a,, # 0 et a, # 0. X7 apx® ~,ax™ et Y7, apx® ~ga,x™.

v' Croissances comparées.

pour tous réels a, B strictement positifseta > 1, In(x)% Koo xf K0 a*.
v" Equivalents usuels obtenus par taux d’accroissement ou d’autres limites usuelles.

e —1~px Arcsin(x)~g x

In(1+ x)~¢x 1+ x)%—1~pax(ou a € R¥)
In(y)~1y—-1

sin(x) ~o x ch(x) —1~y— x2

tan(x) ~o x 2

sh(x)~y x

1 2
Arctan(x) ~ox cos(x) = 1~o = 2"
Questions de cours : CONNAITRE ET SAVOIR ENONCER TOUS LES ENONCES DES DEFINTIONS,
PROPRIETES ET THEOREMES DU COURS.

Savoir énoncer et démontrer les résultats suivants :
1) Théoreme de résolution de (EdlH,) dans le cas complexe
2) Formule de Leibniz
3) Critére de classe C" en admettant le critére de classe C.
4) Démontrer:
a) f~ag = f=9+04.9.
b) f~.g etlimg(x) =L = lim f(x) = L.
c) f=o049) etg~.h = f=o0,(h).
d) 0,(g) +0,(9) = 0,(g) etao,(g) = 0,(g9)
e) f(x)~.g(x)eta constante réelle = f((x))*~,_q(g(x))*.



