Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques A rendre le lundi 16 décembre 2024

Corrigé du DL 7

A. Soit f une application de R dans R, continue sur R et telle que : V(x,y) € R? f(x +y) = f(x)f(y).(¥**)

Donner un exemple d’une telle application.

Démontrer que f(0) € {0; 1} et Vx € R, f(x) = 0.

Démontrer que si f(0) = OalorsVx E R, f(x) = 0.

Démontrer que si f(0) = 1alorsVx € R, f(x) # 0.

En déduire, grace a la continuité de f, quesi f(0) = 1 alorsVx € R, f(x) > 0.

1) L’exponentielle et la fonction constante égale a 0 et celle égale a 1 sont de bons exemples puisqu’elles sont
continues sur R et vérifient (x*%).

2) Enappliquant (¥xx) avec x =y = 0, j' obtiens: f(0 + 0) = f(0)f(0)i.e. f(0) = f(0)?i.e. f(0)(1— £(0)) = 0 Donc
f(0)=0o0ul.

Soit t un réel quelconque. J’applique (x**) avec x =y =§ alors f (§+ g) =f G)f (é) donc f(t) = (f (é ))2 = 0.
DoncVt € R, f(t) = 0.

3) Supposonsicique f(0) = 0. Soit x un réel quelconque. En appliquant (¥*x) avec x = x et y = 0, ' obtiens:
f(x+0)=f(x)f(0) =0.DoncVx € R, f(x) = 0. f est donc la fonction nulle.

4) Supposonsicique f(0) = 1. Imaginons un instant qu’il existe un réel x, tel que f (x,) = 0. Alors en appliquant (*#x)
avecx = xg et y = —x,, j' obtiens: f(xq — xo) = f(xo)f(—x,) = 0 et par suite f(0) = 0 ce qui est faux !Donc aucun
réel n’ une image nulle par f ; autrement dit, Vx € R, f(x) # 0.

5) Supposons anouveau que f(0) = 1. Nous savons, alors, que f est continue sur Uintervalle R et ne s’annule pas sur
R, donc le corollaire du TVl assure que f conserve un signe constant sur R. Comme de plus, f(0) > 0, je peux
affirmer que Vx € R, f(x) > 0.
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Dans la suite de la partie A, on suppose que f(0) = 1.

8 =1
6) Démontrer que Vx € R, f(—x) = 5

7) Démontrer que Vx € R,Vn € N, f(nx) = f(x)".
8) Endéduire queVx € R,Vn € Z, f(nx) = f(x)".

P 1 n
9) Démontrer que Vn € N\{0}, f (;) =Yf@ .
10) Démontrer que Va € Q, f(a) = f(1)%.
11) Soit x € R.etVn € N,u,, = 107" 10™x].
1. MontrerqueVn € Nu, <x < u,+10™
2. Endéduire que x est la limite de (u,,),cy SUite de nombres rationnels .
OnadoncVn € N, f(u,,) = f(1)¥n = gtnInlFW],
3. Endéduire que f(x) = f(1)*.
Dans cette partie, f(0) = 1 donc Vx € R, f(x) > 0 et en particulier f(x) # 0.
6) Soitx unréel quelconque. En appliquant (¥*x) avec x = x et y = —x, j' obtiens: f(0) = f(x)f(—x). Donc Vx €
f(0) 1
R, f(—=x) = o T
6) Soitx unréel. Posons H(n):"f(nx) = f(x)™".
H(0) estvraiecar f(0 X x) = f(0) =1 = f(x)°
Soitn un entier naturel. Supposons que H(n) soir vraie.
Alors f((n + 1)x) = f(nx + x) = fnx)f(x) = fFX)*f(x) = f(x)L. oK

(#=#x) avec
x=x et y=nx

Le théoréme de récurrence permet alors d’affirmer que Vn € N, f(nx) = f(x)™. Ainsi, x étant un réel quelconque, je peux
conclurequeVx € R,Vn €N, f(nx) = f(x)".
7) Lapropriété a prouver est vraie pour p entier relatif positif d’apres 7).
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Soit x un réel et p un entier relatif négatif etn = —p € N. Alors, f(px) =

fGO)™ = fP.

7)
Ainsi, Vx € R,Vp € Z, f(px) = f(x)P.
8) Soitn un entier naturel non nul. Soit x un réel.
n
Alors, f(x) =f (n X %) = f (%) .Donc,comme f(x) >0et f (%) > 0, je peux affirmer que f (%) =Y f ().
d'aprés7)

En particulier, f(%) =Y.

9) Soita =§E Qavecp € Z et q € N. Soit x un réel.

4 P
Aors, flax) = f (2x) = f (1 x%) = (f(g)) = (V@) = Fe = Fa)™.
d'apres d'apres
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10) Soit x € Retvn € N,u, = 107"|10™x].

a. Soitn € N. Je sais, par définition de la partie entiére que: |10™x| < 10"x < [10™x] + 1. Donc, comme 107" > 0,

107"[10™x] < x < 107"[10™x] + 107™,

b.AlorsvVn € N, x — (%)n <u, <«x. Comme% €]-1;1[, lim (i)n = (, et les deux suites, qui encadrent u,,tendent
n-+oo \10

vers x quand n = +oo . Le théoréme des gendarmes permet alors de conclure que nl_i}rﬂ)() uyexiste etnl_iglm u, = X.

n
De plus, 107[10™x| = [_1100nx] avec |10™x| € Z et 10™ € N. Donc, u, est un nombre rationnel.
Ainsi, x est la limite de (u,),ey SUite de nombres rationnels .OnadoncVn € N, f(u,) = f(1)¥r = eunIn[f (D]
c.vn € N'f(un) = f(]_)un = eUnIn[f(1)],
D’une part, comme f est continue en x, lim f(t) = f (x) donc par composition, lim f(un) = f(x).
—X n—->+oco

D’autre part, lim u, In[f(1)] = xIn[f(1)] donc, par continuité de 'exponentielle, lim e¥nPUM] = xInlfFI = £(1)*,
n-+oo

n—+oo
Ainsi, par unicité de la limite, je peux conclure que f(x) = f(1)*.

B. Conclure:
11) Déterminer toutes les applications continues sur R telles que : V(x,y) € R? f(x + y) = f(x)f ().
12) Tracer les allures des courbes solutions.

12)Nous venons de montrer que si f est une application continue et vérifiant (***) laor soit f est la fonction
nulle, soit f est de la forme (x » a*) ola € R**.

Réciproquement, le fonction est solution (déjavu!). Soita € R**et f: (x — a*).

Alors f(x) = e (¥ = exp (x).

Donc f est continue sur Ret V(x,y) € R?, f(x + y) = eIn@)G+y) = gn(@)x+(n(@)y = gn(@)xen(@)y = £(x)f(y). Donc
fest solution.

Ainsi, les applications f continues sur R et vérifiant (***) sont la fonction nulle, toutes les applications de la

forme (x » a*) ot a € R™™.
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