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Exercice 1 On définit la fonction tangente hyperbolique notée th par : pour tout réel x , th(x) = 2&)

ch(x)

A. Fonctionth
Justifier que : Vx € R, 0 < |sh(x)| < ch(x).

Justifier que th est définie et bornée sur R. Etudier la parité de th.
1

Justifier que th est continue et dérivable sur RetVx € R, th'(x) = 1 — th?(x) = ez

Déterminer les variations et limites de th en +oo.
Tracer la courbe représentative de th dans le plan prédéfini en mettant en évidence le résultat 5.
3
Démontrer que : Vx € R*,x — x? < th(x) < x. Que se passe-t-il sur R™? Illustrer ce résultat sur la courbe de th.

Calculer l'aire géométrigue entre la courbe de th, la droite des abscisses et les droites d’équation x = 1 etx = —1.
a) Montrer que th est bijective de R sur un domaine J a déterminer.

PR e e e

b) Donnerune expression de sa bijection réciproque. Tracer la courbe représentative de th=! sur le méme dessin que th.
B. Une somme

9. Soitx unréel non nulfixé.
2 1
th(zx) th(x)
b. Endéduire lasomme S,(x) = X?_,27%th(27%x) ol n entier naturel.

a. Montrer que th(x) =

c. Justifier que lim 2% = 1.
x—0 X
d. Endéduire la limite de la suite (S, (x))nen (x est fixé et n tend vers +00).
C. Unederniererelation
10. Montrerque : Vx € R, Arcsin(th(x)) = Arctan(sh(x)).

inégalité
triangulaire
e e™* ~ e~ e
1. Vx€R,0<|sh(x)| = 5 5 < St = ch(x).
e* e™* e*¥ e™¥ e e™* e e™* _ .
De plus, |sh(x)| = ch(x) © sh(x) = +ch(x) & ST Tt *=0oue*=0 cequiest

impossible. Ainsi, Vx € R|sh(x)| # ch(x). Donc finalement, Vx € R, 0 < [sh(x)| < ch(x).
2.Vx € R,sh(x) et ch(x) existent et ch(x) > 0 donc th(x) existe et est du signe de sh(x) soit positif sur R* et négatif sur R~ et

s’annule en 0 uniqguement. ch étant paire et sh impaire, th est impaire car th(—x) = iﬁi:g = —izgg = —th(x).
Vx € R,0 < |x| < |sh(x)| < ch(x).DoncVx € R,0 < [th(x)| = lzZ—Egl < 1. Ainsi, th est minorée par —1 et majorée par 1.
3.Enfin, ch et sh étant continues et dérivables sur R, th est continue et dérivable sur R et

ch?(x) — sh?(x) 1 ch?(x) sh?(x)

Vx € R, th'(x) = = = - =1—th%(x) > 0.
x () ch?(x) ch?2(x) ch?(x) ch?(x) £
4.Vx € R,th'(x) > 0 car |th(x)| < 1. Donc th est strictement croissante sur Uintervalle R.
_ef—e™  e*(1-e ) _ 1-e¥ . _ . s _
Deplus, t(x) = ——= = (e — 1re Donc lim th(x) = 1.Etparimparité, lim th(x) = —co.
™
-------- D
y = th(x)
P 4

-2 -1 / 1 2

=1

6. Posons g(x) = x — th(x) et h(x) = x — th(x) — x?g



g et h sont continues et dérivables surRT etVx > 0,g'(x) =1 —th’(x) =1 —1 + th?(x) = th?(x) = 0 et h'(x) = th?(x) — x2.
Donc g est croissante sur R* et comme g(0) = 0, g est positive sur R*. Par suite, Vx € R*,0 < x — th(x) et par conséquent, Vx € RY,
0 < th(x) < x donc h'(x) < 0. Donc h est décroissante sur R*et comme h(0) = 0, h est négative sur R*.
3 3
Ainsi, Vx € R*,x — % < th(x) < x. Comme les trois fonctions sont impaires, Vx € R™,x — x? > th(x) > x.
Il s’agit de calculer I = 2 fol th(t)dt.I =2 fl SO gt = Z[In(ch(t))]; = 2In(ch(1)).

ch(t)
7. a) th est continue et strictement croissante sur Uintervalle R donc le TBCSM assure que J = th(R) =] limth, lim th[=]—1;1[etth
—00 [oe]

est bijective de R sur] — 1; 1[. Tout réelde | — 1; 1[ admet donc un unique antécédent par th.
b) Soity €] — 1;1[ et x son antécédent par th. Posons X = e*.

1

Alorsy = e ¥ gonc y = L I S Y par suite, X2y +y = X2 — 1 donc X2(1 — y) = y + 1. Alors X2 = — et finalement
eXte* X+% eX+e™*  X°+1 ’ : 1-y
X=4 , . Mais X > 0 car X est une exponentielle. Donce* = X = /H—yet ainsi, x = ln( 1+—y) =1n (H—y) .
1- 1-y 1-y 2 1-y
L il _1 1+y
(Remarque : — > Ocary €] —1;1]). Ainsi,vy €] —1;1[,th™'(y) = Eln (E)
. . 2 1 2ch(x)  ch(x) _ 2[2ch*®-1}  ch(x) _ [2ch?(x)-1}  ch®® _ ch*(x)-1 _  sh*(x) _
a) Soit x un réel non nul. th(2x) th(x)  sh(2x) sh(x)  2ch(x)sh(x) sh(x)  ch(x)sh(x) sh(x)ch(x)  sh(x)ch(x)  sh(x)ch(x) th(x).
. . _ _k Kon 217k 27k _ 2 2
b) Soitn un entier naturel. S, (x) = XR_o27“th(27*x) = X}~ D e = @D e
— S— telescopage
Ug U+
c) Comme th est dérivableen 0, lirr(l)thTX = lin})w th'(0)=1.
x— x— -
2- 1 lirP 27 =0 th(2™™x) 2 1
n n—+oo . i Ny _ -n _1 . . . .
d)m . th(z—"x) .0r, HmE o g Donc par composition, ngrpww = 1. Alors, nl_l»Too—th(z ol Etj’en déduis que :
x—-0 X
1
Exer0|ce 2
Soit g la fonction définie par: g(x) = Arccos (1_x2 )
. 1+x2
1. Déterminer Dg le domaine de définition de g . Que pouvez-vous dire de la parité et de la continuité de g ?
A. NOUVELLE EXPRESSION DE g PAR DERIVATION.
Expliquer pourquoi g est au moins dérivable sur D' = Dg\{0}.
X
Montrerque :Vx € D', g'(x) = 2 X 1+x2 T
- . _ [ 2Arctan(x) six =0
4. Endéduireque:Vx € D, g(x) = {—ZArctan(x) six <0
B. NOUVELLE EXPRESSION DE g PAR CHANGEMENT DE VARIABLE.
5. Soitx € Dg .
a) Justifier qu’il existe un unique t €] — m; [ tel que : x = tan (%) . Exprimer t en fonction de x.
b) Montrer que = cos(t).
i x >
6. Retrouver le résultat de la question5:Vx € R, g(x) = {E‘;;iiizrgjéi)s;fx_fo
C. TANGENTES PARTICULIERES ET TRACE DE Cg.
7. Justifier que g n’est pas dérivable en 0. Quelle est Uallure de Cg au voisinage de O ? (demi-tangentes ?)
8. Tracer(Cg.
9. Calculer aire algébrique de la surface délimitée par Cg , les droites d’équation x = 1,x = —1 et 'axe des abscisses.
—-2<0
_ .2 22 2 = =
x*<1—-x"<1+x (:){ZXZZO < x € R. DoncDg = R.
2.Dans l’expression de g seule la fonction Arccos n’est pas dérivable sur son propre domaine de définition. Arccos n’est dérivable que
-2<0 X
sur]1,1]. {2x2>0(=>xE]R.
Par conséquent, g est donc dérivable au moins sur R*.
. 1 oy _ 1 —2x(1+x%)-2x(1-x?) _  —4x
3Vx ER* g'(x)=u (x)( —l—uz(x))) avec u(x) = et u'(x) = ) = T Donc,
Vx € R* g’ (x ax [ 1 _ = | _ 1 x| _ 1 — o ()
9 ( ) (1+x2)? Jl_(iliz)z (1+x2)? (1+x2)2_(1—x2)2 (1+x2)2 J(1+x2)2,(17x2)2 (1+x2)? ‘1/-‘:_3
(1+XZ)2 (1+x2)2

( 1+x2) _2x 1 _ { 2Arctan’(x) six > 0
l2zx| / = |xl1+x2 ~ |=2Arctan’(x) six <0’

g't) =

. I R . 1 . . I
4. Les fonctions 2 Arctan et g sont deux primitives de la méme fonction (x = m) sur Uintervalle R**. Donc il existe une constante

(1+x2)2

réelle c telle que : Vx € R**, g(x) = 24rctan(x) + c.



—2 Arctan et g sont deux primitives de la méme fonction (x - #}1(2) sur Uintervalle R™*. Donc il existe une constante réelle d telle que :
Vx € R™%, g(x) = —2Arctan(x) +d.

De plus, g(0) = Arccos(1) = 0 = 2Arctan(0).

2Arctan(x) six =0

—2Arctan(x) six <0’

5. La fonction ¢: (t - tan (é)) est continue et strictement croissante sur Uintervalle | — @, m[. Donc, le TBCSM assure que : ¢(] —

Ainsi,Vx € R, g(x) = {

m,m[) =]lime,limg[=R et ¢ estbijective de | — m, [ sur R. Donc tout réel x admet un unique antécédent t €] — m, [ par ¢. Donc
=T -

Vx € R,3!t €] —m,m[/x = tan G)

1-x? :
" t

= 2) = Arccos (;Z—:g) = Arccos ((1 — tan? G)) cos? (g)) = Arccos (c052 (%) — sin? (é)) = Arccos(cos(t)).

6.9(x) = Arccos (

2

1¢cas:te[0.m[ie x>0 Alorsg(x) =t = 2Arctan(x).

1°cas:te]l—mw0[liex<0 Alorsg(x) = Arccos(cos(—t)) —t = —2Arctan(x).

>
a
—te[0,m]
2Arctan(x) six =0
Ainsi, Vx € R, g(x ={ xz0
9t —2Arctan(x) six <0
g(x)—g(0) Arctan(x) . . .
7.2 > 0,7(x) = === = 27— Donc, lim 7(x) = 2. Donc, g n’est pas dérivable en 0 et Cg a U’allure suivante au
)=g(0 Arct x>0 voisinage de 0 :
vx < 0,7(x) = 9)-9(0) _ _, Arc an(x)_Donc,lim (x) = =2. (T ]
x-0 x x-0 3 Al H 5
x<0 .\‘ 3
87 ] A 12
y=x I ;
0.8
8. Courbede g . 6 i ’
. 5 \ o0s ,/’
i x|/

y=Arccos({1-x2)/(1+x2)) Fiide

08

0.8

9.1l s’agit de calculer ] = f_llg(t)dt.
g étant paire, f_llg(t)dt =2 folg(t)dt =2 fol 2Arctan(t)dt = 4 fol Arctan(t)dt
= 11t gl fm 1l 2t =4{T_1 2yl 4 fF_ L
= aftarctan(t)]lh - [y —dtf=a{E -1 1 2 at}=4{Z - 2n(1 + )]} = 4 {£ - 2in(2)}

u(t)=Arctan(t)
v(t)=t
Ainsi, [ = — 21In(2).

Exercice 3

t2—t-1
OnposeVt ER,f(t) = 5

A. Factorisation de P(t) = t* + t*> + 1 dans C puis dans R.

1. Justifierquej = eﬂTﬂ est racine complexe de P. En déduire que U'on peut factoriser P(t) par (t% +t + 1).

2. Ecrire alors P(t) comme produit de deux expressions polynomiales de degré 2 a discriminant négatif.
B. Décomposition en éléments simples de f

3. Quelle est la forme de la décomposition en éléments simples de f ?

4. Déterminer les coefficients de cette décomposition. Prenez le temps de vérifier votre conclusion car une partie de la suite de
I’exercice est basée sur cette décomposition.

C. Intégrationde f sur[0,1]. OnposeVx € R, H(x) = f; tzt—_;l

dt.

5. Que représente H pour la fonction h: (t - %) ?
6. Soitx un réel. Calculer H(x).
7. Soitx un réel. Montrer que H(x) = fo_x c2t++tl+1
o 1t 1 2t+1
8. Endéduire que fo o dt= fo S dt— H(-1).
i 1 S N
9. Endéduire que fo f®)dt = e 2ln(3).

D. Limite d’unsomme.OnposeVn €N, S, =Y}, f(k).
10. Simplifier S,.



11. Endéduire lim §,,.

n—+oo

car j3=1

1.P()=j*+j2+1 2 j+j2+41=0.Doncj estracine de P. Comme P est  coefficients réels, ] est aussi racine de P et je peux
donc factoriser P(t) par (t — j)(t —j) = (£ + t + 1).
2.En effectuant la division euclidienne de P(t) par t2 + ¢t + 1,j’obtiens: P(t) = (t2 + t + 1)(t2 —t + 1) avec Apz, 1< 0t Apz_p <
0.
3.D’aprés le cours, comme degN(t) <degP(t)etP(t)= (%> +t+1)(t?>—t+ 1) avec Apzy 1< 0 et Apz_p 1< 0, il existe quatre réels

—t—1 at+b ct+d
a,b,cetdtelsque:Vt € R, f(t) t4+t2+1 = o T oo

—t-1 (at+b)(t2—t+1)+(ct+a)(t2+t+1) (a+c)t3+(—a+b+c+d)t?+(a— b+c+d)t+b+d

4.Alors,Vt ER, f(t) =

t4+t2+1 t24+t+1 t2+t+1
a+c=0 c=-a c=1
; : J—a+b+c+d=1._ ) —2a—-1=1. a=-1 ,. .
Donc il suffit de trouver a, b, c et d tels que : d—btctd=—-1"V—2p—1=-1"8)p =0 . Ainsi,
b+d=-1 d=-1-b d=-1
t2—t-1 -t t-1

VEER f(t) = t44t241  t24t4+1 0 t2—t+1

5. Comme h est continue sur R, H est la primitive de h sur R qui s’annule en 0 d’aprés le TFI.
x t-1

6.Soitx € R. H(x) = [ =t
1 1
t-1 Q@-D-5 1 26—-1 1 1 1 2-1 1 1 1 2t—-1 2 1
t2—t+1  t2—t+1  2't2—t+1 2°t2—t+1 2't2—t+1 2’3 (2t—1>2+1 T 2t2—t+1 3 (2t—1)2+1
13 e
2x—-1
_1x 2t-1 _2(x 1 _ 1 2 _ Vv _ 1 3
Done, H(x) =3 [y ey @t =5 Jo [(n;l)z+1] “ & [ln(t £+ Dl f L i+ 2 du
P/t V3 _2t-1
P(t) U=
dt:‘/z—gdu
t 0@u=—‘/%
2x-1
t=x&su= 7
21
HG) =1 ~[In(e2 — ¢ + DI - % [Arctan(t)] 2
-5
_1 _ 2x—1 - _1 2 _ 1 2-1\ _1=x
H(x) = ln(x x+1)— fArctan( i )+ \FArctan( «F) Ainsi, = 2ln(x x+1) ﬁArctan( 5 ) \/§6'|
x t-1 x —u—1 x utl
7. H(x) = fO 2t dt g’} fo U2+u+1 (_ u) f u?+u+1
u=—t
dt=-du
t=0=u=0
t=xou=-x
d'apreés
12u+1-(u+1) 1 2u+1 1 (u+1) ce quipréctde 1 2u+1
u u u u ~ u _ _ — 2 1_ —
8'fO u2+u+1 du = I u?+u+1 du fO u?+u+1 du - fO u2+u+1d - fO u?+u+1 du—H(-1) =[In(u*+u + 1)]0 HE=1D
Donc,f 2+ =y du=mn3) —H(-1).
1 ¢2-t-1 1 ot-1 ol _ 1y
g'fo t4+t2+1dt - J‘0 t2-t+1 de 0 t2+t+1 - H(l) + H( 1) ]n(3)
[Arctan (\/_) + Arctan( \/—)] ————— ln(3)
127t _Zlfm_ml_2m_1 __LE__
fO t4+t2+1dt - \/5[6 3] V36 21n(3) D In3).
. _ k — — — . n —_ —
10. Soitn €N, S, =X7_,f(k) =X} 0k2 1 R s %o T Upr = 14 e = -1
(]

uk Uk+1



