Corrigé des exercices de la fiche des vacances de Noél et d’autres exemples ( Cf fin)

1. C" (R R) c D*(R,R) c C* ! (R,R).En effet, si f est n- fois continument dérivable sur R alors par défintion f est n- fois dérivable sur R.

De plus, si f est n- fois dérivable sur R, alors f, f’, ..., f ™ Dsont dérivables donc continues sur R et par suite, f € "1 (R, R).
2.

a.Vx # 0, f(x) = x?"sin G) Df = R* et f n’est constituée que de fonctions de classe C “sur leur propre domaine de définition. J’en déduis que
f est de classe C*®sur Df. Montrons par récurrence sur p que pour tout p € N, H(p) est vraie
a, =0 {azp 0
ou
pr * 0 pr =0

vx # 0, fP(x) = (apx?™ P + appx2 P 4 o 4 q,,x272P) sin G) + (bpx®™P + by x2= P 4 o by x2M72P) cos G) g

ou H(p)" il existe a,, by, apy1,bpi1 -, Azp, by réels tels que : { et

itialisation : £ (x) = — x2ngin (1) = 1. x2n0 gin (X 1 {ao:l -
Initialisation : f(O(x) = f(x) = x sm(x) 1.x sm(x)+0.cos(x). Donc by =0 conviennent.

a
Propagation : Soit p un entier naturel. Supposons que H(p) est vraie : il existe donc ay, by, @p41,bpt1 -, Gzp, byp réels tels que : {
az, #0
{b;:’ —o et Vx#E 0, fP00) = (apx™ P 4 ap x4 0y x 2" sin G) + (bpx®"P 4 by x = PHD 4o 4 by x2772P) oS G)
Alors Vx # 0, f®P*D(x) = (f(p))’(x) =
e e g1y o (1
(2n—p)apyx® P~ + (2n— (p + 1)) aps1 ¥ P72+ -+ (2n — 2p)agyx?2P~1) sin (;)
2n- 2n—(p+1) 4 ... an-2p)(_L 1
+(apx?P + ay x2PED o gy x 20 p)( xz) cos (x)

e e oy 1
+(@n—p)byx™ P71 4+ (20— p — Dbyp1x? P2 + -+ (20 — 2p)bypx 2 2P71) cos (;)
+(bpx®P + by 3P ot by x202P) x—lzsin G) .

Donc, fP*D(x) = (f) (x) =
((2n—=p)apx? P14+ (2n— (p + 1))aps1 X2 P72 + -+ (2n — 2p)ag,x V2P~ 4 byx?" P2 4 by, x2M7P73 4 o by x 217272 ) sin G)

e e o e e o 1
+((2n = p)bpx® Pt + (20 — p — Dbpy1x? P72 + o 4 (20 — 2p)bypx 71 — g x2VP2 — g x2PTS — o — g, x22P2) o (;)
=((2n = p)apx?= P + ((2n = (p + 1)) aps1+bp)x =P+ 4 o 4 (20 = 2p)agy+bap-1)x2V 2P~ 4 by x21=2(P+ D)) sin G)

+ ((Zn — p)bpx?=(P*D) 4 ((Zn —p—Dbpiq — ap) x2=PHD=L 4 (20 = 2p)byyp — Ggp_q)xPPRPFDRL aszzn‘z(p“)) cos G) .
On pose Cyiq = (2n =Py, Cpiz = (20— P + 1))app1+bp) o Coprr = (21 = 2D)azp+bop_1) €t Copyr = byp

dp+1 = (2n—pld,,dpsa = ((Zn -(p+ 1))bp+1_ap) s Aopra = ((2n = 2p)byp—agp-1) etdapia = —ag.

Alors, Vx # 0,

FOD () = (c,x2=P+D 4 ¢ x2P=2 4 4y x2N-20+ D) sin G) + (dpx?=®D 4 @ x20 P2 4y g, x20m20FD) cos (%)
dop2 = —azp =0 {d2p+2 =—az#0

Cop+z = bap #0 Cop+z = bap =0

CCL : le théoréme de récurrence simple assure que pour tout entier naturel p, H (p) est vraie.

Et dyps2 = —Azp et Cops+2 = bap. Donc { .Donc H(p + 1) est vraie dés que H(p) est vraie.

b. chintl) x?" =0et (x = sin (J—lc)) est bornée. Donc, ’lcintl) f(x) = 0.Donc f est prolongeable par continuité en 0 par la valeur 0. On pose f(x) =
{f%xz .s;x T) 0 le prolongement par continuité de f en 0.
l =

c. Appliquons le critére de classe C™en 0.

f est de classe C®sur R* et litr(l)f(x) = 0. Il reste a vérifier que Vp € [1,n — 1], lin(l)f(p)(x) existe et est finie. Je sais qu’ il existe
X X

az, =0 az, #0

bap ¢0°“{bzp =0°

— — — . 1 — — — 1
Vx # 0, f(P)(x) = (apx2n P4 ap+1x2n (p+1) 4ot aszZn Zp) sin (;) + (bpx2n D4 bp+1x2n (p+1) 4ot bsz2n Zp) cos (;)

Ap, by, Api1, bpiq v, Ay, by réels tels que :{

Commep<n—12<2n—2p<2n—-2p+1<--.<2n—-p—1<2n-p, donc)lcintl)xzn‘zl’ = ’ltil’I(l)xzn_Zp_l == chirr(l)xzn‘p =0et

(x - sin G)) et (x - COS (i)) est bornée. Donc, }ci_%f(p) x)=0.



fOD(x)six#0

Alors le critére de classe C™ permet de conclure que f est de classe C™ Isur R et f(”‘l)(x) = { Oisi 0
six =

d. Vérifions que 1 est dérivable sur R :

. o . Z 0 S ) =0 (au#0 .
e  f étant n-fois dérivable sur R* donc f I'est aussi et il existe a,, by, A1, bpa1 - Aon, boy réels tels que : {b +0° {b n -0 etVx € R,
2n —
™) = M) = (anx®V ™ + @y X2 D 44 g, x 20720 sm( ) + (b X2 4 by x 2D g by 2072 cos G)
0 .. . . =0 Con + 0 *
e EnO?f l'estaussietil existe ¢, dp, Cpi1, Apt1 ) Can, Aoy réels tels que : d ¢ 0% =0 etVx € R",
2n —

f(n 1)(x) — f(n 1)(x) — (Cn 1xZn n+1 +c, xen-n 4 .. “+ oy 2xZn 2n+2) sm( )+(dn 1xZn n+l d xn-m 4 .. +d2 _2x2n 2n+2) COS( )

F(n—-1) _f(n-1)

Donc t(x) = L0 © (x)xf © _ (Cpe1X?™ M 4 cpx? L 4o 0y 2N 2NHD sm( )+ (dp_1x? "+ dpx® 14

dyp_2x?" 2" 1) cos G) (cne1X™ 4 cpx™ T 4 o+ Coppx )sm( ) + (dp—1x™ + dpx™ 1+ - + dgp_ox )cos( )

.Comme limx® = limx™ 1=..=limx =0et (x — sin (l)) et (x  COS (—)) sont bornées. Donc, lim 7(x) = 0. Donc, f(n‘l) est dérivable
5 x—0 x-0 . x—-0 X, X, x—0

en0et f(x) = 0. Ainsi, f est n-fois dérivable sur R et pour tout réel x,

1
f(")(x) _ f(n) (x) = (anx2n—n + an+1x2n—(n+1) 4t agx x2n- Zn) Sln( ) + (b x2n-n 4 by x2n—(n+1) oy banZn—Zn) cos (}) six£0 .

Osix=0
- a, =0
e.  Montrons que f ™ n’est pas continue en 0. Supposons par exemple que {bzn 4 (- Plors,
FM) = (anx® ™ + ap 2D 4+t gy %) sm( ) + (bpx®V M 4 by x? (D 4t by X)) cos( ) + by, cos (1)

=@(x)
Utilisons la suite (L) de limite nulle en +o0. Si f ™Mtendait vers 0 en 0 alors par composition lim f® (L)=O mais ce n‘est pas le cas, En effet,
2nm n-+oo 2nm

1) 0. De plus, llm b2n605<

2nm

> byy,. Donc llm f(")( ) by # 0.

Yen déduis que f ™ne tend pas vers 0 en 0. Ainsi, f ™ n’est pas continue en 0. Ainsi, f n’est pas de classe C™sur R.
3. Ulinclusion C™ (R,R) c D*(R, R) est stricte : il existe des fonctions de D™ (R, R) qui ne sont pas dans C" (R, R).

f( ) x*—Arctan® (x)3/5v1—x—1
X) =

sin(%)—ln x)
lim—x =0et (1+ x)* — 1~yax donc, en prenant & = leten composant a droite notre équivalent, Y1—x- 1~01 —X). Et par suite
0 5 5
X—

1 1
2 = 1
VT —x -1~ ’—E De plus, Arc tan(x) ~ox donc Arctan®(x) ~x2 puis Arctan®(x) v ¥/T — x — 1~x? (— §)3 =— (1)3 x?t3 =

5

d’aprés ce qui précede, llm(p(x) = 0 donc, par composition llm L @ (

2nm

en 0. Cherchons un équivalent simple en 0 du numérateur N(x) de f(x) :

1
1 .
_ (%)3 x3. Commeg <4,x*= 0g (xE) et par conséquent, x4 = 0o (Arctanz(x) i/ﬁ) Ainsi,
1
= 7
N()~o (Arctan®(x) YVT—x — 1) ~- (1) 5.

Cherchons un équivalent simple en 0 du dénominateur D(x) de f(x) :

Comme (x — sin (l)) est borné et lim In (x) = —oo, sin (l) = 0y (In(x)) et par conséquent, D (x)~, — In (x).
x x—0 x
1y
~@P g s
Ainsi, f(x)~ ln(x) = (E) In(x)’

x4—Arctanz(x) 8A-x-1
f(x) - sin(%)—ln (x) en oo,

Cherchons un équivalent simple du numérateur N(x) de f(x) :
Comme (x » —1) est borné et liin V1i—x= —o00, V1i—x-— 1~+005\/1 —x.Deméme, 1 —x~,, — X et par conséquent, Y1—x-
X—+00

1

1N+oo SV 1—x ~+oo(_x)§-
2 1 1
De plus, lir+n Arctan(x) = g € R** donc Arctan(x)~ ;. % Alors Arctan?(x)[V1 —x — 1]~4e % (—x)5. Alors, comme x5 = 04, (x%),
X—+00

N(x)~oox*.
Cherchons un équivalent simple du dénominateur D(x) de f(x):

Comme 11m In (x) = +oet lim sm( ) =0, sin (l) = 0,4 (In(x)) . Par conséquent, D(x)~, — In (x).
x—>+00 x X
x4-

Ainsi, f(x)~+°o o
Ji+
f@) = (x) n() en—
X.
Tout d’abord, 1 + xz~—°°x2 donc 1+ x ~_oo\/_ x| = —x

sin(t) ~ 1
De plus, { lim l donc par composition a droite, sm( ) —o0 -

X—>—00 X



lim
x——oo X+1

Ainsi, f(x)~_sx

In(y)~y—1
Enfin, { im =1 donc, par composition a droite, In (ﬁ) ~ e ——1= _L~_oo _ i

f(x)=2%"=2en0
flx)=2%2-2= en@e"@x _ 5. Dong, f dérivable en 0 et f'(0) = In(2)? # 0. Alors le cours assure que f(x) — f(0) ~In(2)? (x —

0). Ainsi, f(x)~o1In(2)?x =0

f(x) = In(sin (x)) en%
Posonst =x — g et g(t) = f(x).
Alors, g(t) = f (g + t) =1In (sin (TZ—I + t)) = In(cos(t)).

lirr& cos (t) = 1 et In(u) ~,_1u — 1. Dong, In(cos (t)) ~¢_ocos (t) — 1. De plus, cos(t) — 1~y — t; Donc, g(t)~¢ — 1:2_2

Ainsi, f(x)~m — ﬂ

2

fx) = ’\’/1 + px — 1/1 +qx + (?) xen 0. (ol p et g sont deux entiers naturels non nuls)
ler cas: p = q.Alors f(x) = 0~,0
2émecas: p * q.
GG~

2

GGG

(1+Px)" = 1+x+12—pxz+w 3+ 0y(x?). De méme, (1+qx)q = 1+x+1 1 2+% 34 0p(x?).
—_ —_ —_ —_ _ _ — —_ _ 3
Aors, () = [ADOD) _G=00720] 3 | g (03) 2 BP0 301300 | o 5y DRI (09) - () D 13

6 6
Comme p et q sont supérieursa 1, 2(p +q) —3 # 0 etcommep # q,[p — q][2(p + q) — 3] # 0 et ainsi, f(x) ~Ow'

BE-en* | E-)G-)oo"

llmpx—Oet(1+t)P—1+ e+ 3 p

+ + 0o(t3). Donc, (1 + px)v =1+- (px) + + 0y (x3). Ainsi

Comparons en +oo :
Vx

i 2025 3 2 x = x
sin(x) < e (In(x)) Koo VX Koo IS Koo —— ln(x) Koo XIN(%) K i x2<< x%y/In(x) K 2% In(x) << << e* < In(x)*.
Soit @ un réel ou un infini. Soit f et g deux fonctions définies sur un méme voisinage V de a.

f(x)
1. ef~zed = limE—=1 lime/®-9® =1 & lim f(x) gx)=0.
x—a eI® x-a

—
car Vx,ed®#0

Attention en général, f~ag/§ef ~q e9.Posons f(x) == + —etg(x) == AIors f~0g mais——

ef)

1
<o = € gz Heodonc ef e
2. Supposons que lim f(x) = 0% ou + w et f~,g. Alors au voisinage de a, f(x) >0 (pulsque lim f(x) = 0% ou + 00)
x—-a x-a

et g(x) > 0 (puisque f~,g donc g a le méme signe que f au voisinage de a) doncIn(f) et In(g) sont définies au voisinage de a.

Deplus, g(x) = f(x) + f(x)o, (1) = f(x)(1 + 0,(1)) donc ln(g(x)) = ln(f(x)) +1n (1 + 0,4(1)). Comme )lciir}lf(x) = 0% ou + oo,

)lCI_I:I;ll In (f(x)) = c0. Comme chl_lg In (14 04(1)) =0,In(1+ 0,(1)) = 0,(In(f (x))). Ainsi, je peux conclure que In(g(x)) ~x-q In(f(x)).
Attention f~ag)§ln (f) ~a In (g). Posons f(x) = e* et g(x) = 1. Comme )lci_rgf(x) =1€ R, f(x)~pg(x) maisIn(e*) = x etln(1) =
0 et x¥,0i.e. In(f) x In(g).

() =35—2sin () eta="

Posons t = x —% et g(t) = f(x).

g)=f (g+ t) = 3\/9 — 2sin (g+ t) = 3\/9 -2 [sin( )cos(t) + cos( )sm(t)]

=3j l (1——2+%+00(t5)) +\/7§<t—€3+00(t4)>]

4

J9 -1-v3t += +\/—§t3 —%+00(t4))

6

\/§ 4
Js Vt+ o +?t3—%+00(t4))

w

p—\

\/§ V3 t
_ 42 3 _ 4
\/8[ 8 +16t tex8t “2axg T



N V3 t4
— —_— 42 3 4
2 1+ ( t+16t +6><8 24x8+00(t))

=u(t)

Comme llmu(t) =0et(1 +u)3 =1+4-= Ju —3—2u + —U ——u4+00(u4)

1+ u(t))s =1+ gu(t) - 3—2u(t)2 + ;u(t)3 - gu(t)4+00(t4) avec
4

1 1 V3 t
= —| — 42 743 4
u(t) 8 \/3t+2t + 6t 24+00(t)

u(t)? = 61—4 [3t2 —V3t3 + %t4+00(t4)]
u(®? =u@®)? xu) = ! [ 3V3t3 + zt4 + 0o (tY)]

u®* = w®)?)? = —[9t4 6V3t5 + 0o (t5)]
u(t)® = u(t)3 X u(t)? = oo (t*)
Ainsi,
\/§

g(t)—2+—— —3t+= t2 Ly [3t2 V33 + —t4]+¥§[ 3V3t3 + —t4]—¥é[9t4]+00(t4)]

V3 1 1 2 V3 V3 5 V3 3
f@=2-3(=5)* (335~ 5%58) (5 +<6><4><3+4x8x32_3_382><4>(x_%)

1 1 5 4 4
+(_3><6><42_3><82x2_32x83)(x_%) +0%((x_%))

3 1 2 NE 3 -1 4 4
@ =25 (- 5) +(550) (£ -5) *aaxzm9G-5) +arxm(v-5) rer((-9))

_ Arctan(x) - _o_x o1 . . _ q
fx) = Tn (c0s 00) " a=0 IMPOSSIBLE car Arctan(x)~gxetIn(cos(x)) ~, 2 donc f(x)~g 55 - Par conséquent, J}Lr(r)lif(x) = toodonc f n'a

pas de limite finie en 0 et par suite, f ne peut pas avoir de DL(0)

Et

f(x) _ xArctan(x) a=0 n=4

In (cos (x))
(X, X - _ u(x)z u(x) 6
In(cos(x)) =1In| 1 (2 + o - 0o (x )) = u(x) — + 0y50(x°).
=u(x) In(1-w)=—u—-u?-ud-u*—u>-u+o, o (u®)
}Cil‘l‘l)u(x)=0
et u(x)~0§
donc u(x)*=0q(x®)
_x_ ﬁ x° 6
Avec u(x) = +Z 770 + 0o (x®)
x* x6
2 _ 6
u(x)® =——-—+0p(x
(0?7 =5 = 57+ 00(x)
u(x)® = % + 0o(x®)
—_x o xf 1t a8y 1xf 6y _ X _x"_x° 6
Donc, In(cos(x)) = PRETE 7T 2(4 24) 38 +0o(x°) = 2 12 45 +0o(x%)
x(x—;—?s+oo(x5)> x2<1—x3—2—§+00(x4)> E— 1
f(x)_ x6 = 2 2 4 =_2(1_?_?+00(x4)>x 2 2x
o) —*7(1+%+%+oo(x4)) ool
—u(x)
4 2 4
De plus, ———— = 1—ul) +u®)?+o,(x*)=1- +— +E fo0,(x) =1 -Z X 4 oy (x*
plus, ez = @) +u(0)? + 00 = 1= (2 +Z5) +Z 4 05 (x*) =X 4 0p(xh)
=u(x) 11u=1+u+u2+u3+u4+ou%0(u4)

lim u(x)=0
x-0

2
et u(x)~0xz
donc u(x)3=0y(x*)

donc f(x) = —2 (1 N 00(x4)) x (1 -ty oo(x4)) =2 (1 X2 4y oo(x4)>

3 2 180

Ainsi, f(x) = =2 + x% + % x* + 0y (xh).

f(x) = Arccos(x) Arsin®g = 0 GRdIeE

f(x) = e Aresin@)n (Arccos()  posons h(x) = Arcsin(x) In(Arccos(x)).

3 3
Arcsin(x) = x + x? + 0y(x3) et Arccos(x) = % — Arcsin(x) = %— <x + x? + 00(x3)).



ln(Arccos(x)) =1In (g — (x + % + 00(x3)>> =In g 1- (%x + %%3 + 00(x3)> =1In (g) +1In (1 — u(x)).

=u(x)—>0
In(Arccos(x)) = In (%) —u(x) — %x)z - %x)s + 09(x3) = In G) ( + ;?3) - %xz - —x + 0g(x3)
ln(Arccos(x)) =In (g) - %x - %xz - (3% + i) x3 + 0y(x3).

2 3m3

In (g)x - ixz + (ﬁ - %) x3 + 0g(x3).

6

Alors, h(x) = (x + %3 + 00(x3)> (ln (E) - —x —Zx2 (— + ) x3+ 00(x3)) =

—v(x)mo

Donc, f(x)—e”(")—1+v(x)+v(X) +v(x) +0o(x®) = 1+1n(5)x _%xz_i_(@_%)ﬁ+%l“2(§)x2_§m(z)x3+

6 T
ln3( )x + 0 (x%)

T
rr= 1 @G @) -2 (- 220+ e )+ e

f(x) = Arcsin (tan (x)) ,a = g

b4 tan(x)

Pour x au voisinage de est au voisinage de £ Or, Arcsin est dérivable sur ] — 1,1 donc au voisinage de £ Et par

conséquent, f est derlvable au voisinage de X . et
1

2
1 ( 2
=(1+ tan (x)) 1 2 ( x2 1 \
f(x) =2~ "7 = —(1+x2 +—x4+00(x4)> 1—[—+=x*+0y(x*)
tan?(x) 3 2 3 4 6
1 ———= tan(x)=x+%-+00(x%)
4 3 —u(x)mo
1 2 1 3
[ 1+ x2+=x*+0,(x®) || 1 —zulx) + =ulx)?+0,(x*)
2 3 2 8
1 2 x?2 1 3 1
E<1+x +3x4+oo(x"‘))< (8 +Ex)+8x1—6x +00(x4)>
2 2 _ L 31,4 4 7 2,185 4 4
(1+ i G s 816)3( +0,(x )) 2+16x +og X + 0o(x*).
3
Donc le théoréme d’intégration terme a terme d’un DL assure que : f (x) = f(0) +iyp L8 aal + 0o(x5)
S 2 16 3 ' 768 5
=Arcsin(§)=g
Ainsi, f(x) = —+ x +—x +% x5 + 0o (x®).
2 1
— 1 )2 L
}CI_I)I’: (coszx . ln(sin(x))) : ( cos (% + t) = —sin(t) et sin (g + t) = cos (t)
Posonst = x — g et g(t) = f(x). Alors
2 1 2 1 _ 2 1 2

T
g =f(-+t)= +— =— 4 = + - n
(2 ) cosz(§+t) ln(sm(§+t)) sin?(t)  In(cos(t)) (t—§+oo(t3)>2 ln(1—2—2+%+00(t4)> t2<1_%+00(t2))2

1
2 th ot

—_— 4
—t7a g 0o(t?)
2 1 2 1 2 1 ) 5 .2 ,
= 2 i 2l ooy 1-8 2 Tz 1-Ziogr)| £ [1_ﬁ+ ) s (tz)] T2 [1 t3t 00(t%) =
E{1=5+o0(t?) 2tz T00tD)  (1-FHoo(t?) ) 3 < +00(t?) ~+00 —+0p

(1—ﬁ+0(t2))]=ii+o(t2)]~1Donc1im (t)=1et lim( 2
6 0 t2l2 0 0= t_>og % \cos?
2

lim(2x* — 3x + 1)tan (7x) T ot e .
x—»% 1+u_1 u+00(u)etlt§r(} 3+00(t)—ltglg6+oo(t)

Posonst = x — % et g(t) = f(x).Alors,



g =Ff G + t) = (2 (t +§)2 -3 (t + %) + 1) tan (1‘[ (t +§)) = (2t - t)tan (§+ nt) = (2t2—t) (—tantm)) ~o(=t) X

1 1

-t w’ L
1

. 1 .
Donc llmg(t) =—et limf(x) =-.
t-0 T x5 T L e = e o 2t2 = 0y(t) donc 2t — t~y — ¢t .
ch(x) e o= tan (w)~y_ou et limmt = 0 donc tan (7t) ~,7t .
lim (1+-) ( donc e = 0ycn(e”). o
X—+00

flx) = Ch(x)ln(1+ ) Posons H(x) = ch(x)lr\(l + )

cc
ch(x) _ e*r e
In (1 + Z) ~ oo ;. Donc, H(x)~ ;s P (e +e x)~+oo_ Ol’xl_l)rlloo? = + o0. Donc, 11m H(x) = +oo. Et ainsi,
lim f(x) = +oo.
x>+
}Ci_r)la sin (x)Arctan(x) In(1 + w) ~qu et xl_i}r&g% = 0 donc In (1 + i) ~ oo %

f(x) = eArctan(®)in(sin () posons H(x) = Arctan(x)In(sin (x)).
Arctan(x)~gx. Donc, H(x)~yxIn(sin(x)). Or, xIn(sin(x)) = xIn(x + 0y(x)) = x[In(x) + In (1 + 0,(1))]~oxIn(x).
Or, lim xIn(x) = 0.Donc, lim H(x) = 0 et ainsi, lim f(x) = 1.

x—=0 EZ‘ x—0 x—0

f:(x » (1 — 2sin (x))tan (3x). Montrer que f est prolongeable par continuité en % et que son prolongement est dérivable en % et
étudier la position de sa courbe par rapport a sa tangente.
T
Posons g(t) = f (t + Z)'
Alors g(t) = (1 — 2sin (t + E)) tan ( ) = (1 — 2(sin(t) cos ( ) 2 cos(t) sin (%)) tan (3t + %)

= (1-3sin(t) - cos(t)) =2 = (1 - \/§(t t—) ~1 +; + 00(t3))(3t()—1)0(4) —((—V3+3it+

ta n(3t)

NE) 3 1
=t +0,(t?) ) ——
6 )3t< (30 +00(t3))

= —1((—\/§+lt+§t2+00(t3)) ! = —l(—\/§+1t+§t2+00(t3)> (1= 3t% + 0,(t%))
3 2" 6 (31)?2 3 26
(1 +T+00(t2)>
3 1
= g—gt——\/_tz + 0o (t%)

vone, £ =5~ (e~ 1) =53 (r=3) +ox((=-3))

Jen déduis que li1r71Tf(x) = ? i.e. f est prolongeable par continuité en g par la valeur ?
x——
6

De plus, son prolongement £, qui est défini en— T admet le DL1( ) suivant f(x) = g - % (x - g) - 0§ ((x - g)1>. Dong, f est
dérivable en g et f’ (g) = —i ety = ? 3 (x — g) est I'équation de la tangente a Cf en Z‘ De plus, son prolongement f
admet le DL, (E) suivant f(x) = \/3—5 - é(x - %) - % 3 (x - %)2 + on ((x - E)Z). Donc, f(x) — [ﬁ —%(x - %)]~§ -

z \/_( ) Donc au voisinage de , f(x) — [— -1 (x - —) < 0.J'en déduis que Cf est sous sa tangente en =

Déterminer I'équation des demi-tangentes en 0 de Cf ou f: (x > /1 —fil= xz) et la position de Cf par rapport a ces demi-tangentes

Tout d’abord, f est définie et continue sur [—1 ; 1] et est dérivable au moins sur | — 1; 1[\{0}.

}Ci_lg—xz =0et(1 +u)§ = 1+§u—%u2 +1—16u3 Eu 4+ 0o(u*). Doncy/1 — x% = 1—§x2—%x4 + 04 (x*). Alors,
3
} —vV1—x? —J x2 += x4+00(x4)—J x2(1+ x2+00(x2)) le<1+ x +00(x2)> = i/x_l(l+ +00(x2)).
=) ling (=0
Dong, f(x) = (1 —+/1— 2=%+Bw/_x +0g+(x3) et J1—+y1—x* T+;—\/1_)x3+00 ().

Comme f admet un DL;(0%), Cf admet la droite d’équation y = f est tangente a droite a Cf en 0; de plus, f(x) — \/_ ~o+ 8\/_x et Jx > 0 au voisinage de
0*.Dong, f(x) — = 2 0 au voisinage de 0%.Cf est donc au dessus de cette demi-tangente a droite en 0 .
De méme, Cf admet la droite d’équation y = \/_ % est tangente a gauche a Cfen0;deplus, f(x)+= V_ ~ot — 3ﬁx et — Fx3 > 0 au voisinage de 0~. Donc, f (x) —

> 0 au voisinage de 07. Cf est donc au dessus de cette demi-tangente a gauche en 0.

\/__

0.8

0.6




f(x) = (x + 1)Arctan (2%)
Posons g(t) = f (1)

t

t
significatif aprés 'ordre 1) de tg(t):
Soit ¢(t) = Arctan(2t + 1).

2 2 1

- Ty _ _ —1_ 2 2 2y — 1 _ 2 2
¢ est dérivable sur Ret ¢'(t) = @I ? — ratat = i) 1— (2t + 2t2) + 4t% + 0o(t?) = 1 — 2t + 2t% + 0, ().
Donc le théoréme d’intégration terme a terme d’un DL assure que @ (t) = @(0) +t — t? + §t3 + 0,(t3) = % +t—t2+ §t3 +
00(t?)

Dong, tg(t) = (1 +t) (g —t2 4= t3 + 00(t3)) = % + ( + 1) t+ (—i) t3 + 0o (t3).

o219 =24 (1) 2)+ (-3 2 + () e, 1) 212 (1) () 40 ().
por consésen, 709~ [+ (4 1)] (_ (@)

Comme lim (-3) (1)2 =0et(-3) (i) ,im fo0) = [Fx+ (+1)] = 0et £ — [Fx + (2+1)] < 0 au voisinage

X—+00 X x—>+oo

1
Alors, tg(t) =t (% + 1) Arctan( i ) = (1 + t)Arctan(2t + 1). Cherchons un DL(0) (ordre 2 ou 3 : il faut un terme

de +o0. J’en conclus que la droite d’équation y = Zx + (Z + 1) est asymptote a Cf en +oo et Cf est sous cette asymptote au
voisinage de +oo.

1-x+4x2 1

fo) = T o
Posons g(t) = f %)
1-1+45 T —t+a L
Alors, tg(t) = t § 3t et? = EarvalE Cherchons un DL(0) (ordre 2 ou 3 : il faut un terme significatif aprés I'ordre 1) de
t
tg(t):

tglt) =4 —t+t?) 2(11—§t) et(1+3t+oo(D) — %(4 —t+t3)(1 +§t _,_%tz + 0g(£2)) et+3t7+oo(t?)
2

=1+ 56+ 2240, (t))(1 + (¢ +362) + 5+ 0(t2)
=1(4+5t+ 240, (t)(1 + ¢ * = * 00 (%))
= (4 + 9t + —t2+00(t2)) =2+- t + t2+00(t2))
Donc f(x) =2+ —~ + +o+oo( = )). Et finalement, f(x) = 2x +§+i—i+o+w( i ).
Et par conséquent, f(x) — [Zx + 5] ~to %
Comme xl_i)rllm% = 0 et pour x > 0,% >0, xﬁgiw flx)— [2x + %] =0et f(x)— [Zx + g] > 0 au voisinage de +0. J’en

conclus que la droite d’équation y = 2x + 2 est asymptote a Cf en +o et Cf est au-dessus de I'asymptote au voisinage de +co.

DL 5(0) 5de ¢~ ol ¢: (x - xe*")
@ estde classe C* et, en particulier, continue sur Ret Vx, @'(x) = (1 + 2x2)e’"2 > 0. Donc ¢ est strictement croissante sur
I'intervalle R. Alors le TBCSM assure que ¢ est bijective de R sur ¢ (R) =] limg, lim ¢ [= R.Comme Vx, @' (x) # 0 et ¢ est

de classe C*, ¢~ est de classe C® sur R. Alors le théoréme de Taylor-Young assure que ¢~* admet un DL(0) a tout ordre.
Déterminons alors les réels a, b, ¢, d, e et f tels que :
@t (x)=a+bx+cx?+dx3+ex* + fx5+ 0y(x%). Comme ¢ est impaire, ¢~ est impaoire et par conséquent, a = ¢ =
e=0.
4 5
Comme lir% p(x) =0etp(x)=x(1+x%+ x? +o0o(x)) =x+x3+ x?+ 00(x%), 7' (9(x)) = bep(x) + dp(x)’ +
X—

fo(x)® + 0o (x®) )
avec p(x) = x + x3 + x? + 0o (x%),
(p(x))? = x® + 2x* + 0y (x),

2
(@(0))% = p()(9(x)" = x* + 3x5 + 09 (x),



@0)° = () ()" = x% + 00 (x%) .

Donc, x = b(x + x3 + x?s) +d(x®+3x%) + fx5 + 0y(x®) = bx + (b + d)x3 + (g + 3d + f)x5 + 0y (x>).

Alors par unicité de la partie principaleduDLenOdex, b=1,d+b =0 et§+ 3d+f=0.Doncb=1,d=—-1letf = g
Ainsi, le DL5(0) de @~ test : =1 (x) = x — x3 + 2x5 + 0p(x5).

1

Posons @(t) = Wweed

@ est de classe C™ et, en particulier, continue sur R. Donc ¢ admet une primitive H sur I'intervalle R. Par conséquent, f est
définie sur R et Vx,
f(x) = H(x?) — H(x). Cette expression de f permet alors d’affirmer que f est de classe C* sur R et Vx, f'(x) = 2xH'(x?) —

’ __2x __1
H®) = 5s

1 1
Par conséquent, f'(x) =2x(1+x®) 72— (1 +xH) 2 =2x (1 - %xs + oo(xs)) - (1 - ix‘* + %xa + oo(x"))

ffx)=-1+2x+ %x‘* - sz —x% + 0y (x°).

P N ’e , . N 1 1 1
Alors le théoréme d’intégration terme & terme des DL assure que :f (x) = f(0) —x + x? + Bxs - ng - Exlo + 0 (x19).
2
=0

1. a. chin(l)fa(x) =1 € R*. Donc f,(x)~(1.

b. Cherchons un DL en 0 d’ordre suffisant pour faire apparaitre un terme significatif supplémentaire par rapport a un DL;.

l-ax+x® _ . 2 2N _ (1 _ 2 _1.2 3 —1_ 1,242,3 3
Tt =(1l-ax+xA+x*)z=(1 ax+x)(1 SX*+0o(x )) =l-ax+_x"+-x" +0(x%).

eArctan(x) — ex—’;—3+oo(x3) =1+ (x _ %3) + %(x _ %3)2 +%(x — %3)3 +oo(x3)=1+x+ %xz + (—é + %) x3 + 0y (x3)
eArctan() — 1 4 x 4 %xz - %x3 + 0o(x3).
Dong, f,(x) = (1 —ax + ixz + %x3 + 00(x3)) (1 +x+ %xz - %x3 + oo(x3))
()
fu@)=1+(1-a)x+(1—-a)x®+ (—%+ %) x% 4+ 09(x3) . Ainsi, f,(x) E 1+ (1 —a)x + (1 —a)x? + §x3 + 0o (x3).
Donc, 'équation de la tangente a Cf, enOesty = 1 + (1 — a)x.
Etsia # 1alors f;(x) —1 — (1 — a)x~¢(1 — a)x?. Donc au voisinage de 0, f,(x) —1— (1 —a)x >0sia< letf,(x)—1—-(1—a)x <0 sia >
1. Donc, sia > 1 alors Cf, est sous sa tangente en O et si a < 1 alors Cf;, est au-dessus de sa tangente en 0.
Etsia = 1 alors la tangente a C f; en 0 est horizontale d’équationy = 1 et f;(x) — 1~0§x3. Doncsi x > 0 et x au voisinage de 0, f;(x) —1 >0
etsix < 0 et x auvoisinage de 0, f; (x) — 1 < 0. Donc Cf; traverse sa tangente en 0 et est au-dessus de cette tangente au voisinage de 0% et en
dessous au voisinage de 0~.

il L3 1-ax+x? x2 b
2. a. lim eArctan(® = g7 € R*. Donc eActan(®) ~_ _e7. De plus ~ o= = x. Ainsi, £ (X)~40ezx. De
x—>+00 +oo PIUS, — g THo U > , fa ()~ oo

car x>0 donc

Vat=lxl=x
mémef, (X)~_c — e_gx
b. Posons g(t) = tf, (%)
Alors, pour t au voisinage de -

1= arctan(l) S S i 3 agtit
— st g Arctan(o) _ . 2 o—Arctan — 2 S p—Arctan(t) — ,5 17 Arctan(-t)
R T S tTame e “ne ¢
tz = t>0donc t
Jet=t

T1—(—a)(—-t)+t? _ s n 1

tg(t) = e2 ZCDEDTE parctan(-0) = gaf (—t) = er[l+ (1 - (~@))(~t) + (1 — (@) (~O)% + = (—)% + 0 (t)].
1t d’ap;gs- 3

avec lim—-t=0
t—=0
T T

o LA i 7 1 1 (1 L ez e o2 1
Ainsi, tg(t) = ez —ez(1+ a)t + ez (1 + a)t? —?t3 + 0o (t3). Donc,;f(x) =g (;) =ez—(1+ a); +(1+ a); — 35 T Ot (F)

Ainsi, f(x) = ezx —ez(1+a) +e2(1 + a)i _el + 0400 (x—lz)

3 x2



. . oF oz (1+a)£>05ia>—1
Jen déduis quesia # —1alors f(x) — (ezx —ez(1 + a))~40 (1 + a) o Comme liI_;I_l (1+a) ~ = 0et x ,
X—+00

(1+a)§<03ia<—1

. fd x—egx— 1+a))>0sia>-1
llrp fx)—ez(x—(1+a)) =0et f&) n( ( ) (puisque des fonctions équivalentes au voisinage de a ont en commun
X—+o00

f)—ez(x—(1+a)<0sia< -1

g

. T 21 . . T r
limite en a et signe au voisinage de a). De méme, sia = —1 alors f(x) — e2x~ o — %F' Et par suite, llI_P f(x) —ezx =0 et f(x) —ezx < 0.
xX—+o00

u — dessus de cette asymptote sia > —1

. e ek R o |
Ainsi la droite d’équation y = e2x — e2(1 + a) est asymptote a Cf en +oo et Cf est {en SIS Cl G G e o 6 28 =L

Alors, pour t au voisinage de 07,

a, ( ) t?—at+1 - ® t?—at+1 " T atet? -
T z Arctan 2 ———Arctan(t 2 -~ —Arctan(t) --1-a Arctan(-t) -5
t t—t AR =t—Lt—e¢ 2 = t e ze =—e 2—¢ =—e 2f_4(—t
g() 1+ t2+1 Zo it\/1+t'2 V1+t? f-a(=1)
2 N .
donc \ t*=—t

Dong, en utilisant les mémes calculs que précédemment, je peux en déduire que :

f(x) = —eTix + e_g(l +a) — e_g(l + a)% + Qi +0_o (xi)

3 XZ 2
au — dessus de cette asymptote sia < —1
en — dessous de cette asymptote sia > —1°

Ainsi la droite d’équation y = —eix+ e’g(l + a) est asymptote a Cf en —oo et Cf est {
d. Lasymptote a Cf en +oo a pour coefficient directeur (pente) eTZ_Z donc le vecteur i = T+ egf est directeur de 'asymptote +oo.
L'asymptote a Cf en —oo a pour coefficient directeur (pente) —e_g donc le vecteur v =1 — e“gfest directeur de cette asymptote en —oo
Alors, .7 =1x 1+ eg X (—e_g) =1—1 = 0.Jen conclus que U et ¥ sont orthogonaux et ainsi les deux asymptotes sont perpendiculaires.
De plus, 'asymptote en +oo coupe I'axe des abscisses au point A(x, 0) tel que 0 = erx — eg(l +a)i.e.x =1+ a. Et I'asymptote en —oo coupe l'axe
des abscisses au point A’(x, 0) tel que 0 = —eix+ e_%(l +a)i.e.x=1+a.Donc, A = A’ et ainsi, les deux asymptotes se coupent
perpendiculairement au point A de la droite des abscisses.

D’AUTRES EXEMPLES

1
Soit f: (x = (1 — tan (x))x. Cherchons un équivalent puis la limite de f en 0.
1
fx) = exn(1-tan(@) posong h(x) = %ln (1 —tan(x)).
lin(l) —tan(x) = 0 etIn (1 + t)~;_ot. Donc, par la composition a droite, In(1 — tan(x)) ~,_o — tan (x).
xX—

Comme tan (x) ~,_0Xx, —tan (x) ~x_o — x (produits d’équivalents) . Donc, In(1 — tan(x)) ~,_,o — x. Par suite, h(x)~,_, — 1. Par conséquent,

lin(l) h(x) = —1 et par suite, lir%f(x) = %. Commei # 0, le cours assure que f(x)~y_o i

x— X

Soit f: x = (sh(x))s" ™), Cherchons un équivalent puis la limite de f en 0. Pour obtenir un équivalent simple de f(x)9® au
F(x) = esn®in(sh®) posons h(x) = sin(x) In(sh(x)). voisinage de a

1. Jécris f(x)9® sous forme exponentielle

x R x _ : ; o T
— 1~gx signifie que e* — 1 = x + 04(x) (transformation d’une équivalent en égalité) F()9) = @a@InG) |

et par suite e* = 1+ x + 09 (x). 2. Je cherche un équivalent simple de g(x)et un
Comme lirr(l) —x =0,e™ — 1~y — x (composition a droite) et par suite e™ = 1 — x + 0y (). autre de In(f(x)) et j’en fais leur produit.

X e . e s
In(sh(x)) = In(e* — e=%) — In(2) = In(1 + x + 05 (x) — (1 — x + 00(x))) — In(2) 3 Je ransforme cec Zuk‘f;e”t parune egalite

a - a .
= ln(Zx + 09 (x)) —In(2) (car le cours assure que 0y(x) — 0g(x) = 0¢(x)) 4. Ensuite je réinjecte dans I'exponentielle et
=1n(2x(1 + 04(1))) —In(2) = In(2) + In(x) + ln(l + 00(1)) —1In(2) j'utilise les propriétés de I'exponentielle ou je
. . . calcule la limite .
Dong, In(sh(x))~o In(x) car }CILT(I) In(x) = - et chlil’(l) In(1 + 0y(1)) = 0. De plus, sin (x)~ox. ATTENTION : 11(x) ~ g v(x) % ()@~ p(20) %
cc

. u) o pv(x)
Donc, h(x) ~oxIn(x) ( produit d’équivalents). Par conséquent, ling) h(x) = lir% xIn(x) 2 0 (limite con u()~av(x) e a?
X X—

découle lirr(l)f(x) = 1.Comme 1 # 0, le ( |a limite finie non nulle donne I'équivalent) assure que f(x)~,_o 1.
X—

Equivalent en 1 de f(x) = x* — x.

f)=x*—x=f(x)=x(x*1-1) ~1 x* 1 -1 = lDintx) _ 1 ~ (x — 1) In(x) ~, (x — 1)2.
ca;}ill car lim (;:Jl) In(x)=0
(produit x=1 ¢
d'équivalents) ete —l~ot

( composition a droite!!)

DL7( ) de f(x) = 3/7 + sin (x)
Posonst—x——etg(t)—f(x) Alors g(t) = f /7+sm t+ ,/7+cos(t —\[8——+—— 260+00(t7)

g9(t) = 3\/8(1 L 00(t7)) =2{1+[-S4 2 0(t7)]

16 24X8 720X8 24><8 720><8

u(t)
10 2\,2 L_2)(_3),3
Comme limu(t) =0et(1+ u)% =1+ iu + i ;)u ( 3)2 )

+ule(u) tq lirr(l) s(w) =0,
u—
2

1+ u(t))3 =1+4- u(t) + i 3) 2k + il i)(;g)u(tﬁ + %(—5)(—22)5—2)14(04 + u(t)*e(u(t)) et par composition ltl_rg e(u(t)) =0et




t2 t4
u®)=-<+
16 ' 24x8  720x8

t

4 6
2ttt 7
u(®)® = 162 8><24-><8 +0o(t7)

u(t)® = —g +0o(t7)

u(t)* = op(t7) et u(t)‘*e(u(t)) = 00(t7)

_ 1.2 4 _ 6 7
Donc, g(t) =2 t +384t 8294401: + 0o (t7).

A £6) = 2 e 9+ 58— B~ s e B o (2= 27)
DLs(1) de f(x) = e**~5%~4

Posonst = x — 1 et g(t) = f(x).

Alors g(t) = f(t+ 1) = e(t+D?=5(t+1)~4 — et2—3t—8 — p-Bpt2-3t

Commellmt2—3t—0ete“—1+u+ + + +a+u£(u)et llms(u)—O,

——+0,(t7)

.Donc, (1+ u(t))s = 1+ 1 (- L S )—1(1— e )+ = (== )+o(t7)
- 16 ' 24x8 720x8) 9\162 8x24x8) ' 81\ 163 0

_24\2 2_24\3 2_ 4 2_
et?=3t = 1 4 g2 _ 3¢ 4 (E30° L P230° | (B-30F | (@307 (t2 — 30)5 e(u(t? — 3t)) et lime(t?2 —3t) = 0. Donc, et* 73t =
2 6 24 120 S -0
~0t
14t2—3t4 9t2+t*-6t3 n —27t3+27t*—9t5 n 81t*-108t5 i —243¢5 + t50,(1).
2 6 24 120
Alors g(t) = e 8[1 — 3¢ +1—1t2 + (—3 - 3) t3 + (§+§+§) t*+ (—% —g—%) t5 + t50,(1)]

ainsi, fO) = e -3 - D+ @ -2+ (-2) - D*+ (L) - 1* + (- 2) (- D + 0 ((x - D]
DL,(0)de f(x) =In (1 + Arctan(x) + cos(x))

f(x) = In(1 + Arctan(x) + cos(x)) = ln(l +x — ’;—3 +0o(xH) +1— %2 + z—: + 00(x4)>

_ _x2_x o« 4 ) = x_x?_x xt 4
f(x)—ln<2+x 5 3+24+00(x))—ln(2)+1n 1+2 ” 6+48+00(x)

u(x)

2 3 4
Comme lim u(x) =0etln(1+u) =u— u? + u? — uj +ute(u) et lina g(w) =0,
u—

ln(l + u(x)) _ u(x) u(X) + u(x)? _ u(x)* + u(x)4€(u(x)) et }Cl_r)l'(l) g(u(x)) =0 et

3 4
2
u(x)=—————+—+00(x4)
3 54
) =222 e

3 _x___ 4
w3 =5 =2 4 0y (x*)

x4
w00 = 5 + 0o (x*)

_ x_3x?_ x* 4
Donc, f(x) =In(2) + 5 s "1t 0o (x?).
_ In(ch(x))
DL3 (0) de f(x) " sin (x)sh(x)
u(x)mo
In (ch In (1+x—+—4+00(x5)) —2+ 4——+oo(x5) x2<%—§+00(x3)> 1 1 2
.n(C (x)) — . P — 224 8 — - — ___+00(x3) __x_+00(x3) (1+
sin (x)sh(x) (x—x—+oo(x4))(x+x—+oo(x4)) x%+00(x5) x%(1+0¢(x3)) 2 1+00(x3) 2 12
0o(x¥)) =--= + 0o (x?) .

DL,(0) de f(x) = Arcsin (x + é)

Arcsin étant dérivable sur] — 1; 1], f est dérivable est ] —% ;é[et Vx €] —3 ;%[,f’(x) = ! = = !
\/1—(x+5) \/; —x—x?
+
Cherchons un DL;(0) de f'(x): f'(x) = = L =214 -2x—2x2
: \/— —x—x2 \/E\/l IV V3 3 3
4 4 3 3 u(x)
1 L3 t2 ) (Z3)(_5 t3
Or lirré u(x) =0et(1+t)2=1 —%t + ( 2)(2 ) + () 26)( ) +t3e(t) tq ltirr(} e(t) = 0. Donc,
x— -
( u(x)z—fx—ix2
) W) = 52 13243 3
A +u@)z=1—2u) + 2u(x)? + > ulx)? + ux)3e(ux)) et () = OO(x )
2 8 16
ud(x) = —x + 00(x3)~ —x3

27

u(x)3€(u(x)) = 0y(x?)



21 _L(_%,_%,2 22232 5 64 3y — 2 3
Alors, (1+u(x)) 1 ( S x)+8(9 + )+16 X 34+ 00(x3)=1+2= x+ S + x 3+ 0y(x).

Dong, f'(x) = +?x + \/_xz + Wx + 0y(x3). AIors le TITT assure que :
FO0) = £(0) + L 4 x2 8 x3 40 x4+ (x*) = 2 2 N 8 1
x) = —x — 0o(x —x?+—
BT3Bz 3B e 6 B 33 "oz ¥ T

DL, ( ) de f(x) = (tan(x))"*?% , Qu’en déduit-on sur f ?
Posonst = x — Z etg(t) = f(x). Alorsx =t + Z etglt) =f (t + %) etfx)=g (x — %) Cherchons un DL,(0) de g :

g = f (t + %) _ (tan (t +§))tan(2(t+g)> _ etan(z(t+%))ln<tan(t+%)) _ etan(2t+§)ln(§aj§)‘2—$).

b i)
tan(t)+1) _ inCitan@)-intane) _ _ 1n<1+<t+3 +oo(t3) ) 1n<1+ t——+0o(t?)

x* + 0y(x%)

Posons h(t) = tan (Zt + g) In (

1-tan(t) tan(2t) 2t+(2t) +00(t3)
2
I o o e B O (O SO
t) = — = —
2t+ﬁ+oo(t3) 2f+§t3+00(f3) 2t<1+§t2+oo(t2))
) = — (1425 4 0p(t2) ) g = — (1425 4 0p(t2) (1-%2 +o (t2)> = 1+ 2624 0(t?)
3 0 142 t2+00(t2) 0 3 0 3 .

Donc, g(¢) = e 5t +0(%) = g1t rolt) (1 +2e740(e)

2
_1l,2( _= (T z)
Dong, f(x) = e+39(x 4) +oz((x 2)°)
Jen déduis que :
1) lim f(x) = i Donc f est prolongeable par continuité en %. Onnote f son prolongement par continutié en %.
x>
4

s 2 (T _my?
SR SLCE IR e 2 B P (S

x—% x—% x—g T 3e 4
. f-f(F oz - z S R
Donc, ll}rsr(l )T(‘*) = 0. Ainsi, f est dérivable en % et f’(%) =0ety = iest I'équation de la tangente a Cf en %.
X=X _Z

7 T suivant : _1p2(p_m) Ty
3) Son prolongement f admetle DL, (Z) suivant: f(x) = St (x 4) + o; ((x 4) )donc,

2 2
flx)—= ~n— (x — —) . Par conséquent, f(x) — é est du signe de i (x — %) donc positif au voisinage de %. Donc Cf est

2 3e

. bl T N
au-dessus de sa tangente horizontale et f admet en 2 Un minimum local.

2 1
Limite en 0 de — b
sin2(x)  1-cos(x)
; i ; L = i Doncg, je ne peux pas conclure
sin2(x) O x2 1-cos(x) O _x%2 T x2° 2 P P ’

2

2 1 2 1 2 2 _ 2 1 1
> - - 2 " 22 4 4 - 4 —Y 2 2
sin?(x)  1-—cos(x) 3 xZ_x7 4 2_X7 4 2_ X7 4 x _x 2 _x 2
x_xs +0o(xh) > 52 T00(x ) x2=Z-00(x*)  x2—T5+00(x*) 1-500(x?)  1-T7+00(x%)

2 2 2 2 2 1 1
= ﬁ<<1 + %oo(x2)> — (1 + ’1‘—2 + 00(x2)>> = x2< + 0y (x? )) =. Dong, )lcl_l’)I(l] T o
Equivalent en 0 de f(x) = sin(ln(l + x)) — In(1 + sin(x)).
flx) = sin(ln(l + x)) — In(1 + sin(x)) = sin <x - % + x—: - % + 00(x4)> —In <1 +x— % + 00(x4)>

_ xt X3 xt | oxt x3 x? x| X3 xt 4y _ x* 4 x*
fG)=x + : e T e Ty [x e 2176t 4]+00(x)—12+00(x)012.

Equivalent en 0 de f(x) = x* — sin(x)5"®),

3 3
f(X) = x¥ — Sin(x)sin(x) = eXIn(x) _ gsin(x)In(sin(x)) — pxin(x) _ e(x—%+oo(x3))ln(x—%+oo(x3)>

3 2 3 2
_ g _ e(x—%+oo(x3))ln(x(l—%wo(xz))) _ oxtnGo _ (x5 o0l Jime+In(1-E 400D )

(x—£+o (x3)[ln(x) —£+o (x?) xln(x)—ﬁln(x)+oo<£ln(x)) —ﬁln(x)+oo<£ln(x)>
— exln(x) —e 6 0 6 0 - exln(x) —e 6 6 - exln(x) 1—¢e 6 6

X3 x3
f(x) ~ 1—e —?ln(x)+oo(?ln(x)>

—
car lim eXn(®) =1,
x-0

x3 x3 x3
~0 —=—In(x) + 0g | =In(x) |~y — =In(x) .
—— 6 6 6
car ’lci_% —%ln(x)+oo<§ln(x)>=0

ete—1~qu



Equivalent en +oo de f(x) = (ln(x)) [sm (l T )) sin (ln(;ﬂ))].
(x) - (ln(x)) [Sln (ln(x)) sin (ln(x+1))] (ln(x)) [2 sin (Zln(x) 21n(1c+1)) cos (Zlnl(x) + 21n(§c+1))]

25 . 1 1 . 1 1 _
~+oo(In(x)) 2 sin 2inG)  a2inGern) | xl—lyr-Poo €os (Zln(x) + 21n(x+1)) =1.0n
4y crrTe
u(x)

o1
car lim ==0
xX—+00X

1 ~ol.
w(x) = 1 I@+D-ln@) (1) In(1+3) °t n(~1+u) or T
Zln(x) 2in(x+1) 20 (142)  2m(x) 1n(x(1+’1_€)) zm(x)[ln(x)+1n(1+ )] N 2n2(x)  2xin?(x)’

car lim ln(1+l):0
x—>+00 X.
et lim In(x) =+
X—>+00
donc 1n(x)+ln(1+§)~+.x,ln(x).

Et ainsi, £ (%)~ 4o0[n?(x) =1

xlnz(x) x’

En particulier, 11m u(x) = 0. Par conséquent, sm(u(x))~ wl(X)~ 4o —2xl:2( )

Limite en 4o de (sm( ) + cos (1))x.
(sm( ) + cos (1))x = exm(sm( Jreos(s )) Posonst = - et g(@) = f(x).

Alors x = ; etg(t) =f (%) etf(x)=g (;) Déterminons la limitede genO.

1 . 1 1
g(t) — e;ln(sm(t)+cos(t)) — e;ln(1+t+00(t))) — e?(t+00(t)) — el+00(1). Donc' }:ln(-)lg(t) =ecet ainsi' llIIl f(x) = e.
. x—+00

xln(x)
Limite en +oo de (h;?(ll(:;))
@+ \M® _ aneom(BEED) o imnx)-In (n()] 1 3
( In(x) ) = ¢ o =e -Posons t = —et g(t) = f(x).

Alors g(t) = e%m(%)[m(ln(u ))-tn an ()] .Posons h(t) = —ln( ) [ln (ln (1 + )) —In (ln (%))]
h(®) =2 (2) [in (n (1+3)) = 1n an ()] = = 2n(®) [Inn(1 + 1) = In(t)) = In (= In(£))]
h(t) = —In(t) [m(— (n(t)) +1n (1 - ”‘“*”) —In(- ln(t))]

In(t)
_ 1 In(1+t) - _1 In(1+t)\ _ In(1+t) -
- tln(t)ln( n(t) ) 2 1 (t)( In(t) )_ t ol.
car lim —m(lﬁ)—o
t-0 In(®)

et In (1+u)~ou

. _ s s _ 2 z 7?2
Donc, lgr&g(t) = e et ainsi, XETmf(x) = e.;(x ——) + on ((x _Z) )



