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Programme de colle 13

Chap 9: Dérivées n'*™s, Comparaison des fonctions. Développements limités.
| Dérivées niemes

e Définition de la dérivée niéme, de la classe C" ou C®.Ensembles C™(I,K), D"(I,K)et C*(I,K).

e Dérivées successives des fonctions usuelles :
exp € C®°(R,R) et Vn € N,Vx € R, exp™ (x) = e*.

ch(x) sin pair
sh(x) si nimpair’

sh(x) si n pair

ch € C*(R,R) et Vn € N,Vx € R,ch™(x) = { Y ry——

Et sh € C°(R,R) et Vn € N,Vx € R, sh™®(x) = {

n n
m —1)2cos(x) si n pai s —1)2sin(x) si n pai
coset sin € C*(R,R) et Vn € N,Vx € R, cos™ (x) = cos (x aF nz) = ( n)_lcos( Ry sin®™(x) = sin (x F nf) = ’ ( "21 () stmpatr
(=1) "z sin(x) sin impair (=1)"2 cos(x) sin impair
In(x)sin=20

In € C*°(R*",R) et Vn € N,Vx € R™, In™ (x) = | cym-1(n— )
n ( ) et Vn x n'™ (x) (-1 ln(nl)]sinzl

(-1

xntl

1
f: (x - ;) € C*(R%R) et Vn € N,Vx € R*, f®™(x) =
a(@a—D(@—2)..(a—n+1Dx*"sin>1
x¥sin=0 ’
e Dérivées successives d’une combinaison linéaire et d’un produit (formule de Leibniz) de deux fonctions n-fois
dérivables (ou de classe C™ ) sur un méme domaine.

Formule de Leibniz: Sif = u X v telles que uetv sontde classe C"surl (n € N) alors
festdeclasse C"surlet Vx € 1,f™(x) = Y7, (Z) u® ()™ (x)

Soit @ € R\N. f:(x > x%) € C®(R*,R) et ¥n € N,Vx € R™, f™(x) = {

e Classe C*d’un quotient, d’une composée, d’une bijection réciproque (admis) .
g(x) si x € I\{a}
Lysix=a
Soitn € N*.Si g estde classe C" sur I\{a} et chilrlllg(x) =Lyet Vk € ﬂl,nﬂ,}(i_rgg(k)(x) = L, existe et est finiealors f estde classe C" sur Uintervalle [

. Critére de classe C" ou C* (admis pourn = 1): Soit/ unintervalleeta € I.etVx € [, f(x) = {

g®@)six #a

tVk € [1,n], Vx € I, f® :{
e [1L,n], vx € L, f¥(x) L six=a

Si g estde classe C® sur I\{a} etet lim g(x) = Ly et Yk € N*, lim g®(x) existe et est finie et alors f est de classe C® sur Uintervalle I etVk €
x—a x—a

gP@)six #a

N*,vx € I, f® :{
x fE@ Lysix=a

1l Comparaisons entre fonctions.
o Définitions d’une fonction négligeable devant une autre au voisinage de a , d’une fonction équivalente a une autre
au voisinage de a , d’une fonction dominée par une autre au voisinage de a . Notations..
e Caractérisation par le quotient :
si f et g sont définies sur une méme voisinage de a et g ne s’annule pas sur ce voisinage de a sauf éventuellement en a
alors

v ~ i wz
f a‘g@}cl—rggm f(l)

v = im I —
F=oule) = i =0,

v =009 & gest bornée sur un voisinage de a.
e Théoréme de comparaison.

v fragouf=o0,(9) = f = 0.(9)
v f=o4(g)etg=0,(h) = f=o04(h).
v fr~agetg=o0,(h) = f=o04(h).
v f=o.9)etg~ch & f=o04,(h).
v f~egetg=o,(h) & f=o0,(h).
v' f bornée au voisinage de a et lim g(x) = o0 = f = 0,(9)
xX—a

o Propriétés et opérations sur les fonctions négligeables :
v' 0,(1) désigne une fonction qui tend vers 0 en a.
v 04(g) = g X 04(1)
v 04(fg) = f X 04(9) = fg X 0,(1) = g X 04(f)
v 04(9) +04(9) = 0,(9)
v' Pourtout réel A non nul, 0,(1g) = 0,(g) = 20,(g9)
v' Une somme finie ou combinaison linéaire ( finie) de fonction négligeables devant g au voisinage de a est une fonction négligeable devant g au

voisinage de a.

e Caractérisation et propriétés sur les équivalents :
vV [~ag S f=g+0,9) S f—g=o0.(9) Autrement dit, g + 0,(g)~ag.
v f~ag et g~qh = f~qh.
v f~.,g=f et g ontle méme signe strict sur un voisinage de a.

f~ag .
Y {nmg(x) Slind A
X—a

v limf(x) =LER" = f~,L.

x—a
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f est dérivable en a

Fi(a) £ 0 = f() - f(@~af (@) (x — a).
Opérations autorisées sur les fonctions équivalentes : produit, quotient, puissance constante , composition a
droite .

f~agetu~v = f Xu~,g X v.

f~ag et u~,v et u ne s'annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a) =
f~ag et a constante réelle = f*~,g%.

.9
u 4y
a

fag et limu(x) = a = f(u(0))~,g(u).

Opérations interdites sur les fonctions équivalentes : somme , puissance non constante , composition a gauche .

fr~agetu~v = f +u~y,g+v.
f~ag et a fonction non constante. = f(x)*®~, g(x)*®.

f~ag = u(f () ~au(g(x)).

Exemples déja rencontrés :

v/ Comparaison des fonctions puissances entre elles au voisinage de 0 et de + : soit a et § réels
X% Koo xP
xP <o x%

v" Comparaison des fonctions (x = (x — a)*) telque k € Z au voisinage de a . Soit n et m entiers.

n<m= x—-a)" L, (x—a)".

v' Equivalent d’une fonction polynomiale au voisinage de +oo puis de 0.

Soitn et m entiers tels que n < m et ay,.,ay, .., an, réelstels que a,, # 0 et a, # 0. X1 axx* ~,amx™ et T, apxk ~ga,x™.

v' Croissances comparées.

pour tous réels a, B strictement positifseta > 1, In(x)% K e ¥ K 0 a.

v' Equivalents usuels obtenus par taux d’accroissement ou d’autres limites usuelles.

e —1~ox Arctan(x) ~ox

In(1+ x)~¢x Arcsin(x)~g x
In(y)~1y—-1 1+ x)%—1~pax(ou a € R*)
sin(x) ~g x _ _ l 2

tan(x) ~o x cos(x) — 1~ 7%
sh(x)~o x ch(x) —1~0% x?

seramener en 0.

Soit f définie au voisiange du réel x,. Posons g(t) = f(xo + t)i.e. f(x) = g(x — x,). Alors, g(t)~oh(t) & f(x)~y,h(x — xo)

Soit f définie au voisiange detoo. Posons g(t) = f (%) ie.f(x)=g G) Alors, g(t)~gth(t) © f(X)~1xh (1)

X.

Il Développements limités .

Définition d’un développement limité en un réel et en particulier en 0. Unicité de ce DL.

Si au voisinage de X, f(X) = ag + a;(x — xp) + az(x — x¢)? + .. +a,(x — xo)" + 0y, ((Xx = %0)™) = bg + b1 (x — x¢) + by (x — X0)% + . +by(x — x0)™ +
0y, ((x — x)™) alors Vk € [0,n], a, = by.

e Propriétésdes DL:
v' Equivalent
Si au voisinage de X, f (x) = a,(x — x0)P + .. +a, (x — %)™ + 0, ((x — xp)™) avecp < net a, # 0alors f(x)~y, ap(x — x0)P.

v'  «serameneren0»

Soit f définie au voisiange du réel x,. Posons g(t) = f(xo + t)i.e. f(x) = g(x — x,). Alors,

g admet le DL,(0)suivant g(t) = ay + a;t + a;t> + .. +a,t™ + 0y (t™)
& f admet le DL, (xy)suivant : f(x) = ag + a,(x — x) + a(x — x0)% + .. +a, (x — %)™ + 0x, ((x — x0)™)
v Troncature

Si f admet le DL, (x,) suivant: f(x) = ag + a;(x — xp) + az(x — x%0)? + .. +a,(x — xo)™ + 0y, ((x = x0)™)
alors f admet Je DL,,_4 (xo)suivant: f(x) = ag + a;(x — xo) + az(x — x0)? + ..+ 051 (x = %0)™ 1 + 0, ((x — %)™ )

Si f est paire et admet un DL, (0) alors ce DL, (0) estde laforme f(t) = ag + axt? + a,t*.....+ {

Si f estimpaire et admet un DL, (0) alors ce DL, (0) est de laforme f(t) = a,t + azt3 ..... +{

v' Développement limité en 0 d’une fonction paire ou impaire

a,t™ + 0y(t™) sin pair
Ap_1t™ 1 + 0y (t™) sin impair’
ant™ + 0o (t™) si n impair
gt + 0o (™) si npair’
Développements limités usuels :

v'  Développement limité en 0 de Py obtenu par somme géomeétrique puis de ﬁ e

é =14+x+x2++x" +x"0(1) = XR_ox + 0p(x™).

1

1+x

=1—x+x%— -+ (=D™" +x"05(1) = ¥ o(=1)*x* + 0o (x™).

v' Théoréme de Taylor-Young et développement limité en 0 de e*, cos(x), sin(x), sh(x), ch(x), (1 + x)*.

)
Si f est de classe C™ un voisinage de x, contenant x, alors f admet le DL, (x,): f(x) = ZLOf k(}Xo) (x —x)* + 0y, ((x = x0)™) -
Qn(x—x0) reste
®)
Si f est de classe C™ sur un voisinage de 0 contenant 0 alors f admetle DL,(0): f(x) = Z’;:Ofk—l(o)x" + 0o (x™) .
! O
Pn(x) reste

x — x2 X3 x" n _yn ¥ n
e —1+x+z+;...+z+x 00(1)—21(:0;4‘00(9( )-

3 5
sin (x) = x—%+%...+ "

x2n+1 p—_— _ (=1)kx2k+1 P
+ x%" 20, (1) = ZLUTH)!"'UO(X ).

(2n+1)!



Z 4 ( 1)
cos(x) =1 —;+i—! A+ (= 1)"% + x2oy (1) =37, (Zk; + 0o (x#™1).

n 2n+2 n x?* 2n+2
+x 00(1) =Y7-0 (2k+1)‘ + 0o(x )-

x
(2n+1)'

sh(x):x+;+—

= x? 2n+1 — ya2n X2 2n+1
ch(x)—1+—,+— +@ +x*" oy (1) = ano(ml+oo(x" ).

(1 +X)a =1+ ax +a(a' 1) XZ + a(a— 13)I(a 2) x3+ +a(a 1)(a-2)..(a—n+1)

x™ + x"0y(1).

v'  Théoréme d’intégration terme a terme et développement limité en 0 de In(1 + x), Arctan(x),tan(x) et Arcsin(x).

ordre 5 uniquement

«Si f est dérivable sur un voisinage de 0 contenant 0 et f’ admet le DL 2(0) suivant f’ (%) = ag + a; x + ax* + - + apx™ + 0y (x™)

alors f admetle DL, ,(0 ) suivant: f (x) = f(0) + apx + a5 + a2 = + -4 an + 0o(x™1).

«Si f est dérivable sur un voisinage de x, contenant x, et f* admet le DL, (x, ) suivant:
) =ag+a; (x— %) +a(x — x0)2+ -+ ap(x — x0)" + 0y, (x — %)™
— 2 — n+1
alors f admetle DL, .1 (x, ) suivant: f (x) = f(xo) + ap(x — x¢) + a1 @ P oo aF an% + 0y, ((x — x0)™™).

+1
3 5 7 _yny2n+l
Arctan(x) = x — x? 4 x? = x7+. . +% + 0p(x®™1) .

2 3 4
In(1 + x) =x—x—+"——"7+.. +%+o (™).

Arcsm(x)—x+ 55 + x + x500(1).
tan(x) = x +?+E+x 500(1).

e Opérations sur les DL : Combinaison linéaire et produit. Composition. Inverse et quotient.
Soita et § deux constantes réelles . Si f et g admettent les DL,, (0) suivants: f (x) = P(x) + 0o(x™) et g (x) = Q(x) + 0o(x™)
alors af + Bg et fg admettent chacune un DL, (0) et
af (x) + Bg(x) = aP(x) + BQ(x) + 0p(x™).

f(x) x g(x) = [somme des termes de degré inférieur ou égal ande P(x) X Q(x)] + 0o(x™) .
Si f admet le DL, (0) et Lil% fx)#0 alors% admetun DL, (0) .

Si f et g admettent des DL, (0) et Lii% fx)#0 alors% admet un DL, (0) .

Si f admetle DL, (0) et !{1_1}(1) f(x) =0 et g admetun DL, (0) alors g o f admet le DL, (0).

e Applications:
v' Recherche de limite et d’équivalent
v Caractérisation de la dérivabilité d’une fonction en un point a par son DL, (a) et position de la courbe
par rapport a son asymptote
@Si f est définie en x, et au voisinage de x, alors
f admetle DL; (x,) f(x) = A+ B(x — xo) + 0x,(x — xo) & festdérivable en x,, f(xo) = Aet f'(xp) = B
@Si f est définie au voisinage de x, mais pas en x, alors
f admetle DL, (x,) f(x) = A+ B(x — xo) + 0,,(x — xo) & fest prolongeable par continuité en x, par la valeur A et son prolongement f est dérivable
enx,,f (xo) = Aet f'(x) = B.
v" Recherche d’asymptote et position de la courbe par rapport & son asymptote
v' Recherche de DL d’une fonction dont expression est définie par une intégrale.
v' Recherche de DL d’une bijection réciproque.
Questions de cours : CONNAITRE ET SAVOIR ENONCER TOUTES LES DEFINTIONS, PROPRIETES ET THEOREMES DU COURS.
Savoir & 6 ! "ol . .
1) Formule de Leibniz
2) Critére de classe C™
3) Compléter et démontrer :

a) o,(g)=gX% ..
b) fr~agef=g+-.

C) Sif ~gpgalorsfetgontenCommuUN.....cccoocuerenuiensueeerinreeeesueeenns auvoisinagede a et leur ...................... en a si elle existe.
d) Sif(t) ~4 g(t)et llm u(x) =a alors..
e) Silimf(x) =1L tel que Loerioiiniiiiine, alors f(x)~

x—-a

2) Obtention du DL,,(0) de cos (x) et du DL,;,,.1(0) de sh (x) par Taylor-Young.
3) Obtention du DL, (0) de (1 + x)%*par Taylor — Young.

4) Obtention du DL, (0) de ﬁ par somme géométrique

5) Obtention du DL, (0) de In(1 + x) par intégration terme & terme.

6) Obtentiondu DL,(0) de Arctan(x) par intégration terme € terme.

7) Obtention du DL5(0) de tan(x) par intégration terme é terme.






