Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques

TD 10 Suites

Ex 0 Soit L et L’ réels ou infinis.

v,) = (lim u, < lim v,)
n—+oo n—+0o

1. Compléter par un lien logique le plus précis possible :
a lim u, =L ... lim |u,| = |L|. e. limu,=1L ... lim u,® =13
n—+co n—+co n—+co n-+o
b. lim u, =0 ... lim |u,| = f. lim u =L ... lim u,=1L.
M nq+m|n| nstoo 3n2+1 nobeo T
c. lciLréel. lim u, =L ... lim |u, —L| = g. lim u,, =Let lim uy,q =L ... lim u, =L
n—+oo n—+0oo n—+oo n—+oo n—+oo
d. limu,=L ... lim u,?= L2
n—o+co no+co
2. VRAI ou FAUX :
a.  Une suite positive de limite nulle est décroissante a partir d’'un certain | b.  Une suite réelle croissante a toujours une limite.
rang.
c.  Deuxsuites bornées u et v telles que lirP u, — v, = 0 convergent d.  Si (Jluyl) converge alors u converge.
n—-+oo
vers la méme limite.
e. Siuetwvsontdeux suites convergentes de limites respectives L et L’ f. Si u et v sont deux suites de limites respectives L et L’ alors
telles que : L < L' alors a partir d’un certain rang, u, < vy. lim u, +v, =L+L.
n—o+co
g.  Siuetwvsontdeuxsuites telles que a partir d’'un certainrang u,, < v, | h. Siuetv sontdeux suites admettant des limites et telles que a partir
alors lim u, < lim v,. d’un certain rang u,, < v, alors lim u, < lim v,.
n—+0 n—+0 n—+0 n—-+0o
i Si lim u, =40 = lim v, etu,~v,alorsIn(u,)~In(v,). jo Si lim u, =1= lim v, etu,~v, alors In(u,) ~In(v,).
n-o+too n-otoo n-o+too n-o+oo
k.  Siup~vyalors lim u, —v,=0. l. Siuy,~v, alors 1 +u,~1+ v,.
n—+oo
m. Si lim u, =+ = lim v, etu,~v, alors e¥n~e"n, n. Si lim u, =0= lim v, etu,~v, alors en~e"n,
n—+oo n—+oo n—+oo n—+o0
o. Si lim u,=0= lim v, etu,~v, alorsIn (u,)~In (v,) p. Si lim u,=1= lim v, etu,~v,alorsIn (u,)~In (v,)
n—+co n—+co n—+co n-+o0
h.  Si k=0 Ur)nen est divergente alors (u,,) ne tend pas vers 0. i Si lirp u, = 0 alors lir;n Upsy T Upgp + oo FUy, =0
n—+oo n—+0oo
j. Si lim u, + v, = +oalors lim u, = +ooet lim v, = +oo. g. Si lim u, =1alors lim u," =
n-+oo n-+oo n-+oo n-+co n-+0o
r. Si lim wu, = Lalors u,~,eUniq- s. Si lim u, =LetL € R"alors u,~ U1
n-—o+oo n—+00
3. Pour réfléchir :
a.  Trouver une suite convergente non monotone. b.  Trouver une suite bornée non convergente.
c.  Trouver deux suites équivalentes dont la différence tend vers +co. d.  Existe-t-il une suite convergente et non bornée ?
e.  Trouver une suite u décroissante minorée par 0 et de limite 2. f. Trouver une suite u telle que : lir;n Uy, =3 et lir;n Upnsr = —4.
n—+oo no+oo
g.  Trouver une suite u divergente telle que : (u,,) et (uy,,1) convergent. h.  Trouver une suite u convergente telle que : (u,) et (u,41) ne sont pas
équivalentes.
i Existe-t-il une suite u telle que : lim u, =1 et lim u,,; =-17 j. Trouver une suite u telle que : lim u, =0 et lim Y7_,u, =+ co.
n-o+o n-+o n-+o n-+o
k.  Trouver une suite u telle que : lir+n u, =0 et lirP Yhouk ER . Trouver deux suites u et v telles que Vn € N,u, < v, et mais v n’a pas de
n--+o0 n—-+oo
limite.
m. Compléter alors cette affirmation pour la rendre correcte : ( Vn € N, u, < n.  Trouver une suite donnant la FI 1** quand n — +oo et dont la limite (aprés

calcul) est 3.

Définition de la limite d’une suite :

%. Montrer que : lim u, = 0.

Ex1 Soit u une suite réelle telle que : V(k,n) € N ,0<u, < i

n

T
Ex 2 Démontrer que lirP foz sin™(x)dx = 0.
n-+oo

Ex 3 Autour de Césaro

n-+oo

. ‘e . . . . o 1 -
A) Césaro revisité : Soit u une suite réelle, L un réel et v la suite définie par v,, = o nzlakyy).

Montrer que: lim u, = 0= lim v, = 0.Endéduireque: lim u, =L = lim v, =L.
n-+oo n-+o

n-+oo

n-+oo

B) Une jolie application de Césaro :Soit u une suite réelle telle que lim u,,; —u, = L € R*. Démontrer que u,~ ,,Ln.
n—+oo

Propriétés : caractére borné, opérations sur les limites, monotonie, encadrement, convergence :
1 uo = UO
Ex 4 Soit u une suite réelle telle que : Vn € N,u,, € ]E’ 1[ et v la suite réelle définie par : {Vn > 1 p = Yn-itun,
=>rn 1+Upvp_1

1. Justifierque:Vn € N,p, existeet 0 < v, <1.
2. Justifier que v est convergente .
3. Déterminer la limite de v.

Ex5 Soit u et v deux suites réelles telles que u, > + U, v, + v,°

n—-+oo

Déterminer un réel a tel que Vn € N,u2 < a(u? + u,v, + v2). Endéduire que : lim u, =0 = lim wv,.
n—-+oo

n—-+oo

Ex 6 Soit (u,) une suite réelle. Montrer que si les suites (u,,?) et (u,,®) convergent alors la suite (u,) converge.




Ex 7 Soit u une suite réelle ou cpxe. Montrer que : (XF_o Uy )nen €St convergente= hm u, = 0 et que la réciproque est fausse.

no+
Que peut-on en déduire sur les suites (X2_q sin (k) nen et (X2-o \/_)nGN Petsur: ( s #(k))nzz ?
Ex 8 Des suites définies par des sommes
1)vn € N*, on pose u,, = Y p- 12 -. Montrer que u converge.
2) Vn € N*, on pose u, = Y- 13 L Montrer que Uy, — Uy = Montrer I’existence puis la valeur de la limite de u.
3) vn € N*, on pose U, = Y.p—1 kz -. Montrer que u,, = OJroo (l)

)

4) On pose vn € N,u,, = Y} 0( ) Déterminer la limite de u.

k

5) Soit n € N*. Calculer S,, = En déduire la limite de (S,,).

k= 11+2+ +k

6) vn € N*, S, ( " 1ﬁ) . Montrer que (S,,) converge.

Ex 9 Télescopage

A. Cas particulier : Soit p € N\{0,1}. Pour tout entier naturel k, on pose u; = (k—ip) et vn e NS, =Xk, (k+p).
k k

1. Montrerque: Vk €N, (k+p + Dugy = (b + Dug.

2. Endéduireque:vn € N*,S, = ﬁ ((n+ Du, —1).

3. MontrerquevVn € N,0 <u, < P
(n+1

Zros En déduire la limite de la suite (S,,) quand n —» +oo.

B. Cas général . Soit (u,,) une suite telle qu’il existe a et b réels telsque b — 1 —a # 0 et pour toutn € N,% = TTZ'
n

Montrons que : pourtout n €N, Y i oux = ﬁ [(n+ b)upye — (b — Duyl.

Ex 10 Des suites produits
1) vn € N*, onpose u, = [} (1 + %) et v, = In(u,).
2
a. Démontrer I'inégalité Vx € R*,x — x; <ln(l+x)<x.
b. En déduire la limite de v puis celle de wu.
c. Calculer u,,. Peut-on facilement conclure a la monotonie de u.
2) Soit a un réel positif. ¥n € N*, on pose u,, = [[#-,(1 + a¥) et v, = In(uy,).
a. Etudier la monotonie et le signe de chaque suite u et v.
b. Montrer que si a €]0,1[ alors v converge . Qu’en est-il de u ?

2
c. Monter que si a €]1, +oo[ alors il existe un réel L tel que : v, = n?ln(a) + gln(a) + L+ 0,,(1).Qu'enest-il de u ?
d. Que se passe-t-ilquanda =1 ? quand a = 0?

3) Vvn € N* onposeu, =, (1 + i) . Montrer que u est convergente.
4) Soit x unréel. Vvn € N, on pose p,, (x) = [[F=0 ch( ) Simplifier pn(x)sh( ) En déduire lirP D ().
n—->+oo

Ex 11 Suite d’intégrales

1
vn € N, on pose u,, = fo dt. Montrer que la suite u est convergente .

1+t+tn
. 1
Soit | = fo %Hdt. Montrer que Yn € N,0 < I—u, < — En déduire la limite de la suite u.

Ex12Onnote 4 = {\/_ — \/B/(a; b) € NZ}.Soitu et v deux réels fixéstelsque 0 < u < v.

1. Justifier qu’il existeny € Ntelque: 0 < /nyg+1—,/ng <v—u.Onposez=.nyg+1—/ngetk = BJ +1.
2. Montrerque:u < kz <wv.
3. Endéduire qu’il existe deux entiers naturels a et b tels que : u < Va — Vb < v.
4. Montrer que A est dense dans R
. 1
Ex 13 Soit x € [0,1]. Montrer que : Vn € N, 3q,, € N/ g, € [0,2"] et 0 < x — Z—Z <o

En déduire que A = {;in/(n, qQ) EN?et0<qg< 2"} est dense dans [0,1].

Bornes sup . / inf.

Ex 14 Déterminer les bornes supérieures et inférieures des ensembles suivants :

_{szqp+3/(p'q)EN*2} Bz{%_i/(n'm)EN*z}'C_{x+z/(xY)E(R*)}etD {x—ﬂxeR etx < 3}

etE = {x(1—x)/x € [0,1]} . Déduire de I'étude de E que min{a(1 — b),b(1 —c),c(1—a)} < Z'




Ex 15 Soit A et B deux parties bornées de R non vides. Soit A+ B ={x +y /xcAet yeB}etC = {la —a'|/a € Aeta’ € A}.
1. Montrerque: A € B = inf(B) < inf(4) < sup(4) < sup(B)

2. Montrer que A + B est bornée et sup(4 + B) = supA + supB et inf(4 + B) = inf(4) + inf(B).

3. Montrer que C admet des bornes sup et inf finies que I’on exprimera en fonction de sup(A4) et inf (A).

Ex 16 Soient f:[0,1] — [0,1] croissante et E = {a € [0,1]/f(a) = a}.
1. Justifier que E admet une borne supérieure notée s. Nous allons prouver que s est un point fixe de f.
2. Montrer par I'absurde que f(s) < s.
3. Montrer par 'absurde que f(s) = s. Puis conclure.

Ex 17 Soit u = (u,)ney Une suite bornée de nombres réels. On note Vn € N, x,, = sup {u,/k =n}ety, = inf{u,/k =n}.
On définit ainsi deux nouvelles suites x et y . Onnote A = {u,/k € N} et vn € N, A, = {u,/k = n}.
1. Justifier que les suites x et y sont bien définies.

Montrer que x est décroissante et y est croissante.

En déduire que x et y sont convergentes et lim Xp = nliI-Poo V.-

n—-+oo n—-+oo n-+oo

Prouver en utilisant la définition de la convergence que : hm U, =L= lim x, = lim y, =L.

n—-+oo n-+oo

Limite, un équivalent ou un développement asymptotique d’une suite.

Ex 18 A. Déterminer les limites quand n — 4o suivantes :

2
3
4. Montrerque: lim x, = lim y, =L = hm un =L.
5

. In(n!) Jn+1
1. n1—1>r-ir—loo n2 6. nl—1>r-+r-loo \/_ In (\/— 1)
2. lim e VIn(1 —n2°25 4 ¢™)sin (n)
n—+oo
n 7. lim (—1)Men+il]
3. lim (cos( ) +s n( i )) n—’+°°( ) .
e s onri 8 1 1+ —sin(n))ﬁ
4 lim 22 R '
" notoo (n+1)‘/ﬁ . nm n
1 9. lim (tan (m)
5. lirp (ch(m))™ ke
n—-+oco
B. Justifier que ces suites u n’ont pas de limite
1. u, =(—2)"sin (nE) (1 + l)n sin=0[3]
3 - =

2w, = (-l 4L

2n
(1+2) sin=2[3]
Ex 19 Trouver un équivalent simple puis la limite quand n —» +co de:

2

ni-2e7 —on™ 4. v, =Inn+1)—,/Inm).
1L oy =—p 1
ssin(2) ~100In"(n) 5 u, = (n(n) —n)"In (sin (—))
2. u, =sin (n2 +1)—-(-D"n ln( nl) I aArctan(n) VaER

. _ 2—tan(niz)
3. u,= In (Ts(%))

Ex 20 Des développements asymptotiques de suites

= ,/ch(n) —./sh(n)

Wn (ch(n))® — (sh(n))?ol a €

© N o

1. Soit p € N. Déterminer un développement asymptotique a la précision n—lp de Arctan (n).
2.Déterminer un développement asymptotique a la précision % deu, = %Zﬁ:o k!

+ In(n) +%(ln(n))2 + In(n) , (In(n))3 + (In(n))? 4+ ™ ln(n) + 0,0 (ln(n)).

n? 6n3 n3 n3

In (n)
n+1
3.Montrer que ( " ) =

n

Ex 21 Montrer que : pour tout entier naturel n non nul (2n3+1) Vn < ZZ‘:l\/E < (Z?n + %) v/n. En déduire un équivalent simple

de U, = Z‘;cl:l ‘/E

Ex 22 Soit u une suite positive, décroissante et telle que : u,, + Uy~ % Montrer que un~i.

Ex23 Yn € N,u, = n+\/n—1+\/n—2+---+ 2 ++/1.

1. Montrer que lim u, = +oco.
n—-+oo

2. Exprimer u, 4 en fonction du u,,.



3. MontrerqueVn €N, u, <n.
4. Montrer que u,, = o(n).En déduire que u,~Vn.
5. Déterminer un réel I tel que : u, = Vn + | +04,(1).

Ex 24 Soit a et b deux réels.

1. Déterminer un équivalent simplede u, =+vn+avn+ 1+ bvVn+2 quandn - +oo.
2. Onsupposequel+a+b=0. Calculer S,, = Yo Ui etsalimite quand n —» +co.

™
Ex 25 INTEGRALE DE WALLIS le retour. Pourtoutn € N, on pose W, = fog(cos (t)"dt .

a. Montrer que la suite (W},) est convergente. On ne demande pas de calculer la limite pour le moment. (limite déterminer
dans I'ex 2)

b. Etablir une relation de récurrence entre W,et W,,_,.

c. Endéduire une expression de W,,, et de W,, ., avec de factorielles puis de coefficients binomiaux.

d. Montrer que (nW,,W,,_;) est constante et préciser sa valeur. En déduire la limite de W.

. / s 2 4
e. Démontrer par encadrement que : W,,~, », % En déduire que ( pp) ~postoo %.

Suites extraites:

Ex 26 Montrer que toute suite réelle non majorée a une suite extraite de limite +oo.

Ex 27 Soit u une suite telle que : V(n,p) € (N*)?,0 < Upyp < %. Montrer que u est convergente et déterminer sa limite.

Ex 28 Démontrer que les suites (cos (n)),en et (sin (n)),ey divergent sans limites.

Ex 29 Soit u une suite majorée telle que Vn € N,u,, < u;, 3.

a) Montrer que les suites (Uszy,), (Uzns1) et (Usn42) cONvergent.

b) On suppose que lir+r_1 Upyo — 2Upsq + U, = 0. Montrer que la suite u converge.
n—-+oo

Suites adjacentes

Ex 30 Soit (a, b) € (R*)? tel que a < b . On définit quatre suites récurrentes de la maniére suivante :
Uy = Wy =a,Vy =ty =betVn €N, Uy = U Vp , Vnp1 = Wnttn

wnt
’ tn+1 =—— et Wnt1 = 2 (A)
2
- ez 2 Xty
1) Justifier que V(x,y) € R**?, T < Jxy < =

thtwp
Xy

Un+vn

A. Suitesuetwv
2) Montrer que u et v sont adjacentes. On note M(a, b) leur limite commune appelée la moyenne arithmético-géométrique de a et b.

3) Montrer que M(a,b) = M(+/ab, ?) . En déduire que M(a, b) = M(b, a).
4) Montrer que Vt € R**, M(ta, tb) = tM(a, b).

B. Suiteswett

5) Montrer que t et w sont monotones.

6) Prouverque Vn €N, |t,.1 — Wyl S%Itn—wnl.

7) Endéduire que t et w sont adjacentes. On note L(a, b) leur limite commune
8) Encalculant t,w,, déterminer L(a, b).

9) Comparer L(a,b) et M(a, b).

. , 1 1
Ex 31 Soit ag et by deux réelstelsque: 0 < a, < bget Vn,a,;, = E(an + . anb, )et bt = E(bn + . a.b, ) .
Montrer que les deux suites a et b sont bien définies et qu’elles convergent vers une méme limite.

Ex 32 Soit (u,),ey Une suite réelle et bornée. On note Vn € N, x,, = sup {u/k = n} et y, = inf {u, /k = n} . On définit
ainsi deux nouvelles suites x et y . On note A = {u,/k € N} et vn € N, A4,, = {u/k = n}.

6. Justifier que les suites x et y sont bien définies.

7. Montrer que x est décroissante et y est croissante.

8. Endéduire que x et y sont convergentes et lim x, = lim y,
n-+o n-+oo
9. Montrerque: lim x, = lim y, =L = lim u, =L.
n-+oo n-+oo n-+oo
10. Prouver en utilisant la définition de la convergence que : lim u, =L = lim x, = lim y, =1L
n-+o n-+oo n-+oo



Suites complexes

EX 33
_ . _ . \n e 1
1. Caleuler lim 57 et lim (u) ' ATTENTION : si Z est un nombre complexe alors In(Z) est une horreur !!!!
n-+oo 1+in n-+oo
. n
2. Justifier que ((1 — i)™) ey €t ((— % — %) ) n’ont pas de limite. Représenter ces suites.
neN

3.Soita = ;—;; . Représenter les points M,, d'affixe «™ tqn € N.

EX 34 Soit z € C.Vn € N, on pose B, = [[}-o (1 + zzk). Calculer (1 — z)P,. En déduire nl_i)r{lw B, lorsque |z]| < 1.

n
EX35Vn € N,onpose T, = (1 + %) . Montrer que lilzl T,, = e“. (indication : chercher la forme trigonométrique puis
n-+oo

algébrique de T),)
EX 31 Soit (U )ney telleque:uy=1etVn € N, u,,, = %un + gi et u, affixe de M,, .

a) Montrer que tous les points M,, sont alignés.
b) Exprimer u, en fonction de n. Déterminer la limite des suites Re(u, ) et Im(u,, ).

Zn+2(1-0)

EX 32 Soit (z,) |a suite de nombres complexes définiepar: zy =ietVn € N,z,,, = —
o

(*).
On note M,, le point image de z,.
a) Calculer z; et z, .

b) Trouver deux suites constantes égales a p et q (telles que |p| > |q|.)qui vérifient la méme relation de récurrence (x*)
que la suite (z,,) .

c) Montrer que la suite (Z"_p) est géométrique.
Zn=4/ neN
d) Endéduire z, enfonction de n et Déterminer la limite des suites Re(z, ) et Im(z, ).



