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Chap 9 Développements limités.

Il Développements limités .

e Définition d’un développement limité en un réel et en particulier en 0. Unicité de ce DL.
Si au voisinage de x,, f(x) = ag + a, (x — xp) + az(x — %) + .. +a, (x — %0)™ + 0., ((x — x0)™) = by + by (x — %) + by (x — %)% + -+ +b, (x — %)™ +
0y, ((x — x0)™) alors Vk € [0,n], aj = by.
e Propriétésdes DL :
v" Equivalent
Si au voisinage de xo, f(x) = a,(x — x0)P + .. +a, (x — x0)" + 05, ((x — xo)™) avec p < net a,, # 0 alors f(x)~,, a,(x — x,)P.
v' «serameneren0»
Soit f définie au voisiange du réel x,. Posons g(t) = f(x, + t)i.e. f(x) = g(x — x,). Alors,
g admet le DL, (0)suivant g(t) = ag + a;t + a,t? + -+.. +a,t™ + 0y (t™)
< f admet le DL, (xp)suivant : f(x) = ag + a;(x — xp) + ap(x — x9)% + .. +a, (x — x)" + 0y, ((x = x0)™)
v" Troncature
Si f admet le DL, (x,) suivant: f(x) = ap + a; (x — x¢) + a(x — x0)* + .. +a, (x — %)™ + 0., ((x — x0)™)
alors f admet /e DL,_; (xo) suivant: f(x) = ay + a3 (x — x9) + az(x — x0)% + -+ ..+, (x — %)™ + 05, ((x — x)")
v' Développement limité en 0 d’une fonction paire ou impaire
ant™ + 0, (t") si n pair
A1t + 0y (™) sin impair
ant™ + 0y (t™) si n impair
A1t + 0, (t™) sin pair

Si f est paire et admet un DL, (0) alors ce DL, (0) est de la forme f(t) = ay + a,t? + a,t* ..... +{

Si f estimpaire et admet un DL, (0) alors ce DL, (0) est de la forme f(t) = a,t + ast? ..... +{

o Deéveloppements limités usuels :

P s s 1 . e . 1
v' Développement limité enOdeEobtenu par somme géometrique puis de T €

%x =1+x+x2+-+x" +x%,(1) = TF_oxX + 0o (x™).

[N

i =1—x+x2— -+ (—1D"x" +x"0(1) = Zp_o(—1)*x* + 0o(x™).

v' Théoréme de Taylor-Young et développement limité en 0 de e*, cos(x), sin(x) , sh(x), ch(x), (1 + x)“.

Q)
Si f estde classe C™ un voisinage de x, contenant x, alors f admet le DL, (x,): f(x) = Xro k(lx") (x — xg)* + 0y, ((x = x0)™) .
|
Qn(x xO) reste
Si f estde classe C™ sur un voisinage de 0 contenant 0 alors f admet le DL,(0): f(x) = Y7o k'(O) k+o (x") o
Pn(X) reste

2 3 n k
=1+4x +%+"—...+"—+x"oo(1) = zg=0%+ 0o (x™).

SO G n_** X 21+2 (GED L 2n+2
sin(9) =x -5 +5 ..+ (1) G 0o(1) = X7-o R + 0o (x27*2).
cos(x) =1— LA (- 1)"x— + x2™1g,(1) =¥} ottt + 0o (x?™*1)

20 4l (2n)! k=0"(2k) w ’
sh (x) = x + = + 2y gemizg 0(1) = e + 0o (x?™*2)
51" (2n+1)' = 0(2k+1)' w ’
X
ch(x)=1 + + —I. 2 ! Mo (1) = ¥, — ik 0o (x2™+1h).

a(a-1)(a—2).(a—n+1)
n!
v Théorémed’ |ntegrat|on terme a terme et développement limité en 0 de In(1 + x), Arctan(x),tan(x) et Arcsin(x).

ordre 5 uniquement

(1+x)“—1+ax+“(“ Dz 4 LEDED,3, 4 x™ + x"0y(1).

«Si f est dérivable sur un voisinage de 0 contenant 0 et f* admet le DL, (0 ) suivant f’ () = ag + a; x + ax* + - + ax™ + 0y (x™)

2 3
alors f admetle DL, (0 ) suivant: f (x) = f(0) + apx + a, x;+ azx? ot @, — — + 0o(x™1) .

«Si f est dérivable sur un voisinage de x, contenant x, et f’ admet le DL, (x, ) suivant :
fre)=ag+a; (x— x)+a(x — x9)°+ -+ a,(x — x)" + 0y, ((x = x)™)

alors f admet le DL, ., (%, ) suivant: f (x) = f(x,) + ag(x — x5) + ay =zl x") +-+a, % + 0y, ((x — x0)™1).
B B 7 (—1)nx2nt1 Pl

Arctan(x):x——+———+ A+ 0y(x ).
3 ' s 2n+1

2 3
ln(1+x)=x—x7+x—— "y +&+o ™),

Arcsin(x) = x + 1x + x + x%0,(1).
tan(x) = x + = ? + 1—5+x 500(1).
e Opérations sur les DL : Combinaison linéaire et produit. Composition. Inverse et quotient.
Soit @ et § deux constantes réelles . Si f et g admettent les DL, (0) suivants: f (x) = P(x) + 0,(x™) et g (x) = Q(x) + 0o(x™)
alors af + Bg et fg admettent chacune un DL, (0) et
af (x) + Bg(x) = aP(x) + fQ(x) + 0o(x™).

f(x) x g(x) = [somme des termes de degré inférieur ou égal ande P(x) X Q(x)] + 0y(x™) .
Si f admetle DL, (0) et lin(l)f(x) #0 alors]lc admetun DL, (0) .
prae



Si f et g admettentdes DL,, (0) et lirré fx)#0 alors% admetun DL, (0) .
x>
Si f admet le DL, (0) et lirréf(x) =0 et g admetun DL, (0) alors g o f admet le DL, (0).
prae

e Applications:
v' Recherche de limite et d’équivalent
v Caractérisation de la dérivabilité d’une fonction en un point a par son DL, (a) et position de la courbe
par rapport a son asymptote
@Si f est définie en x, et au voisinage de x, alors
f admetle DL; (%) f(x) = A+ B(x — x,) + 0, (x — xy) & festdérivable en x,, f(x;) = A et f'(x,) = B.
@Si f est définie au voisinage de x, mais pas en x, alors
f admetle DL; (x,) f(x) = A+ B(x — x,) + o, (x — x,) & fest prolongeable par continuité en x, par la valeur 4 et son prolongement f est dérivable
enx,,f (x,) = Aet f'(x,) = B.
v' Recherche d’asymptote et position de la courbe par rapport & son asymptote
v' Recherche de DL d’une fonction dont Uexpression est définie par une intégrale.
v Recherche de DL d’une bijection réciproque.

Chap 10 Suites réelles et suites complexes.
| Définitions

suite réelle , suite complexe , représentation
suite bornée
suite réelle majorée, minorée, croissante, décroissante
»  suite ayant une limite finie :
Une suite réelle (u,) tend vers le réel L lorsque: Ve € R™,3n, e N/VneEN,(n = n, = |u, — L| < ¢)
» suite réelle ayant une limite infinie :
Une suite réelle (u,,) tend vers +o quand n tend vers +o lorsque : VA € R**,3n, e N/Vn €N, (n = ny = u, = 4).
Une suite réelle (u,) tend vers —oo quand n tend vers +oo lorsque : VB € R™*,3ngz € N/Vn € N,(n =2 ng = u, < B).
»  suite convergente, suite divergente.

Y V VY

Il Propriétés fondamentales des suites

> Caractére borné ou pas :
Toute suite convergente est bornée.

Si (u,,) est une suite réelle de limite finie L et a et b sont deux réels tels que : a < L < b alors a partird ’un certain rang, a < u,, < b. En
particulier, toute suite ayant une limite strictement positive est strictement positive a partir d’un certain rang.

Toute suite réelle ayant une limite infinie n’est pas bornée...

» Théoréme Unicité de la limite.
Une suite (u,) ne peut avoir qu’une seule limite quand n = +oc0. On note 1ir+n u, cette limite lorsqu’elle existe.
n—-+oo

» Caractérisation d’une suite convergente : Soit une suite (u,)réelle (resp. complexe) et L un réel (resp. complexe)

lim u, =L lim u,—-L=-< lim |lu,—L| =& |u,—L| < ¢, tel que lime, =0.
n—+oo n—+oo n—-+oo n

» Théoreme des gendarmes ou de limite par encadrement :
Soit u, v et w des suites réelles.

Si a partir d’un certain rang, u, < v, < wyet lim u, = lim w, =L € Ralors (v,,) convergeet lim v, =L.
n + n-+oo

i
—+00 n-+oo

Si a partir d’un certain rang, u,, < vyet lim wu, = +ocalors lim v, = 4oo.
n—+oo n—+oo

Si a partir d’un certain rang, v, < w, et lim w, = —oalors lim v, = —oo.
n—-+oo n—-+co

1l Densité.
»  Définition :
Soient A et B deux parties de R telles que A c B. A est dense dans B lorsqu’entre deux éléments quelconques et distincts de B se
trouve au moins un élément de A.
» Caractérisation séquentielle.
Soient B unintervalle de R et A une partie de B. A est dense dans B sietssi tout élément de B est la limite d’une suite d’élément de A.

> Densité de Q et de R\Q dans R.



IV Borne sup. ou inf.

»  Définition et théoréme d’existence :
L’ensemble des majorants d’une partie A de R non vide et majorée admet un plus petit élément appelé borne supérieure de A et noté
sup(A) ; sup(A) est donc le plus petit majorant de A.

L’ensemble des minorants d’une partie A de R non vide et minorée admet un plus grand élément appelé borne inférieure de A et noté
inf(A) ; inf (A) est donc le plus grand minorant de A.

Lorsque A n’est pas majorée, sup(4) = +o. Lorsque A n’est pas minorée, sup(4) = —oo.

> Relation entre plus petit (resp. grand) élément et borne inférieure ( resp. supérieure). Soit A une partie de R.
Si il existe un élément m de A qui minore A alors m = min(A4) = inf(4).

Si il existe un élément m' de A qui majore A alors m’ = max(4) = sup(4).
Si A admet une borne inf M’ et M’ ¢ A alors A n’admet pas de minimum.
Si Aadmet une borne sup M et M & A alors A n’admet pas de maximum.

» Caractérisation par les epsilon d’une borne sup. ou inf. finie.
VaeEAa<m

Soit A une partie de R non vide et majorée et m un réel. Alors, m = sup (4) {Ve € R*,3a, € A/m—¢ < a.

VaeAa=m

Soit A une partie de R non vide et minorée et m un réel. Alors, m = inf (4) {\7’5 €R*,3a, €A/m +¢ > a,.

» Caractérisation séquentielle d’une borne sup. ou inf. (méme infinie).
Soit A une partie non vide de R et m un réel ou un infini.

Vae€eAa=>m

m = inf (4) & {il existe une suite (a,) d'éléments A telle que lir{l a, =m.
n—+oo

Va€Aa<m
m = sup (A) < 1] existe une suite (a,) d'éléments A telle que lir{l a, = m.
n—-+oo

V Autr ropriétés fondamental ites :

» Théoréeme d’opérations sur les limites
» Limite d’une suite monotone
Toute suite monotone a un limite ( finie ou infinie).
Une suite croissante (resp. décroissante) admet une limite finie sietssi cette suite est majorée (resp. minorée).
» Passage ala limite dans une inégalité
Si u et v sont deux suites réelles telles que ngrpw u, et nl—i>r+l:loo v, existent et a partir d’un certain rang, u,, < v, alors

lim u, < lim v,.
n-—+oo n-+oo

CONNAITRE ET SAVOIR ENONCER TOUS LES DEFINTIONS, PROPRIETES ET
THEOREMES DU COURS.

Savoir énoncer et démontrer les résultats suivants:

1. Théoréme d’unicité d’un DL. Application au DL(0) d’une fonction impaire.

2. Caractérisation d’une fonction dérivable en a par son DL, (a).

3. Siutendverslesréels Ly etL, alorsL; =L,.

4. Toute suite convergente est bornée.

5. Soit (u,) suiteréelleeta,b et L desréels.sia <L < bet lim u, =L alors3ny € N/Vn = ny,u, € [a, b].
6.

7.

8.

9.

1

n—+oo
la caractérisation séquentielle d’une borne supérieure

le produit d’une suite bornée et d’une suite de limite nulle est une suite de limite nulle.
Siu et v convergent vers respectivement L, et L, alorsu + v convergeversL; +L,.

9 1
Siutendvers 0% alors - converge vers + 0.

0. Une suite réelle croissante a une limite.






